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% Promovemos la conciencia ambiental en la comunidad educativa.

Tp' ";?Tgﬁos Hemos impreso el 8% de ejemplares con certificado de responsabilidad ambiental.

ADVERTENCIA
Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educacion es combatir el sexismo y la discriminacién de género en la sociedad ecuatoriana y promover, a través del sistema

educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad
con esta préactica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de
los profesores), etc. Sélo en los casos en que tales expresiones no existan, se usara la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo
femenino como masculino. Esta practica comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Espafiola en su Diccionario Panhispanico de Dudas, obedece a dos
razones: (a) en espanol es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley linglistica de la economia
expresiva> para asi evitar el abultamiento grafico y la consiguiente ilegibilidad que ocurriria en el caso de utilizar expresiones como las y los, os/as y otras férmulas que buscan
visibilizar la presencia de ambos sexos.




2018: El valor del respeto

El inicio de un nuevo afo escolar siempre nos produce ilusion. Todos los nifios, nifias y adolescentes se
preparan, no solo para estudiar y aprender, sino también para encontrarse con sus comparieros de aula.
A veces nos topamos con caras nuevas en la clase, y eso es una buena sefnal, porque vemos que otros
estudiantes se estan integrando a nuestra institucion educativa. Eso significa también que es una buena
oportunidad para relacionarnos con personas distintas de las que ya conociamos y asi lograr nuevas
amistades.

Sabemos que la escuela es un buen lugar para crecer y compartir muchas cosas positivas, y de vez en
cuando también para enfrentar problemas. Ser solidarios y apoyar a quienes necesitan ayuda es un
consejo que deberiamos seguir en la casa, la escuela y la comunidad.

El nuevo afo escolar se abre como una experiencia que nos desafia y al mismo tiempo nos gratifica.
Somos parte de la comunidad educativa, maestros, maestras, padres y madres de familia, representantes
legales y parientes. Todos somos responsables de acompanarlos en el mejoramiento de su educacioén, en
mejorar la calidad de sus conocimientos y en la experiencia de estudiar y aprender para crecer como
mejores seres humanos y ciudadanos.

Un nuevo afio escolar significa un trabajo dedicado a ampliar las relaciones positivas, a las que llamamos
respeto. Nadie puede quedar fuera de esta practica de todos los dias en la escuela y la comunidad. Este
valor de vida se opone radicalmente al desprecio y a la exclusiéon. Si queremos una educacion justa, en la
que todos podamos participar, el respeto hacia los otros significa aceptar sus propias formas de ser, sus
caracteristicas individuales, sociales, fisicas y culturales; su manera de pensar y apreciar el mundo; sus
costumbres y tradiciones; sus aptitudes y habilidades. Esta es la mejor propuesta que puede hacer el
Ministerio de Educacion al iniciar el nuevo afno escolar.

El respeto hacia los demas significa el respeto a cada uno y cada una, a nosotros mismos. El respeto no
acepta agresion alguna, ya sea fisica, sicoldgica o sexual. Implica reconocernos a nosotros mismos en las
personas que nos rodean. Maestros y maestras, estudiantes y companeras, somos todos seres humanos
que tenemos los mismos derechos. Eso significa el derecho a tener nuestro propio punto de vista, el
derecho a cambiar de opinién, a equivocarse, el derecho a crear un mundo propio en el cual vivir.

Este 2018 —afio del respeto—, esta inspirado en los principios de cero tolerancia al abuso y la violencia,
a cualquier tipo de discriminacion. Promovemos la equidad de género (igualdad entre hombres y mujeres),
la justicia social, la solidaridad, la cultura de paz, la convivencia entre culturas y tradiciones diferentes, y
el cuidado del ambiente. Todos estos son valores que debemos difundir y vivir a plenitud todos los dias en
la comunidad educativa.

Este es un afio para defender con mucha decision y compromiso los derechos de los estudiantes. Nuestro
programa Mas Unidos, Méas Protegidos fue creado para prevenir la violencia dentro del sistema educativo.
Vemos a la educacion como un todo integrado; trabajamos para mejorar nuestro ambiente con
importantes innovaciones curriculares como la metodologia Tierra de Nifas, Nifios y Jévenes para el Buen
Vivir. La incorporacion de saberes ancestrales a la educacion, el desarrollo de las artes, de la buena
lectura, y una ambiciosa agenda digital forman parte de nuestra propuesta al iniciar el nuevo afio escolar.

Esta es la accién integral que ahora promovemos, en la que nifios, nifas y adolescentes participan como
una fuerza decisiva dentro de toda la comunidad educativa. Sigamos caminando con buen paso y con
respeto en este 2018.

Fander Falconi
Ministro de Educacion
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Conoce tu libro

Desarrollo del contenido

Desarrollo del contenido

Libro de texto

El libro consta de seis unidades tematicas. Cada unidad desarrolla contenidos asociados

a los bloques curriculares propuestos en el curriculo nacional: algebra y funciones,

geometria y medida y estadistica y probabilidad. Cada unidad consta de:

Tecnologias de la
comunicacion

l @ Monotonia: funciones crecientes y funciones decrecientes
Enlaces a sitios HfE
web que amplian i

los temas.
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Desarrola tus destrezas

Gué intervalos crece T2
de 2 iEn cudles decrece?

Www.e-sm.net/9smt03
Evaliia ts conocimientos sobre creci-
miento y decrecimiento de funciones.

Desarrolla tus
destrezas

Actividades clasificadas
por destrezas para
aplicar los contenidos
estudiados.

@ Radicales

6.4 Rediuccién de radicales 2 indice comén

!
i

MatemaTICS

Hallar los factores primos de

GeoGebra es un software maj
“Factores Primos” para hallay

| Observa cémo se hall

I MatemaTICS
Presenta una herramienta
informatica que enriquece
el quehacer matematico
mediante el uso de la
tecnologfa.

cio 1w inteligencias.

distancia

Los temas siguen una ruta didactica clara y secuencial que empieza con un texto
(Explora) para captar tu atencion e interés. Contintia con el desarrollo del tema,
apoyado por ejemplos y actividades resueltas. Al finalizar cada tema podras
encontrar variados ejercicios en Desarrolla tus destrezas.

Contenido
Explora L= 1

Momento inicial
que sesitla en
un contexto
relacionado con el
tema. J
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0) Regularidades y sucesiones
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ino pero
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App

Invita a descargar una
app desde la Play Store
de un dispositivo mévil
para profundizar sobre

los temas vistos.
= =" |

Regularidades y sucesione}

wed aszang

Abre la aplicacion Fin y
ber y juegaa encontrar el sigfiente
nlimero en una sucesion.

Las actividades también
estan clasificadas por
nivel de complejidad.
® Basico

Intermedio
® Avanzado

En los ejercicios
desafiantes encontraras
el icono PAI (Proyecto
de Activacion de las

je terrestre, el tie

Inteligencias).

Ten en cuenta
Texto que activa
los conocimientos
previos o refuerza
las explicaciones
facilitando el

aprendizaje.
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Algebra
y funciones

Niumeros reales

A pesar de que los conjuntos numeéricos estudiados hasta el momento presentan caracteristicas
especiales que los hacen diferentes entre si, es facil concluir que todos los nimeros resultan
imprescindibles para determinar, resolver e interpretar una gran variedad de situaciones de la
vida cotidiana.

» iCrees que exista otro conjunto de niimeros diferente a los que conoces?

g s, seckee QAT 1) |
. .-:*::.‘:h- g = A X :‘ - | BT .H.'_Hﬁ == + L

Cultura del Buen Vivir
La humildad

Las personas humildes reconocen sus virtudes y habilidades, pero no consideran necesario presumir
de ellas frente a los demas.

« ;Qué opinas de las personas que se sienten superiores y desprecian a otras por su condicion social?
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Aprenderas...

« NUmeros reales
« Radicales. Operaciones
« Racionalizacion

Resolucion de Problemas

Recursos digitales

Habilidades lectoras
O

Eratostenes calcula la circunferencia de la
Tierra

e dice que el 19 de junio del afio 240 a. C., el astrénomo, gedgra-
S fo, matematico y bibliotecario griego Erat6stenes calcul6 la cir-

cunferencia de la Tierra. Mas tarde, se descubri6 que sus cifras
eran increiblemente precisas. El genio griego noté que al mediodia,
en el solsticio de verano, el Sol se encontraba directamente encima
de la ciudad de Siena, la actual Asuan.

En ese momento el reloj de sol no proyectaba sombra. Pero hacia el
Norte, en Alejandria, el Sol no se encontraba exactamente encima:
un reloj de sol proyectaba sombra incluso al mediodia. A partir de
esto, Eratéstenes propuso que la Tierra debia ser redonda. Ademas,
si el Sol se encontraba lo suficientemente lejos para registrar rayos
paralelos en Siena y Alejandria, era posible calcular la circunferencia
de la Tierra.

Eratostenes determindé que la sombra en Alejandria era
1/50 de un circulo de 360 grados; luego estim6 la distan-
cia entre las dos ubicaciones y multiplic6 por 50 para de-
rivar a la circunferencia de la Tierra. Su cifra final fue de
252000 estadios, o longitud de estadio, que seria entre 39691 y
45008 kilémetros. Hoy en dia, la cifra aceptada es de aproximada-
mente 40075 kilometros, bastante cerca para un astrénomo de la
Antigiiedad que no contaba con herramientas modernas.

Rusell, Randy. (2007). Ventanas al universo. Recuperado de: http://www.
windows2universe.org/the_universe/uts/eratosthenes calc_earth_size.
html&lang=sp&edu=high
Actividades
Interpreta

1. Segun lalectura, ;cudl es la medida del angulo generado por Alejandria
y Asuan teniendo como vértice el centro de la Tierra?

2. ;Cudl es la diferencia entre los conceptos “circunferencia de la tierra”
y “superficie de la tierra”?

Argumenta

3. jEs verdadera la afirmacion “Colon descubrié que la Tierra era redon-
da”? Argumenta tu respuesta.

4. ;Cual crees que fue el solido argumento de Eratostenes para decir que
la Tierra era redonda?

5. ;Crees que la resolucion de triangulos fue utilizada en algiin momento
para hallar el radio de la Tierra? Explica tu respuesta.



Bloque de Algebra y funciones

(1

p
Explora

Cada una de las seis caras del cubo
de Rubik esta compuesta por nueve
cuadrados de los colores blanco,
amarillo, rojo, azul, naranja y verde
(Figura 7).

Figura 1

« Lasolucion del rompecabezas con-
siste en que, al final, los cuadrados
de cada cara sean del mismo color.
;Qué parte del total representan los
cuadrados que forman cada cara
del cubo solucionado?

N J

Ten en cuenta

En la expresion £, p es el numerador
q
y g el denominador.

Ten en cuenta

Si se toma la expresion fraccionaria
de un ntimero racional y se divide el
numerador entre el denominador, se
obtiene su expresion decimal.

\

Numeros racionales y niimeros irracionales

1.1 El conjunto de los niimeros racionales

Como el cubo consta de seis caras, y cada cara contiene nueve cuadrados, en
total el cubo tiene 6 - 9 = 54 cuadrados.

De acuerdo con lo anterior, la parte del total de cuadrados que representan los
que forman una cara del cubo, es:

9 9 9 9 9 9
54 54 54 54 54 54

, 9 , .
El nimero Q es un numero racional.

Un numero racional se expresa de la forma , donde p y g son ndmeros

Q [o

enteros y g es distinto de cero.

El conjunto de los nimeros racionales (D se determina asf:

@={B/pEZ,qEZ,q¢O}
q

Ejemplo 1
« El nimero —957 pertenece al conjunto de los nimeros racionales porque
p

puede escribirse de la forma -, escribiendo en el denominador de esta

q
fraccion el nimero 1.

« Otros numeros racionales son:

4t 3
7 3 2

1.2 Expresiones decimales

Todo niimero racional puede expresarse en forma de fraccion o como un
decimal finito, infinito periodico puro o infinito periddico mixto.

Las expresiones decimales de los nimeros racionales se pueden clasificar asf:

« Exacta: cuando el nimero de cifras decimales es finito.
5

— = 0,625 <— expresion decimal finita

o Periodica pura: cuando la parte decimal se repite indefinidamente, este
conjunto de cifras se denomina periodo.

periodo

% = (0,55555.. = 0,5

« Periddica mixta: cuando el periodo comienza después de una o varias cifras deci-
males. El conjunto de cifras que hay entre la coma'y el periodo es el anteperiodo.
anteperiodo  periodo
96 ,\'/
% = 1,7454545454.. = 1,745
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Destreza con criterios de desemperio: Reconocer el conjunto de los niimeros racionales e irracionales e identificar sus elementos.

Ejemplo 2

-, . , . 7
« La expresion decimal del ndmero racional — es 0,35. Por lo tanto, este
nuimero tiene una expresion decimal exacta.

« Para el nimero racional P la expresion decimal es periddica pura por-

5 —
que 7 T~ 0,454545... que se puede escribir —0,45 . Esta notacion

indica que el periodo es 45.

« La expresion decimal de g—: es —0,085714 285714 2...= — 00857142.

La parte decimal esta formada por el cero (anteperiodo) seguida por el
periodo 857 142. Por lo tanto, es una expresion decimal periédica mixta.

1.3 El conjunto de los niimeros irracionales
Todo nimero irracional tiene una expresion decimal infinita no periddica. El
conjunto de los nimeros irracionales se simboliza con [.

En otras palabras, los nimeros irracionales no se pueden escribir de la forma

£ donde py g son numeros enteros 'y q # 0.
q

Ejemplo 3

Los nimeros Q/Z € {/5 \/g ¢ pertenecen al conjunto de los niimeros
irracionales porque su expresion decimal es infinita no periddica:

E/Z = 1,31950791... ™ = 3,141592653...
e =27182818284... 4/52 1,189207115...
\/g = 2,2360679774... ¢ = 1,618033988749...

Para mayor exactitud en los procesos aritméticos y algebraicos, los ndmeros
irracionales se indican y no se escriben en su expresion decimal.

Seglin su origen, los nimeros irracionales se clasifican en algebraicos o trascen-
dentes. Observa la Tabla 1.

Clase Ejemplos

El nimero aureo
representado por la 1+ \/g

Numero irracional letra griega phi 5

algebraico

Las raices no exactas. \/E ﬁ \/5 %/Z 2/5
gy NN

El nimero pi es la rela-
cién entre la longitud
Numero irracional de una circunferencia y

trascendente su diametro.

La constante de Euler o
constante de Napier.

Tabla 1

CULTURA del Buen Vivir

La humildad

Una persona humilde reconoce sus
logros pero evita ser egocéntrica para
no perder la objetividad en su manera
de actuar diariamente.

e ;Qué implicaciones podria tener
gque una persona se concentre
solamente en sus logros y deje de
ser humilde?

C Razonamiento matemético)

El primer niimero irracional

Pitagoras utilizo su teorema para hallar
la diagonal de un cuadrado de lado 1,
como el que se observa en la Figura 2.

d>=12+ 17

1 Figura 2

o ;Cudl es el valor de la diagonal d? ;A
qué conjunto numérico pertenece
este valor? ;Por qué?




>

Bloque de Algebra y funciones

Ten en cuenta

El simbolo = se lee como “es aproxi-
madamente igual a”.

CEn la calculadora)

Calculo de raices

Para calcular raices con indice diferente
a 2 se utiliza la segunda funcion de la
tecla @D Asi, para calcular f/g se digita:

4 Jae ~ ] 5 e

. Calcula las raices:

.4

Niimeros racionales y niimeros irracionales

1.4 Numeros irracionales en la recta numérica

A cada namero irracional le corresponde un punto en la recta numérica.

Ejemplo 4

Para ubicar algunos nimeros irracionales en la recta numeérica se llevan a cabo

los siguientes pasos.

1.Se traza una recta y se ubican los niimeros 0 y 1.

2.Sobre la posicién del nimero 1 se construye un segmento perpendicular
con la misma logitud que la unidad.

3.5e une con un segmento el 0 y el extremo superior del segmento
perpendicular que se traz anteriormente.

4.Con un compas se hace centro en 0y se traza un arco desde la parte superior
del segmento perpendicular hasta cortar la recta numérica. Este punto de
corte corresponde a~/2 y se justifica con el teorema de Pitagoras.

5.Para construir las siguientes raices cuadradas se aplica un proceso similar.
Observa la Figura 3.

1 i

Figura 3
0 1 N2 3845

Ejemplo 5

Los nimeros irracionales diferentes a raices cuadradas no exactas se ubican
en la recta numérica haciendo una aproximacién en la parte decimal a una o
dos cifras. Asi, para representar los nimeros irracionales 1r, e, —4/2, se pueden
utilizar aproximaciones como las siguientes:

T~ 314 e~272 —io=—-12

Luego, la representacion de estos nimeros puede hacerse como se muestra
en la Figura 4.

-2 e m
R I B B L A o o B B B e e e
-2 =1 0 1 2 3 4

Figura 4

Actividad resuelta
Resolucion de problemas
Un terreno rectangular mide 12 m de largo y 6 m de ancho. ;Cuanto
mide la diagonal d del terreno? ;El valor que se halla corresponde a un
numero irracional? ;Por qué?
Solucion:
Para hallar la diagonal del terreno se hace uso del teorema de Pitagoras.

122 + 62 = d? entonces d = V180 = 13,416 40...

Por lo tanto, la diagonal del terreno mide +/180 m, que es 13,42 m
aproximadamente. El niimero /180 pertenece al conjunto de los nimeros
irracionales, pues su expresién decimal es infinita no periédica.
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Destreza con criterios de desemperio: Reconocer el conjunto de los niimeros racionales e irracionales e identificar sus elementos.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Halla la expresion decimal de cada nimero racional.

® Luego, clasificala seglin sea exacta, infinita periddica
pura o infinita periédica mixta.

a. 3 b.—E
7 17
¢ -2 d =
2 9
e. > f.—i
42 2

3 ) Utiliza la calculadora para hallar los valores aproximados
® ados decimales de los siguientes nimeros irracionales
algebraicos:

a. 3/5 b. Q/E
c.—z/i d. </§
e.1\°/§ f. —i/%

4 | Aproxima a tres cifras decimales los siguientes nimeros
® racionales:

a. 278,567 812 b. 12,7341
4
c. — d. —348,7239
78
.
e — ? f. 054672

Comunicacidn

5 ) Enla Tabla 2, marca con una X la casilla que correspon-
® da, seglin los nimeros sean racionales o irracionales.

Es nGmero | Es numero
racional irracional

26
_4

5

55,03

—103

v

4,678

99
8

—345,231409...

Iz

Tabla 2

Razonamiento

6 | Escribe F, si la proposicion es falsa o V, si es verdadera.
a. Todo numero irracional puede escribirse de
la forma £-. ()
q .
b. Los numeros irracionales trascendentes
pueden ubicarse con exactitud en la recta
numeérica por medio de aproximaciones
decimales. ()
¢. Todo nimero racional puede expresarse de
forma decimal. ()
d. El primer nimero racional hallado fue 5. ()
e. Elconjunto de los niimeros racionales es un
subconjunto de los nimeros naturales. ()
Modelacion
7 | Representa en la recta numeérica el nimero irracional
710 . Explica el proceso que seguiste.
8 | En la Figura 5 se muestra la construccion en espiral
@ de las raices cuadradas de los nimeros 2 al 15. El

procedimiento es similar al que se explicd en la pagina
anterior. En una hoja en blanco haz la construccion
utilizando una escuadra.

Resolucion de problemas ===t

de las nteligencies

@ El largo y ancho de una piscina olimpica es 50 my 25 m,

respectivamente. Si un nadador quiere recorrerla en dia-
gonal, ;qué distancia recorre? ;A qué conjunto NUMErico
pertenece este valor?

La parte de la herencia que le corresponde a un hijo es

ry del total. ;El hijo recibe un valor exacto de dinero?
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/2\ Niameros reales

2.1 El conjunto de los niimeros reales

( Expl N
Xplora El diagrama que representa la inclusion de los conjuntos numéricos N, Z, @, [y la
La unién de los conjuntos numeéricos formacion del conjunto de los nimeros reales se presenta en la Figura 1.
N, Z, Q, [ forma el conjunto de los
numeros reales.
. o R ~ 2
» Haz un diagrama de inclusion que 3 I
resuma la. relacion que existe entre Q ? 2,6 e
€stos conjuntos.
o ! NG
Z
T
\. J
Figura 1

Los nimeros reales son el resultado de la union del conjunto de los nimeros
racionales con el conjunto de los nimeros irracionales. Se simboliza con R.

Ejemplo 1
Dada la expresion: "es la circunferencia de un disco volador que tiene un diametro
de 8 cm”, jcudl es el conjunto de niimeros que mejor describe esta situacion?

Los numeros irracionales son los que mejor describen la relacién, ya que para hallar
la longitud de la circunferencia se debe multiplicar el didametro por la constante .

En este caso 8 se multiplica por 1. Por lo tanto, 8 c¢m es la longitud de la
Ten en cuenta circunferencia del disco y este corresponde a un ndmero irracional.

La representacion en la recta numeérica
de los numeros reales se hace de la
misma manera que la representacion
de los niimeros racionales e irracionales.

2.2 Expresion aproximada de un niimero real

Aproximar un nimero real a ciertas cifras decimales consiste en encontrar
L por defecto o por exceso un nimero muy proximo al dado.

La expresion aproximada de un niimero real puede hallarse por:

« Defecto: cuando se busca un niimero con un determinado nimero de cifras
decimales inmediatamente menor al dado.

 Exceso: cuando se busca un niimero con un determinado nimero de cifras
decimales inmediatamente mayor al dado.

Ejemplo 2
La aproximacion de los nimeros 1,245 6; 8343 58; y, 10,5783 a dos cifras
decimales es:
Nimeros Por defecto Por exceso
12456 1,24 125
8343 58 8,34 8,35
10,578 3 10,57 10,58

Tabla 1
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Destrezas con criterios de desempefio: * Reconocer el conjunto de los niimeros reales R e identificar sus elementos.
* Aproximar niimeros reales a nimeros decimales para resolver problemas.

La mejor aproximacion para un niumero real en su expresion decimal es:

TECNOLOGIAS
de la informacién y la

« Por defecto, cuando la cifra siguiente a la que se va a aproximar es 0,1, 2,3 0 4. formo
comunicacion

» Por exceso, cuando la cifra siguiente a la que se va a aproximar es 5,6, 7,8 0 9.
www.e-sm.net/9smt01
Ejemplo 3 Encontrarés ejemplos y datos rela-
La mejor aproximacion a cuatro cifras para el nimero 67,982 37 es por exceso cionados con los numeros reales.
67,982 4 porque la cifra siguiente a 3 es 7.

Actividades resueltas
Comunicacion
1 ) Justifica por qué la proposicion “todo nimero irracional es natural” es falsa.

Solucion:

La proposicion es falsa porque el conjunto de los niimeros irracionales no
es un subconjunto de los nimeros naturales y viceversa. Son conjuntos
que nunca se intersecan.

Resolucion de problemas
Alvaro paga cuotas mensuales de $785,6 a un banco por un crédito. Si este
® banco siempre hace ajuste a la unidad. ;Cuanto paga Alvaro en un mes?

Solucion:

Hacer ajuste a la unidad significa aproximar la posicion de las unidades.
La cifra decimal 6 hace una aproximacién por exceso a las 5 unidades,
para completar asi una unidad mas.

Por lo tanto, Alvaro paga una cuota mensual de $786.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion Razonamiento
3 Escribe € o & para establecer la relacién de cada 4 | Aproxima los siguientes nimeros reales a cuatro cifras
® numero con el conjunto numérico dado. decimales:
a.—548 Q a./s4 b.
b, & I o+ d. 429,12359034
-3 3
c.782333... YA e.V3 f. —3,54781781..
4
d. 416 Q 5 | Responde y justifica.
e.0,4352... [ :En qué se diferencian los nimeros irracionales de los
racionales?
f.om VA
g. 4689 R Resolucion de problemas \mpft
h. —7 I Un avién recorre entre dos ciudades 9 770,874 km.
® ;Cudl es la mejor aproximacion de esta distancia a
i.8934 Z las unidades ?
jo—2%e [

@ Se necesita distribuir 27 libros entre 4 personas
8 R ® de manera equitativa. ;Cuadl serfa la mejor manera
5 de repartirlos y por qué?
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G La recta real

: N
Explora

Los nimeros reales se pueden repre-

sentar mediante puntos sobre una

recta numérica.

« ;Cudles son las caracteristicas de la
recta real?

J

Ten en cuenta

Entre dos niimeros reales hay infinitos
numeros reales.

Ten en cuenta

El significado de los simbolos <, >,
=5 268

< “menor que”
> “mayor que”
= “menor que o igual "

= “mayor que o igual a”
y________ 4

La recta real cumple con ciertas caracteristicas, tal como se observa en la Figura 1.
« Al punto de referencia arbitrario llamado origen, le corresponde el nimero real 0.

« Dada una unidad conveniente de medicion, cada nimero positivo m se
representa por un punto en la recta a una distancia de m unidades a la derecha
del origen, y cada nimero negativo —x se representa mediante un punto a una
distancia de x unidades a la izquierda del origen.

« Las flechas a la izquierda y derecha de la recta significan que el conjunto de los
numeros reales es infinito.

-1 —x 0 1 m 2 Figura 1

A cada numero real le corresponde un tnico punto sobre la recta y a cada
punto en la recta real se le asocia un tnico namero real.

Ejemplo 1

Los nimeros reales ubicados en la recta real (Figura 2) estan ordenados as:
, 4 1 - 4 A
o El nimero — = < - P lo cual indica que — = esta ubicado sobre la

, L 1
recta real mas a la izquierda de — —.

, e . e
o El nimero \/5 > —, entonces \/E esta ubicado a la derecha de — .

« El niimero =33 = —3f3, esto significa que e cumple alguna de las si-
guientes posibilidades —$/3 < 33,0 3= —3{/3.Eneste caso se cumple
la relacion de igualdad (=).

| Py |
T T T 1 T T T T

1 T T 1
4z -1 4 1 0
5 2

Ul w -
N

|
T
eV2
2
Figura 2
Ejemplo 2
, , = 2. 7
Para ordenar de menor a mayor el conjunto de nimeros ,-%,42,-=
5 8
se puede hacer una aproximacion (para facilitarla comparacion) a dos deci-

males de las expresiones decimales como se muestra a continuacion:

2 =110 2 =119 - % ~ —0388 _%z —04

. 7 2
Luego, el orden del conjunto es: — ) < - = <h<ih
Ejemplo 3

Siay b son nimeros reales se cumple solo una de las siguientes relaciones:

Relacion Ejemplo

a<bsia—b<0 | 35<52porque35—52es—17y—17<0.
a>bsia—b>0 85> 64, porque 85 —64es21y21>0.
a=bsia—b=0 9,34 = 9,34, porque 9,34 — 9,34 = 0.

Tabla 1
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Destrezas con criterios de desempefio: - 1a1]ar el valor absoluto de niimeros reales.

* Establecer relaciones de orden en un conjunto de ntimeros reales utilizando la recta numérica y la simbologia

matematica (=, <, <, 3, 2).

3.1 Valor absoluto

El valor absoluto de un ntmero real a se simboliza con | a | y es la distancia
que hay desde a hasta cero sobre la recta real.

Ejemplo 4
En la Figura 3 se representa en la recta real el significado del valor absoluto de

los niimeros —3y 5.
|-3]=3 |5/ =5

Figura 3

o 4+ L4

1
0

Para simplificar expresiones con valor absoluto es necesario utilizar las
propiedades que se definen en la Tabla 2. Alli los valores de a 'y b son reales.

Propiedad Ejemplos
1 EI valor absqlgto de un nlimero es ’a | _ ‘ —8| —g=p
siempre positivo o cero.
) Qn numeroysu opuesto tienen ’a ‘ _ ‘ . ’ ‘35,6‘ _ ‘ —35,6‘
siempre el mismo valor absoluto.
El valor absoluto de un producto es _ el
3 el producto de los valores absolutos. |ab| B |a | | b| ‘ 4 9‘ B | 4 ‘ | 9‘
4 El valor absoluto de un cociente es a — M _12 |__12‘
el cociente de los valores absolutos. | [b | ‘ |
Tabla 2
Ejemplo 5
—5[(23-2
Para simplificar la expresion % se aplican algunas de las
propiedades del valor absoluto, asi:
|_5| |23 : 2” = |_5 : 46||ProIDiedad 3
S [ s
{[-230]
&
=l Propiedades 2y 4

= 46 Propiedad 1

Si.ay b son niimeros reales y a < b, entonces la distancia entre los puntos
ayben Iarectareales:|b—a|:|a—b|

Ejemplo 6
Para hallar la distancia entre los nimeros —2'y 11, se calcula el valor absoluto
de la resta del niimero mayor con el nimero menor, as:

|11 = (=2)| =] 13] = 13 es la distancia entre los ntmeros —2 y 1.

Ten en cuenta

La distancia entre dos puntos siempre
es positiva porque es la longitud de un
segmento de recta.

\ J
Ten en cuenta

asia=0
]a’— —asia<0

Por lo tanto |a | = 0

( Razonamiento matematico )

De invierno a verano

La temperatura de invierno a verano en
una ciudad cambia de —27 °C a 28 °C
respectivamente.

%
E
m
o
&)
(4
5
I
Q

« Utiliza la formula de distancia con
valor absoluto para hallar cuantos
grados Celsius hay entre las dos
medidas.
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@ La recta real

Ten en cuenta

En la notacién y grafica de intervalos:

3.2 Intervalos, semirrectas y entornos

Un intervalo es un subconjunto de nimeros reales que se corresponden con

. . los puntos de un segmento o una semirrecta en la recta real.
Los paréntesis () y los circulos abiertos

indican que los valores de los extremos
estan “excluidos” del intervalo.

Los corchetes [ ]y los circulos llenos

La clasificacion de los intervalos se presenta en la Tabla 3, donde los valores de
ay b son reales.

estan “incluidos” en el intervalo.
Y | Intervaloabierto | (a.b) | {x/a <x<b} a b
Intervalo cerrado [a, b] Xla=x=b} 3 b
[a,b) {x/a = x <b} 3 b
Intervalo
semiabierto
(a,b] {xla <x=b} a b
(g, ) {x/x > a} 2
R :
El simbolo ®© no es un ndmero. Semirrecta
Significa “infinito” e indica que el (=%, b) {xIx < b} S
intervalo no tiene punto final en el
extremo indicado.
. 4 (=, b) {x/x = b} S
Recta (—o0, ) R

Tabla 3

Resolucion de problemas

Un sismo se considera fuerte segln la escala de Richter si tiene una
magnitud mayor o igual a 6y menor que 6,9. ;Qué intervalo hace relacién
a la situacion planteada?

Solucion:

El tipo de intervalo que representa la situaciéon es semiabierto, por tanto
su notacion es [6;6,9), el conjunto correspondiente {x/6 = x < 6,9}, y su
representacion grafica corresponde a la Figura 5.

o9

6.5 6,9
Figura 4
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Destrezas con criterios de desempeiio:

* Hallar el valor absoluto de nimeros reales.

* Representar un intervalo en R de manera algebraica y grafica.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Halla el valor aproximado con cuatro decimales de las
® siguientes expresiones con valor absoluto.

a. |s—m| b. || —10|—|—4]|
c. s =59 d | —4]
= BLRE
— 15—7
g |- 158 h.[35-2 - =9

3 | Determina la distancia entre cada par de nimeros.

a.—5y17 b. —38y24

C % y — % d. —34567y 298621
56 5

e.——y—— f. 8546y —1234
TR /

g —23y14 h. 3,45y 1,45

4 | Expresa en forma de intervalo los entornos.

® af (-2 b. E, (5)
cE, (10) d. E (—3)
ek (=7) f. E (1)

5  Representa en la recta real el siguiente conjunto de
numeros reales.

{3V_ I_EJE) 3)21_51_1}
2

8 99 4

6  Realiza la grafica de los siguientes intervalos:

a. {x/x > —4} b. (—\/5 i}
4
C [_% 1) d. {x/1,5 = x = 356}
3
e{x/x < — 67} f. (? OO]

7 | Representa en la recta real cada pareja de nimeros
y escribe >,<< 0 =, seglin corresponda.

a. —54 —38 b. —1,2 2,3

C. 2 _ 10 d. 3 1,6
6 12 5

e. —0,91 - l f. —% 2,3

Comunicacion

8  Dentro de la notacién de conjunto para un intervalo

e como{x/a < x = b}, laexpresion a < x = b es llamada
desigualdad.

;Cual es la desigualdad que representa al intervalo
(—23,56]7 Explica tu respuesta.

9 | Expresa cada proposicion mediante la notacion de
intervalo y conjunto:

a. La estatura de los jugadores de un equipo de balon-
cesto es menor a 1,98 m y mayor o igual a 1,82 m.

b. Los niveles normales de glucosa en ayunas en un ser
humano deben ser mayores o iguales a 70 mg/d|
y menores que 100 mg/dl.

c. El tiempo que tarda una persona en llegar a su

. 5 . 3
trabajo es mayor a ) h'y menor o igual a Py h.

Resolucion de problemas
La temperatura media en Montreal durante un afo se
muestra en la Figura 5. Utiliza la formula de distancia
con valor absoluto para hallar el aumento en grados
Celsius entre los meses de enero a julio.

Temperatura média - Montrea
(o)}

o
~

19.6

~N
0

SN N

U O Ut O U O Ul o U
14.6

13.4

N

8.1

1.6

-2.3

St
N o I
o | |

|
‘ene‘feb mar abr mayjun | jul agoseploct nov dic

Figura 5

@ Un nutricionista hace un plan de alimentacion para

que un paciente mantenga su peso normal entre
56,6 kg y 61,5 kg maximo. Responde.

a. Haz una gréfica del intervalo del peso normal.

b. Si el paciente actualmente pesa 75,4 kg, ;cuantos
kilogramos debe perder el paciente para alcanzar
el promedio del peso normal?

@ La escala numeérica de evaluacion por desempefios en
una institucion educativa se presenta en la Tabla 4.

Nivel de desempefio | Escala numérica
Bajo [1,0a30)
Basico (3,024,0)
Alto [40a4,6)
Superior [4,6 a 5,0]

Tabla 4
a. jQué tipo de intervalo representa la escala
numérica de cada desempefo? Graficalos.

b. Si un estudiante obtiene 3,94 en su promedio
quimestral, ;qué desemperio obtiene?
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/l: Potencias con exponente entero

7 Llaigualdad —5? = 25 es falsa porque:

~
Explora
—5=—(5-5)=—25

Fernando y Luisa participan en un
concurso de matematicas. En una de Lo anterior indica que el exponente 2 afecta solo al nimero 5 y el signo (—)se

las pruebas deben justificar si la expre- ubica luego de hallar la potencia. Por lo tanto, Luisa tiene razon.

sibn —5? = 25 es verdadera. Fernan-
do dice que la igualdad es correcta,

‘ o 4.1 Propiedades de las potencias con exponente entero
mientras que Luisa dice que es falsa.

Todo niimero real a diferente de cero, elevado a un exponente entero negativo
n, cumple que:

a "= %
Para simplificar expresiones donde estén presentes potencias con exponentes
enteros se utilizan las propiedades definidas en la Tabla 1. Las bases a y b son
numeros reales diferentes de cero, en los casos que sean denominadores, y los

exponentes my n son ndmeros enteros.

« jQuién tiene razdn y cudl es la jus- Propiedad Ejemplo
o ,
tificacion a esta respuesta? ) 1 | gman = gmto (=30 (=3) = (=3)
m =5
2 a_zaerfn 2_ :2—5—4:2—9:i
a 2 2°
3 (am)n = gmn (45)7 = 45‘7 = 435
4 | (ab)"=ab" (—6-8)=(—6)"8
a=1sia#0
_ ay a” 3 ° 36
a=a 5 2l =4 2 = 2
b b 7 7°
4
a —n (b)n 5 =3 2 3
6 — =] — - —| =
b a 2 5
e e o
b*m an 3*9 42
Tabla 1
Ejemplo 1
CE" la calculadora) La simplificacion de la expresion —82 - 473 + 3%es:
_ _ 1
Potencias con base negativa 847+ 30 = —64- 64 1
Para calcular potencias con base nega- _ _ 64 +1=
tiva se utilizan las teclas @, 64

Asi, para calcular (—4)°, se digita: ATl e

@0 [ 5 ) Resolucion de problemas

@Un cientifico esta creando una férmula general para modelar una
2

« Calcula las siguientes potencias: ,
o g " 2a'b
(—10) (—=25), (—2)" situacion real. La expresién que escribié es (3abc) ( 03 J . Ayuda al
c

cientifico a simplificar la expresion y a eliminar los exponentes.

Solucion:
Para simplificar la expresion utilizamos las propiedades definidas en la Tabla 1.

2\’ 30V c’ ’ 2.6 7
(3ab’c) 20 = (3ab%) £ = (3ab%) ( ) - = 3ab4C2C = 3_53
c 2a°b (202[9) 4a'b 4a

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

2 | Calcula las siguientes potencias:

([ J 4 2
a. (—35)° b.w-—(—j
3
c. —4% =2 d. (99° —234)°
-2
e. El f. 0°
9
5 -3
g. —) h. 10?- 10°
3 30
—4))3 i
L ((—47) Py

3  Simplifica cada una de las siguientes expresiones
y elimina los exponentes negativos.

]

a.a’a* b. (16x%°) (szy}

c bz.(lsz ('IZb*s) d (X2y3)4 (Xy4)_3

. 3 . —Xzy

a3 ; S e 3
a~5bs et &

. (xy_zz_3 )2 N [ q 'rs’ jw
(X2y3 )—3 r*SSq*S

4 | Escribe los siguientes niimeros como potencias cuyas
bases sean nimeros primos.

a. 8,125,243, 1024, 2 401

625 343 256 81 32
Comunicacion

5 | Escribe la propiedad o definicién que se utiliza en cada
-2
paso para simplificar la expresion (ﬂ} .
9a b’
— (40—2 - (-2) b—4— (—3))—2

— (40%71)72

el

Il
M/
o~
N
N

Aplicar las propiedades de las potencias con exponente entero, en la resolucion de ejercicios y problemas.

Razonamiento

6  Completa la Tabla 2.

([ g
Base Exponente Potencia
s , _s
3 27
. a
25
—101 0
3 1000
625
Tabla 2
7 | Calcula mentalmente las siguientes expresiones apli-
@ cando las propiedades de los exponentes.
18°
a b. 20° (0,5)°

oo

Determina el signo de cada expresion, sabiendo que g,
® bycsonnumerosrealescona > 0,b<0yc<0.

a.b’ b. (b — a)*
5.5
ac d. (b —a)

C. ?
f. ab’c®

e b10

9 | Relaciona las expresiones equivalentes.

3 64
a. 571
5
b. w2 -
3
1 1
C. g2 F

La edad de una micro bacteria J es de 2 dias.
3*3
a. ;Cudl es la edad total de tres micro bacterias?

b. Una micro bacteria M vive la tercera parte de la
vida de la micro-bacteria ). ;Cuantos dias vive la
micro bacteria M?

@ En tecnologfa informatica, un kilobyte tiene el tamario
de 2" bytes. Un gigabyte es 2* bytes en tamano. El
tamano de un terabyte es el producto del tamafio de
un kilobyte por un gigabyte. ;Cual es el tamano de
un terabyte?
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/E Notacion cientifica

(- N
Explora

La distancia entre el Sol y la Tierra es
de aproximadamente 149 600 000 km.

w
<
=
e
o
[a]
o
=
I}
Q

« Escribe esta distancia en notaciéon
cientifica.

J

CEn la calculadora)

Sumar niimeros escritos en
notacion cientifica

Para sumar nimeros escritos en nota-
cién cientifica se utiliza la tecla

Asi, para calcular 42 - 10° + 9 - 107°
se digita:

(4 ] - ]2 Jer] 3]
[+ ] 9 Jor - ] 5 Jexe)
 Calcula:
68+-1072+5-10°
\

Para escribir la distancia 149600000 km usando notacion cientifica, se deben
seguir estos pasos:

« Se desplaza la coma decimal en 149600000 hacia la izquierda hasta obtener un
numero mayor o igual a Ty menor que 10. Se quitan los ceros y se obtiene 1,496.

« Se escribe el producto entre 1,496 y 10% El exponente 8 indica las cifras
decimales que se desplazé la coma decimal en el paso anterior.

Por lo tanto, 1,496 - 108 es la distancia del Sol a la Tierra en notacion cientifica.

Un nliimero positivo x esta escrito en notacion cientifica si esta expresado como:

x=a-10 donde1=a<10yn€”Z

Ejemplo 1
Para escribir el nimero 3,13 - 107¢ en notacion decimal se desplazan seis
cifras decimales hacia la izquierda como lo indica el exponente de 10.

3,13 - 10~ en notacion decimal es 0,000003 13.

5.1 Notacion cientifica y operaciones

Para sumar y restar nimeros escritos en notacion cientifica es necesario que los
numeros tengan la misma potencia de 10.

Ejemplo 2

Para sumar 3,1+ 10%y 3,38 - 107 se reescribe el nimero 3,38 - 10’ con potencia
10%, aumentando en 1 el exponente de 10 y desplazando una cifra a la
izquierda en el nimero decimal, asi: 3,38 - 10’ = 0,338 - 10%

Luego, se suman los nimeros decimalesy se deja la misma potencia, obteniendo:
(314 0338) - 10° = 3438 - 10°

Para multiplicar y dividir nimeros escritos en notacion cientifica se utilizan las
propiedades de las potencias.

Ejemplo 3

Para calcular el producto (1,8 - 10°) (6,7 - 10") se multiplican los nimeros
decimales y luego se aplica la propiedad 1 de las potencias para simplificar
10° - 10", entonces el producto se resuelve as:

(1,8 - 109 (6,7 - 10™2) = 12,06 - 102" = 1,206 - 102

Actividad resuelta

Resolucion de problemas
Un cabello humano tiene un ancho aproximado de 6,5 -+ 107> mm. ;Cual
es el ancho del cabello escrito en notacion decimal?

Solucion:

Para escribir el ancho del cabello 6,5 - 107> en notacion decimal se debe:

« Desplazar cinco cifras decimales a la izquierda como lo indica el exponente
de 10 en 6,5.

« Se escribe el nimero decimal: 0,000 065 mm.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2
[

w

Escribe cada niimero en notacién cientifica.

a. 58934000000 b. 0,00026

c. 97000000000 d. 396000000000
e. 00419 f. 634000000

g. 0,000 000 000 325 h. 921560000000
i. 0,000 000 0659 j. 634000000

k. 0,000002 13 . 271860000000

Escribe cada ndimero en notacién decimal.

a. 6278 107" b. 610"

c. 9999 - 1077 d. 2,721 - 10°
e. 71-10" f. 855-107?
g. 45678 - 107° h. 3,19 - 10°

Utiliza la notacién cientifica, las propiedades de las
potencias y la calculadora para obtener el resultado
de las siguientes operaciones:

a(7,2 - 107°)(1, 806 - 107 %)

(3,542 - 107¢)°
(5,05 - 104
(0,0000162)(0,01582)

" (594621000)(0,0058)
(73,1)(1,6341 - 10%)
(0,0000000019)
1,295643 - 10°
(3610 - 1077)(2,511- 109)

f.(7,2 - 10%)(861 - 10)

Comunicacion

5
[

Completa la Tabla 1.

. Radio en metros
Objeto : o
Decimal N. cientifica
La Luna 1740000
Atomo de plata 125+107"°
Huevo de pez 00028
globo
Jupiter 7,149 * 10/
Aomode 1 556000 000 182

aluminio

Marte 3,397 - 10°

Tabla 1

Aplicar las potencias de niimeros reales con exponentes enteros para la notacion cientifica.

6  Expresa cada proposicidn en notacion cientifica.

a. La masa de la Tierra es aproximadamente de
5970000 000 000 000 000 000 000 kg.

b. El diametro de un electron es de casi
0,000000000000 4 cm.

¢. Un afio luz equivale a 9461000000000 km

d. La longitud media de un acaro de polvo es
aproximadamente de 0,000 1 mm.

e. El diametro aproximado del Sol es de 1400 000 km.

Razonamiento
7 | Analizay responde.

a. ;Cual de las siguientes medidas no es necesario escri-
bir en notacioén cientifica: nimero de estrellas en una
galaxia, nimero de granos de arena en una playa, ve-
locidad de un carro, o la poblacién de un pais?

b. ;El nimero 0,9 + 107> esta escrito correctamente
en notacion cientifica? ;Por qué?

c. ;Qué diferencia hay en el exponente de la potencia
de 10 cuando escribes un niimero entre 0 y 1 en
notacion cientifica y cuando escribes un nimero
mayor que 1 en notacion cientifica?

Resolucion de problemas

Silavelocidad de laluz es 3 - 108 m/s, ;cuanto tarda en
recorrer 15 km?

Un bebé recién nacido tiene cerca de 26000000000
células. Un adulto tiene cerca de 4,94 - 10" células.
;Cuantas células mas tiene un adulto que un recién
nacido? Escribe la respuesta en notacion cientifica.

El area total de terreno en la Tierra es aproximadamente

® 6-10" millas cuadradas. El &rea total de terreno de Aus-
tralia es cerca de 3 - 10° millas cuadradas. Aproximada-
mente, ;cuantas veces es mayor el area total del terreno
en la Tierra que en Australia?

@ Sara puede digitar cerca de 40 palabras por minuto.
® ;Cuantas horas le tomara digitar un texto de 2,6 - 10°
palabras?

SaUOPIPI WS
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/6\' Radicales

) 6.1 Raiz cuadrada y citbica de un niimero real

Cuando Andrés digitav—38 en la calculadora, el aviso “Math Error” que aparece en la
pantalla, significa que hay un error matematico o que el resultado no esta definido.

fEprora

Andrés esta hallando los valores
de algunas raices en la calculadora.
Cuando digita la V-8, le aparece en En este caso, se deduce que la raiz cuadrada de —8 no existe porque no hay un
la pantalla “Math Error”. numero real que multiplicado dos veces por si mismo dé como resultado —8.
Por lo tanto, V=8 no est4 definida en los nimeros reales.

En general, sin € Z*, entonces la raiz n-ésima de un nimero real a se define como:
ta=b significaque b'=aq
Si n es par, se debe tener quea =0y b = 0.
Ejemplo 1

Para expresar los nimeros \/Q 125, =64y J—216 en forma de
potencia se debe realizar este procedimiento:

a.Calcular las raices de cada expresion radical, ast:

J8i=9 125 =5 J-64=—4  I=216=—6

b.Se establece la relacion entre los términos de la radicaciéon y la potenciacion. As:
Jg1=9 =9 =81 J125 =5= 5 =125

Y64 =—4= (- 4) = -64 J-216=—6 = (— 6= —216

SauoDIP3 WS

« jCudl es el significado de “Math

Error” para esta raiz? ) ) , ) . _
\_ J El niimero de raices reales que tiene un nimero real depende del signo del radi-

cando y dessi el indice es par o impar. Ten en cuenta la informacion de la Tabla 1.

Ejemplo 2

o . Numero de .
Indice | Radicando | Ejemplos
raices reales

J 8 =2 porque2’=38

Cualquier Una de igual
. 3[_
fres numero real | *&M°A4€ el 125 = —s5,porque (—5 = — 125
radicando
radical 3/0 = 0,porque 0°= 0
indice l f N, == P=
Positivo Dos raices 49 * 7, porque 7° = 49

i’) opuestas o(—7)= 49
a — b <~ raiz
Dos Nulo Una raiz nula

T \/6 =0, porque 0°=0

cliands Negativo No existen | \/—8 & R, porque no existe un nime-
raices reales | ro real que elevado al cuadrado dé —8.

Tabla 1
Ejemplo 3

7+ , ,
Para resolver la expresion ? se calculan las raices y luego se reali-

=27+ 1 =341

zan las operaciones indicadas, as:
N *2

Como en el denominador hay dos resultados posibles, entonces la expresion

. . —3+1 —3+1
tiene dos soluciones: T =-—1o0 _—2 =1.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:
propiedades en R.

6.2 Potencias con exponente fraccionario

Toda potencia con exponente fraccionario puede escribirse como un radical.
Simn€&€Z,n#0ya€ R, secumple que:

i
()" =

Ejemplo 4
2 -7 . .
Las potencias (—3)3, (13,4) 7, escritas como radicales son:

(=3) =33y (347=134"

Ejemplo 5

J-8 + (—27)§

Para resolver la expresion se reescriben las potencias como ra-

-
642
dicales, luego se calculan las raices y por Ultimo se hacen las operaciones dadas, asi:

J—s +(—27)§ 8 i a4 (-3

1 Joi 8 8

642

—5

Ejemplo 6

,
e . 7 . . 2
Identifica los valores de las incognitas x, w y k en las expresiones: 81 = x

g

— 1
(27 w==-3yK =6
Se pueden representar primero estas potencias como expresiones radicales. Asf:
1 1 1
gr=x=g1=x (—27 )w=—324-27 =-3; K=6=> k=6
De esta manera es mas facil identificar el valor de las incognitas. Luego:

J81=x=x=9 =27 ==3=>w=3 Jk=6=>k=36

6.3 Radicales equivalentes

Dos o mas radicales son equivalentes si sus potencias correspondientes
tienen la misma base y el mismo exponente.

Ejemplo 7
Los radicales 3/35* y ¥/35' son equivalentes porque al escribirlos en forma de

potencia sus bases y exponentes son iguales. Observa:
4 16 4

35" =353 \35° = 3512 = 353
Ejemplo 8

Para encontrar radicales equivalentes a /5 se amplifican o simplifican el
indice y el exponente del radicando por un mismo nimero mayor que 1. Asi:

- Si se amplifica por 6, se obtiene el radical equivalente 3/5°.

« Si se simplifica por 2, se obtiene el radical equivalente , [5;.

Calcular raices cuadradas de niimeros reales no negativos y raices ctibicas de niimeros reales, aplicando las

CULTURA del Buen Vivir

La humildad

Una persona que acttia con humildad
es una persona modesta que se
preocupa por las personas que estan
en su alrededor, a pesar de que sus
condiciones y talentos sean diferentes.

o Da algunos ejemplos de coémo
consideras que actlia una persona
humilde.

Ten en cuenta

Amplificar significa “multiplicar por”
y simplificar “dividir por”.

( Razonamiento matematico )

Radicales equivalentes a NG

Para hallar radicales equivalentes a 2

se amplifica o simplifica.

o ;Por qué en este caso no funciona la
simplificacion?



S

Radicales

6.4 Reduccion de radicales a indice comiin

Reducir a indice comun dos o méas radicales es encontrar radicales equivalen-
tes a los dados que tengan el mismo indice.

Bloque de Algebra y funciones

Ejemplo 9
Para reducir a indice comun los radicales </2m, /2" - (3t), {/2f> 3 se
llevan a cabo los siguientes pasos:

« Se halla el minimo comin mdltiplo entre los indices: m.cm. (2, 3, 4) = 12.
Este sera el indice comUn para todos los radicales.

« Sedivide el m.c.m. por cada uno de los indices de los radicales y cada resultado
se multiplica por los exponentes correspondientes en los radicandos, ast:

12/(2m)6 1278 . 38 . 48 2/ e
Actividad resuelta

Resolucion de problemas

!
Cuando un radical no tiene indice y . 3v )3
es porque la raiz es cuadrada y su @ La relacion entre el radio r de una esfera y su volumen V es r = el
indice es 2. ;Cudl es el radio de una esfera que tiene un volumen de 36 cm??

.4 Solucién:

Para calcular el radio de la esfera, sustituimos el valor del volumen en la

expresion dada, escribimos la potencia como un radical y resolvemos, asi:
1

1 _
3V )3 3(361) )2 1081
r=(—] = ( ) = =327 =3cm.

47 417 417

MatemaTICS

Hallar los factores primos de un niimero en GeoGebra

GeoGebra es un software matematico interactivo libre que tiene el comando
“Factores Primos” para hallar los factores primos de cualquier nimero entero positivo.

« Observa como se hallan los factores primos de un nimero.

e PR PN D SRR TP S - -
. o 3 Pl GTEET e T e A i
Para obtener los factores primos de i N = ¥

3456 se escribe en la barra de entrada T
FactoresPrimos[3456]. '

=

I:-:hrwm

Luego, se da “ENTER” con el teclado
y el resultado aparece en el recuadro de
vista algebraica, ast:

¥ ks up-m—:- i
Lssa
[ R R B [

e i ey ] L o
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

2 Simplifica cada expresion.

[ ]
2 1
a.—8 + (=) b. —42 —J—27
N
;
¢ M100 — V4 d. —64* - \[100
)
: 1
64)2 .
e. (5\5/—)1 £ =1-5
3 | Halla dos radicales equivalentes a cada radical.
([ ]
a.{/5x b. §/(7d)”
6 1
c.(27h) d. 56°

S DI
2 5
4 | Reduce a indice comun los siguientes radicales:
b. /5,v2,33.47
d. {fsa’x’ ,{Ba’b*
£2,39,45
Razonamiento

5 | Determina qué nimero es mas grande en cada par de
expresiones. Evita usar calculadora.

Identificar las raices como potencias con exponentes racionales para calcular potencias de nimeros reales no
negativos con exponentes racionales en R.

6 Calcula la raiz con una aproximacién de dos cifras
decimales, por exceso y por defecto. Completa la tabla 2.

Tabla 2

Comunicacion

7 | Escribe los radicales en forma de potencia con
@ exponente fraccionario o viceversa, en la Tabla 3.

3 72
2
43
3
11?2
5 53
2
a Tabla 3

Cerca de la superficie terrestre, el tiempo t que tarda
un objeto en caer una distancia d, esta dado por la
1
expresion t = Zdz, donde t se mide en segundos y d
se mide en pies. Halla el tiempo que tardara un objeto

en caer 100 pies.

@ La relacion entre el radio r de una esfera y su area total A
1

AV . ,
esr= (4— .;Cuél es el radio de una esfera que tiene
T

un area total de 641 unidades cuadradas?
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(7

\
Explora

El nmero aproximado G, de calorfas,
diarias que necesita un animal esta

1
dado por la expresion C =72~/m - m*
donde m es la masa del animal en kg.

S3UODIPI WS

« Halla el niimero de calorias diarias
que necesita un tigre siberiano que
tiene una masa de 256 kg.

_ J

Ten en cuenta

En las simplificaciones de expresiones
con radicales, los radicales pueden
descomponerse en sus factores primos
para agilizar el proceso.

Operaciones con radicales

Para hallar el nimero de calorias diarias que necesita un tigre siberiano cuya

masa es de 256 kg se realiza el siguiente procedimiento:

C = 72fm - m
— 72256 - 256
=72\/ﬁ.@
— 7 4freg - 256
= 724256 - 256
= 72/256°
=72(/W
= 724
— 7.6
— 4608

Se sustituye m por 256.
Se aplica la definicion (a)r = Va".

Se reducen los radicales a indice comun.

Se aplica la propiedad {/a - b = ia - b,

Se aplica la propiedad 1 de potencias a"a™ = a ™ *".

Se escribe 256 en sus factores primos.

Se aplica la propiedad 3 de potencias (a”)"= a ™"

Se simplifica el radical.

Se hace la multiplicacion.

Por lo tanto, el nimero de calorfas diarias que necesita el tigre es de 4 608.

Para simplificar expresiones con radicales donde intervengan productos, co-
cientes o potencias se aplican las propiedades que se definen en la Tabla 1, donde

ab€RymneZ"

Propiedad

Ejemplos

1 Warb=4a-db

TR i

—6

2 nﬁ—f
b b

;b#F0

)
&
—_—

N w

27
/81 B B
she

-
[

7 =4

»
ﬁ
O
]
I |

4 Q/07=asinesimpar 3(

5)=-5y

5 (/g7”=‘a‘sinespar J(=3) =

Actividad resuelta

Resolucion de problemas

Tabla 1

El area de una ventana cuadrada se expresa mediante la férmula

A= 1,44x'°

Solucién:

. ;Cudles son las dimensiones de la ventana?

4 : 1,44x"
Como el drea de un cuadrado delado / es la potencia F, entonces | =, [-==—.
w
Alsimplificar esta expresion seglin las propiedades de los radicales, se obtiene:

~ \/1,44{6 _ 14t \/F: 125
w’ Jw? Jw? w
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Destrezas con criterios de desempeiio: - Identificar las raices como potencias con exponentes racionales para calcular potencias de nimeros reales no
negativos con exponentes racionales en R.
- Resolver operaciones con radicales en R.
Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Realiza las siguientes operaciones entre radicales. 5 | Encuentra el error en la siguiente simplificacion y luego

° . m/1 60 - {/87 . 2/16_10 realizala de forma correcta.
5 wag_% 15/ 30 _—90
b V16 F— Y768 = —— - {37768
27

3 15 _—120 1s/,,,15 ,—120
Yw”g w

8
N—32768-w'g ™" _ |3ves-wrig”
. f W - W15g—120
W — 15 (_2)15 . W15g—210 = _?4W
e 3 Zb .3 4b g
- Na a

%Y = Comunicacion
£Ux 4/)73 : \7[()( ) : \4/()( ) 6 ) Analiza y responde.

.y T Para introducir coeficientes bajo un mismo radical se

7
C

&

N
[

d.

O eleva el coeficiente al nimero correspondiente del in-
th . o o 2 o
o dice del radical. Asi, en la expresion ?ab2 ¢ alintro-
h. 2
V16 ducir el coeficiente 3 ab*dentro del radical se obtiene
3 | Simplifica cada expresion utilizando las propiedades de 2 L.,
los radicales y eliminando los exponentes negativos. \ 3_4” b’c” . Introduce los coeficientes en las siguientes
expresiones.
5/ 15b50 —81)4 bfzo .
v 4m
a. 0.2 xy*2°/200w p, 211 | 4m
4 1924 p

R g 4 (
b, 3/216X_8)/_12 c. %Wgz Jg’h d. % me e
NG »

C. 8b12

Resolucion de problemas 'm.,
V1963/a’

@ Un microchip rectangular mide 9 /3 de largo y su

d. x 2 m e ® diagonal mide /485 . ;Cual es el area del microchip?
128h15 —=10 9\/3 S—
e s —f i

4 fzo i1 I,,:I,:,’I_I,_I:..II,:,:!,I:.". Il.l..Il.!..I!.'..".!.ZI.l. g

T E——
f. &m '|0b'|4 .3 —64m9b76

25 60 _ 10 =
k k ISR e -

Razonamiento

. : e Antes de determinar la dosis de una droga para un pa-
4 | Explica si cada igualdad es falsa o verdadera. . 4 ,g .
® ciente, los doctores a veces calculan su area de superfi-

aa Ja++b cie corporal (BSA). La formula para hallarla es W6oo '
b. (4+3)V2=4+32 3

cyare = Ja- b paciente pesa 80 kg y tiene un BSA de \/393 m?Z. ;Cudl es

d (4 + 3)\/5 = 7\/5 su altura en metros?

donde w es el peso en kg y h es la altura en cm. Si un



Bloque de Algebra y funciones

-
Explora

\

A Juanita le piden reducir a radicales
semejantes las expresiones /875

y /448 .

=) d
A"
s T
: e

« jClal es el procedimiento para
reducir estas expresiones a radicales
semejantes?

J

/8\‘ Radicales semejantes

8.1 Reduccion a radicales semejantes

Para reducir a radicales semejantes las expresiones 3/875 v /448 , se realiza el
siguiente procedimiento:

1. Los radicandos se expresan en sus factores primos:

Ysis =357y Yaag =3Y2* -7

2. Se simplifican las expresiones aplicando las propiedades 1y 4 de los radicales.
Js 7= =57y 7= F=47

Las expresiones simplificadas 5 Y7 y 4 3f7 son radicales semejantes porque

tienen el mismo indice y el mismo radicando.

Dos o mas radicales son semejantes si al simplificarlos tienen el mismo indice
y el mismo radicando.

Ejemplo 1

Para determinar si las expresiones radicales:

( Razonamiento matematico )

“Equivalente”

o “semejante”

Al simplificar las expresiones

3 4
B QK

y % J(=5)'h

iPuedes concluir que son equivalentes
o semejantes? ;Por qué?

1 .
- % 3625x°, %\3/1080, - 7 J1715%7 Y %«3/16875 son semejantes, se
simplifican como se observa en la Tabla 1.
3 3 5 15 9 3
— < {easy’ 5 /1080 — 5 N17I5x 5 /16875
3 Y/
:—g353.5.x6 :%3'23.33.5:_%373. 22333.53 5
3 , 3
=—=.5. 3 - .
s SXZ\/g :;.2.3% :_%,7,X3%/§—§353/§
45
=—3X22/§ :9{/5 =—x3{/g = Ei/g

Tabla 1

. . . 3
Una vez simplificadas las expresiones se observa que todas comparten s
Por lo tanto son semejantes.

Ejemplo 2

. . 1
Las expresiones radicales — — ./ 10y 4/2187/m NO son semejantes porque
P 5 700m™ Y ) porqg

al simplificarlas se obtiene —2 /7 y \/3m Y estos radicales no comparten el

mismo radicando.

Ejemplo 3

Para comprobar si dos radicales son semejantes se pueden comparar cada
uno de sus términos. Observa:

igual indice
: . .
33[5x —2f5x 3 ifex

igual cantidad subradical

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio: Operar con radicales semejantes en la resolucion de ejercicios y problemas.

° oo

8.2 Adicion y sustraccion de radicales

Para sumar o restar radicales se reducen a radicales semejantes y se operan
los coeficientes.

Ejemplo 4

Para realizar las operaciones indicadas en la expresion

i/4oh9 + 2/1 029m° — i/625h9 se reduce a radicales semejantes y se opera, asf:
s +3B3-7 m® =355 0 =5+ s — sk 35
= (@ = s) 35 + 7MYz = =35 + TM* 3

Ejemplo 5
El resultado de la suma \/% + %\/E + 2+/125es:

\/%-f—%\/E-FZ\/?:Z\/g'F%'3\/54'10\/_:(24'1-}—10)\/5:13\/5

Actividad resuelta
Resolucion de problemas
El perimetro del trapecio (Figura 1) esta determinado por la expresion

® 5./2x + 74/3x’ sila base mayor es el doble de la base menor. Determina
la expresion de las medidas de sus bases.

Bx 2\2x
Solucion:
El perimetro es la suma de las medidas de los lados. Para determinar la
medida de las bases, se plantea una ecuacién donde b es la medida de la Figura 1
base menor:

3x? + 22x +2b + b =500x + 7\[3x

Si se despeja b se obtiene:

b =+2x +2V3x’
Por lo tanto, la expresion de la base menor esv2x + 2V3x” y de la base mayor
es el doble de esta, es decir: 2 (\/a + 4435 )= w2x+ 8x \/g

Desarrolla tus destrezas
Razonamiento

3 ) Laexpresion Ja + b =+Ja + Jb sellama desigualdad
triangular. Encuentra un valor de a y otro de b para

Ejercitacion

2 | Realiza las operaciones indicadas.

°
a. %\/8_ - %\/673 - é /180 que se cumpla dicha desigualdad.
— Resolucion de problemas
2 _ -1 ' 4
b. O’SX\/; TABNXY = O XY @ La medida del lado de un cuadrado esta dado por la ex-
.33 — 733[16x% + 5354x° presion g \/é?3 - 3\/7S dm. ;Cual es el area del cuadrado?

@ ;Cual es el perimetro de un terreno rectangular cuyos
2
d. ?b Jab* — %a Ja’b® + %5_1 Ja'b” lados son ¥32¢ m y¥243c m?
@ iCudlesel perimetro total de un paralelogramo oblicuo,

e.333a (4\3/7a2 + 5% 702)

cuya base mide N/54x* cm, y cuyo lado oblicuo mide

3,54 2
f—4- [49b*4 + ,8’”974 + 144[9_4 3 X cm?



Bloque de Algebra y funciones

/9\ Racionalizacion

Explora Para eliminar el radical en el denominador de la expresion \/34— , se debe am-
o . plificar la fraccion por \/sm , ast: Sm

Cuando una fraccion tiene radicales

en el denominador siempre es posible 34 @ _ 345m

expresarla como una fraccion equiva- Jsm o am . sm

lente sin radicales en él. o ) oo ) _

De esta manera, se elimina el radical de indice 2 en el denominador y se obtiene:
Para la expresion radical:

344/5m ., .

34 que es una expresion equivalente a

Jom 5m N

+ Halla una expresion equivalente a La racionalizacion es un proceso en el que se elimina la parte radical en el

esta, cuyo denominador no tenga denominador de una expresion.
radicales.
J

Ejemplo 1

Para racionalizar la expresion ﬁ donde el indice del radical es 3, se ampli-
fica la fraccion por un factor que elimine el radical en el denominador. Es de-
cir, se busca un factor racionalizante que multiplicado por /o = i/ﬁ dé
como resultado 3h. En este caso el factor es 3/3? porque 3/3Th : i/}? = 3h.

Al racionalizar la expresion se obtiene:
sh 3w 3h-RBR - —
Fn e m Y

Ejemplo 2

X
Para racionalizar la expresion —\/7 Y donde el denominador es un binomio, la
X

fraccion se amplifica por el conjugado del denominador;, es decir, por el binomio

con signo opuesto en el segundo término:/x — 2. Laracionalizacién se hace ast
Ten en cuenta

En el producto especial: 3x ) \/; - \/5 _
(a+ b)@a — b) =a’ — b? cada uno de x+42 Ix =2

!os factores se denomina como el con- 3x(\/; _ \/5)
jugado del otro factor.

— () ~ V522 = (V)
3x(\/;—\/5)

X—2

Actividad resuelta

Razonamiento
h

1 ) ;Como se racionaliza la expresion , donde el radical tiene indice en-

. m, n
@® tero positivo m? a
Solucion:
S ., "R b Ra
La racionalizacion de la expresion es: — + ——
m n m m—n a

a a

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:
(racionalizacion).

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Escribe el conjugado de cada expresion.

® ana+ef3 b. =55 + 242
ca—1—Ja+1 m+1
e.—\/;—3

d 1+

£ 22+33
3 | Racionaliza cada expresion.

® 4ab b h
" x+h=+x

d Jm T+
RENCET

2. 3.3

a. —F—
IXy'z’b
m*n/x

. ——

N2 m’nx

3—+a X T
I .
Ja—2 SN

Razonamiento

4 | Halla el factor racionalizante para cada radical.
[
2 5
X = A2 2
g b 5P

5 ¢
~a’b
3 d.

/1 2
3—m’n
e.\2

g_\/3 41X

Relaciona cada binomio con su conjugado.

a \5+3 5+43

b. \5+13 J2a =3
. 5—43 2a +[3b
d. y2a +3b V53

e. \J2a —3b 2y +3x
f 2a—13b J2a +3b
g 3x —2y NEEE

w

5x

3 5,
=Xy z
g

h. N4wz®

o wn

0

6
®

Reescribir expresiones numeéricas o algebraicas con raices en el denominador utilizando propiedades en R

Escribe F si la proposicion es falsa o V si es verdadera.

a. Racionalizar significa eliminar todos los radicales
de una expresion.

b. Solo las expresiones con radicales de indice 2 se
pueden racionalizar.

c. El factor racionalizante es una expresién que per-
mite eliminar un radical.

d. El conjugado de un binomio es otro binomio con
6 fx

Signos negativos.
\/ ° fs N
8
16dm’ © N6d'm® -

f. El conjugado de —3x + V2es3x— 2.

e. El factor racionalizante de §

3
. La expresion es equivalente a \/g
g p N q

Resolucion de problemas

Calcula el area del triangulo de la Figura 1y racionaliza
el resultado que obtengas.

Figura 1

NEESNE

En la Figura 2 se observa un trapecio con base mayor B,
@ base menor by area A. ;Qué expresion determina la altu-

ra h del trapecio? Racionaliza el resultado.

b=2:2

Figura 2

B =32 ++/x

@ El periodo T de un péndulo de longitud | esta dado por

-, / .
la expresion: T =217 \/: donde g es la constante gravi-
8

tacional de valor g=10 m/s”. Segln esto, jcual es el pe-
riodo de un péndulo de 17 m de longitud? Racionaliza la
respuesta.



Nimeros racionales y niimeros irracionales

Comunicacion

1. Completa la siguiente tabla.

23
20

Tabla 1

2. Ubica cada conjunto de nimeros en la recta numérica
y ordénalos de menor a mayor.

am—16; %; 2,6; —\/5; —14
4

b. —m — —; 22 23 42

¢ —20; g; 318

Nimeros reales

Comunicacion

3. Daejemplos de nimeros seglin la condicion:
a. Enteros y naturales
b. Racionales y enteros
c. Reales e irracionales

d. Enteros negativos y naturales

4. Representa en la recta numérica los siguientes interva-
los.

b.—7=x<->2

d. [—\/5, 1 5]

a. |x|=22

c [—m 2m)

Practica Mas

Resolucion de problemas

5. Resuelve cada situacion. Expresa la solucion utilizan-
do dos cifras significativas por exceso y por defecto,
y encuentra la mejor aproximacion.

a. Halla el area. b. Halla el perimetro.

-

5 cm|

8cm -

Figura 1 Figura 2

Potencias con exponente entero
Ejercitacion
6. Calcula las siguientes potencias.

a. 5 58+ (57 59 b.572- 58+ (577- 59)

2—5.35 22.37
7.3 23

> ()]

2—5 . 35 . 5—2

2-3-57¢ ¢

e, f.

m>en’- s 2" 2’
y—3 . Z4 . W—Z h 53 . 34 52 . 47
8 yz.ZZ.WS : 3. 42 9-4°
Radicales

Ejercitacion
7. Halla el resultado de cada operacion. Simplifica los
radicales cuando sea necesario.

a.i/Z-4%+iﬁ-4§

b. 248 + 3418 — V116 + 532

c. 33+ 234 — 5331 — 64

d. 6+ 527 — (—15) + 28 + 4412
e 2+ 4/8— (—30) + 28 + 418

8. Racionaliza las siguientes expresiones.

bﬁ 25
Ve

2+4/8 2
3

5 e
o

o

e.

h.

@

S Gz sl

&

APPLICA © EDICIONES SM
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Resolucion de Problemas

Estrategia: Seguir un método

Problema
Observa algunas potencias de x.
X=1x=xx¥X==-1=—xxX¥=1xX=xxX=—1

;Coémo calcularias potencias de x con exponentes
grandes como x° 0 x*?

1. Comprende el problema

« jQué informacion proporciona el enunciado?

R: Se dan las seis primeras potencias de x.

« ;Qué debes encontrar?

R: Una forma sencilla de calcular potencias grandes de x

2. Crea un plan

« Observa el comportamiento de las potencias de x
y encuentra una regularidad que te permita hacer
una generalizacion.

3. Ejecuta el plan

+ Los valores se repiten de cuatro en cuatro, por eso
busca la forma de expresar el exponente en forma
de producto, en el cual cuatro sea un factor.

« Sitienes x*°, entonces calculas:
60 + 4 =15, luego, 60 = 4 - 15
Asi, el exponente puede expresarse como:
x) =) =1
« Sitienes x”°, entonces calcula:
75=4-18+3
Por lo tanto, puede expresarse como:
XP=)Ex=1(—1)=—1
R:Se divide el exponente entre 4 y se aplican las pro-

piedades de la potenciacion.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que:

xX® =x
X =1
X0 = —1

Aplica la estrategia
1. Observa el producto de (a + bx)(a — bx).
(a + bx)(a — bx) = a* — abx + abx — (bx)’
=a’— b
=a’+ b
Encuentra una generalizacion para el resultado de la
expresion (a + bx)*.

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

2. Una bacteria se reproduce duplicindose cada hora. Si
inicialmente hay dos bacterias, ;qué expresion permi-
te calcular cuantas habra luego de 2, 3,4, 5 y 6 horas?

3. EnlaFigura 1se muestra una circunferencia inscrita en
un cuadrado de diagonal 5¢/2.

s

542

\/ Figura 1

;Cuél es el radio de la circunferencia?

Formula problemas

4. Inventa un problema que involucre la informacion de
la Figura 2 y resuélvelo.

Figura 2



1.

Prueba Ser Estudiante

A continuacion se presentan ejercicios con cuatro alternativas de solucion, de las cuales, una sola es la correcta. Sefiala en la tabla de

respuestas, el literal que consideres correcto.

La expresion decimal del nimero racional - % es:
A 15

B. -15

C. 0,66

D.- 0,66

El conjunto de los niimeros irracionales, reales y enteros,
se simbolizan respectivamente con:

ARQZ
B.Z [N
CIR Z
D.N,R Z

El valor absoluto de |35 “2-—9es
A. - 629
B. 629

C.-630

D. 630

4. La manera grafica de representar un intervalo cerrado es:

A. a b
B. : s
C. :
D. : s

5.

6.

Al resolver 42"(%5‘1272 se obtiene:

A -1

B. 2

C 1

D.-2

El diametro de un electrén es de aproximadamente

0,000 000000 0004 cm, este valor expresado en notacion

cientifica es:

A. 410"

B. 10-4"

C 410"

D. 10:4°"

La relacion entre el radio r de una esfera y su area total A
1

esr= (ﬁjz iCudl es el radio de una esfera que tiene

un area total de 36w unidades cuadradas?

A.-3

B. 3

C 4

D. -4

Cerca de la superficie terrestre, el tiempo t que tarda

un objeto en caer una distancia d, estd dado por la
o5 2 .
expresion t=, %d donde t se mide en segundos y d

se mide en pies. El tiempo en segundos que tardara un
objeto en caer 256 pies, es:

A. 4,00
B. 800
C. 0,25

D. 2,50

=
A
0
o
z
o
Y
a
o
©
<
Y
=i
a
e
<




Indicadores de logro:

« Expresa raices como potencias con exponentes racionales y emplea las potencias
de nimeros reales con exponentes enteros para leer y escribir en notacion
cientifica informacion que contenga niimeros muy grandes o muy pequeios.

« Identifica la representacion grafica de intervalos.

1

9. Calcula: /6_14,,”*1%“ Y —eam’h* 13.El valor de x en la expresion (— 8);:— 2 =Xes

b’ m A.8
A ot ST
B.
5 b 5
© o O
: C3
10. El resultado de la suma /20 + ?\/% + 2+/125 es:
D.2
A. 5\/1_3
L
B. 1345 14. El valor de x en la expresion x =4, es:
C 35 A.2
D. 5V3
B. 4

6 fx
11. El factor racionalizante de § ~ es:
16dm C.8

5.7

A 5| _IX D.16

16d’m®
B. 6°x’ 15. Al racionalizar el denominador en la expresion %se

16d’ obtiene: 2

66f5
C s A2

16d’'m°
D. s 66fsx7 -

16d’m® C. \g

1 D.2v2

12. El valor de x en la expresion 121" = x, es;
A1
B.9
C.7

D.5

Tabla de respuestas

—

N

—
(@]
—
—
—
N
-
(O8]
-
N
Y
(WAl

O |10 | | > B

O |10 |® |> &
Q|10 |® |> B
Q|10 |% |> S
O[O |® |[> K
O [0 |x |[> BN
Q|10 |® |> K

Q|10 |® |>
O[O |w | >
|10 |w | >
|10 |w | >
Q|0 |= | >
O |0 |®= | >
O[O |® | >

A
3
wv
gB
v
a
=1 C
<C
O
g
el D




/Construyendo la Cultura del Buen Vivir
N Y
¢’,Qllé Significa “inflaCién”? “ Un articulo que hace un

afio costaba $ 10 hoy puede

‘ g . - o costar $ 11 0 mas
La inflacion es una medida econdmica que indica el $ , ,

crecimiento generalizado de los precios de los bienes,
servicios y factores productivos en una economia en
un periodo determinado.

Los Ecuatorianos vemos cla-
ramente como algunos de los
productos, bienes o servicios
de uso diario aumentan su
precio. Es comun escuchar
que la gente compra los mis-
mos productos en el merca-
do, pero paga una mayor can-
tidad de dinero de un mes a
otro.

La existencia de inflacion durante un periodo implica
un aumento sostenido del precio de los bienes en ge-
neral, lo cual afecta la capacidad adquisitiva de la po-
blacion, disminuyendo su capacidad de compra y por
ende su calidad de vida.

”~
La deflacion es el
ﬁ: fendmeno contrario

El indice de Precios al

SM Ediciones 3 0=
. a la inflacion
- 1=~ Consumidor (IPC) '
I-‘h‘ﬂ‘:h H T . La deflacion es la caida ge-
El aumento de los precios causado . .
ok s . » i . neralizada del nivel de los
por la inflacion se determina a partir recios de los bienes v los
= """ deindices que miden el crecimiento = P " y
4 L o . servicios que conforman la
] PSR promedio porcentual de la canasta .
- . S . canasta familiar.
- familiar. El mas utilizado para medir .
- wn lainflacion es el indice de Precios al Por lo general, la c!eﬂa.oon. 2
- e Consumidor, comtnmente conoci- ~ ausada por la disminucion
= do como IPC. Este indica, porcen- de la demanda, lo cual repre-
P a0 g o o G o P i o o o o tualmente, la variacién en el precio senta un problema mucho
S promedio de los bienes y servicios =~ Mas grave que la inflacion,

pues esta caida significa una

y , que adquiere un consumidor tipico, ) ;
INEC. (2015). Inflacion mensual. Recuperado de: www. calda general delBeconomi:

ecuadorencifras.gob.ec (tiene como referencia los produc
tos de la canasta familiar).

Desarrolla tus destrezas

Planeacion econémica y financiera

1 | Lee el siguiente texto.

El IPC es el indice mas usado para medir la inflacién, los hogares, o de presupuestos familiares, se obtienen
aunque no puede considerarse como una medida mediante encuestas. En el IPC no estan ponderadas
absoluta porque solo representa la variacién de precios  ni incluidas otras transacciones de la economia, como
efectiva para los hogares o familias. los consumos intermedios de las empresas, ni las
exportaciones, ni los servicios financieros. Pero dado
que no hay una forma exacta de medir la inflacién, el
IPC (que se basa en las proporciones de consumo de la
poblacion) se considera generalmente como el indice
oficial de inflacién.

Los grandes accionistas, las empresas o los gobiernos
consumen bienes diferentes a los de la canasta familiar
y, por tanto, el efecto de la inflacion actia diferente sobre
ellos. Los factores de ponderacién para los gastos de




¢Qué causa la inflacion?

Existen diferentes explicaciones sobre las causas de la inflacion; de hecho, existen
diversos tipos de procesos economicos que la producen. A continuacion se presen-

tan tres posibles causas:

1

Inflacion de demanda

Cuando la demanda de
bienes aumenta, sin que
el sector productivo haya
tenido tiempo de adap-
tar la cantidad de bienes
producidos a la demanda

2

Inflacion de costes

Cuando el coste de la
mano de obra o las ma-
terias primas se encarece
y, para mantener los be-
neficios, los productores
incrementan los precios.

Construyendo la Cultura del Buen Vivir

3

Inflacién autoconstruida

Cuando se prevé un fuerte
incremento de precios y los
productores comienzan a
ajustar estos precios desde
antes para que el aumento
sea gradual.

existente.

¢Por qué es importante
tener una inflacion baja
y estable?

Las decisiones economicas mas im-
portantes que toman los individuos
y las empresas son, usualmente, de-
cisiones a largo plazo: construir una
fabrica, fundar una empresa, educarse
o comprar vivienda. Estas decisiones
dependen fundamentalmente del
grado de incertidumbre en el futuro.
Una inflacion bajay estable es un indi-
cador de estabilidad macroeconémi-
ca que contribuye a que las personas
y las empresas tomen decisiones de
inversion con confianza.

2 Elabora una lista en la cual incluyas cinco
bienes y tres servicios que se consuman en tu

casa.

a. Pide a tus papas que te cuenten el valor

SaUODIPT WS

I : .
Una inflacion baja:
MPromueve el uso eficiente de los recursos

productivos.
MDisminuye la incertidumbre.
Mlncentiva la inversion.

MEvita redistribuciones arbitrarias del in-
greso y la riqueza, especialmente las que
afectan a la poblacion mas pobre.

Trabajo en grupo
Administracion de recursos

Pregunta tipo Saber

Anaacostumbra a hacer sus compras
en el mismo lugar todos los meses.

Ella lleva un registro estricto de lo
que gasta mes a mes y compara los
precios de los productos que com-
pra. Estos son los gastos en los ulti-
MOS tres meses:

I
-

>/

Marzo Abril Mayo
$325 $ 346 $ 341

Con relacion a los datos registrados
se puede afirmar que:

A. Entre marzo y abril el mercado
subid aproximadamente 6,36%.

B. Entre abril y mayo el mercado
bajé aproximadamente 5%.

C. Entre marzo y mayo el mercado
subié aproximadamente 7%.

D. Entre abril y mayo el mercado su-
bié un 3%.

3  Analicen la informacion de la grafica de
Evolucién de la Canasta Vital e Ingreso Familiar

(los valores estan expresados en dolares).

Para ello:

que han pagado mes a mes, durante los a.

Ultimos cuatro meses, por cada uno de los
bienes y servicios que incluiste en la lista.

b.Calcula la diferencia de cada valor mes a mes.

c. Elabora una tabla en Excel en donde
registres los datos, y escribe si el bien o el
servicio aumentd o disminuyo.

Determinen el incremento del ingreso familiar
desde junio de 2013 hasta junio de 2015.

. Determinen el incremento del costo de la

Canasta Familiar Vital desde junio de 2013
hasta junio de 2015.

. Indiquen, seglin la grafica, si ha existido algin

mes en el que el costo de la Canasta Familiar
Vital ha sido mayor al Ingreso Familiar.




Hoabilidade
so|eliDIp
Es muy util transmitir informacion de forma atractiva

Justifica tu | crinfore
por medio de una infografia, que es una representa-
aprendizaie con una cion visual de lo que quiere comunicarse. Easel ly es el

sitio web que te permite hacer infografias divertidas

infografia de Easel.ly de forma simple y eficiente.

« Crea con tus compafieros una infografia en Easel ly.

1 Ingresa a Easel.ly y registrate

a. Con ayuda de tu navegador de preferen- Signup with easelly
cia, ingresaa & & € ) wwweasell] .

b. Daclic sobre m y diligencia los ‘

datos solicitados.

c. Oprime la opcion “Start fresh” —
para crear una infografia nueva. Mp—
AT =TT
2 Reconoce el entorno de Easel.ly
a. Barra de menus de edicion: encontraras los o == i
menus Vhemes o temas visuales; Objects u ob- =

jetos relacionados con una variedad de cate- =
T Yo
gorias; Backgrounds o fondos; Shapes o formas; o
Text o textos; Charts o graficos y Upload para o
subir imagenes propias. e
"
Ademas, encontraras botones para hacer o
zoom al lienzo, poner una cuadricula y desha-
cer y rehacer la Ultima modificacion en la zona
de trabajo.
. b. Zona de trabajo o lienzo: lugar en el cual tomas, arrastras, ?w ; ;
. . . o] TR g T TadhE
g; ubicas y editas los objetos, formas, textos, entre otros. —
1
101
0l
00,
10,
10 1
11,
10 oo . » . . s .
10§ 3 Planifica tu infografia b. Selecciona una sola aplicacion de los vectores y escribe
0 / . o . .
100 . L o dos parrafos en los que justifiques su importancia en la
10, a. Busca informacion acerca de las aplicaciones de .
ol . -, R vida de los seres humanos. -
10] los vectores en la vida cotidiana, a nivel cientifico z
;‘l’i o industrial (documentos, imagenes, videos, etc.). ¢. Elabora un borrador del esquema general para presen-  _ §
?31 tar la aplicacion seleccionada, por ejemplo, en forma g g
1N de ruta o camino, cuadrantes, imagen central rodeada 3 2
0 o 15
101 de textos cortos 0 mapa, entre otros. 5 2
<




Habilidades digitales

[l. Crea una infografia en Easel.ly

a. Da clic sobre el menu Vhemes y selecciona el
tema visual que mas se ajuste a tu esquema.
Arrastralo al lienzo para comenzar a trabajar
enél.

b. Edita cada texto segin tus preferencias. Para
hacerlo, da clic sobre el texto, escribe infor-
macion corta, clara y concisa, y modifica la
forma, la posicion, el color, la alineacion, el
tipo y el tamario de letra.

o

Edita los objetos, las formas o las imagenes.
Da clic sobre el que quieras editar para eli-
minarlo, duplicarlo o modificar su posicion
y transparencia.

d. Incluye otros objetos, formas o graficos desde
Easelly. Da clic sobre | 1 @bwens ™

Ny — (seglin sea el caso), selecciona los
que desees arrastrandolos al lienzo. Luego,
repite el proceso anterior para editarlos.

=

e. Oprime el botén I Preasnt  para ver el
progreso de tu infografia.

5 Descarga tu infograffa en PDF
a. Da clic sobre el boton “Download” y escoge la
opcion “PDF”.

b. Espera unos minutos. Puedes observar el progreso

de descarga en la parte inferior izquierda de la

pantalla | & jaasmeannrpe

Fu |

c. Una vez finalizada la descarga, da clic sobre el
archivo y observa como quedo tu infografia.

N
eAprende mas

Cambia el fondo de tu infograffa.

a. Da clic sobre el ment - .

b. Selecciona y arrastra el fondo de tu elec-
cién al lienzo.

c. Repite el proceso del paso 4 y del paso 5.
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Numeros racionales y numeros irracionales

Razonamiento

1. Relaciona cada niimero con su respectiva clasificacion.

-Decimal periddico puro

-Decimal finito

35

d. \J262,44

-Decimal periddico mixto

-Decimal infinito no periddico

2. Determina la expresion decimal de cada fraccion
y clasifica el nimero decimal seglin corresponda.

e
13

il
12

27
9

d.

Nuameros reales
Ejercitacion

3. Compara los nimeros dados en cada caso. Escribe
=, < 0 >, seglin corresponda.

a. % Do,s b. J@Dw
c 3 01,73 d. -5 D —224
R

e.9 D\/@ f. -7 .

49 5 10
2 ()a2ss h =2 )——
5 5 () 9 18

Evaluacion de la unidad

Razonamiento

4. Determina si las afirmaciones son verdaderas (V)
o falsas (F).

a. Existen infinitos niimeros irracionales. ()
b. Todo nimero decimal es un niimero real. ()
c. Laexpresion — % es un numero real. ()
d. El nimero 0 es racional. ()

e. Entre dos nimeros racionales siempre existe
un ndmero irracional. ()

f. Ningun ndmero racional es irracional. ()

5. Aplica las propiedades de los nimeros reales y deter-
mina si la siguiente igualdad siempre se cumple.

ab + ac
— =b+c¢

Justifica tu respuesta.

La recta real

Modelacion

6. Relaciona las expresiones equivalentes.

a.x<—3 « (—%,10]
b. 5+x=—3 - [~8 )

¢ x—10=0 - (=%, —6)
dx+3< =3 o (=00, —3)

Razonamiento

b
cida como desigualdad triangular, es valida para nu-

7. Comprueba si la expresién |a + b| < |a| + |b], cono-

meros racionales e irracionales. Luego, determina los
valores que pueden tomaray b.

APPLICA © EDICIONES SM
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Indicadores de logro:

o Establece relaciones de orden en el conjunto de los niimeros reales, aproxima a
decimales, aplica las propiedades algebraicas de los nimeros reales en el calculo
de operaciones (adicion, producto, potencias, raices) y la solucion de expresiones
numéricas (con radicales en el denominador).

Potencias con exponente entero

Razonamiento

8. Selecciona la expresion que se obtiene al simplificar la
[Xzy—4 (=)

fraccion
X y37
1 b 1
a. X'IZ y9z‘\3 : y9 ZZS
€, X'IZ y9Z'I3 d. X'IZ y9

Resolucion de problemas

9. En matematicas financieras, la expresion F = p(1 + i)’
determina el valor futuro F de una cantidad inicial p
a una tasa de interés por periodo i dentro de n pe-
riodos. Si se depositan en una cuenta $ 350000 a un
interés de 0,25 %, determina el valor futuro después de
tres anos.

Notacion cientifica

Razonamiento
10. Lee y resuelve.

La distancia en el espacio se mide en afos luz. Un afo
luz es la distancia que recorre un rayo de luz en un
ano. Si la velocidad de la luz es de aproximadamente
300000 m/s, determina los metros recorridos en un
ano luz.

Ejercitacion
11. Elige la expresion que resulta de expresar, en miligra-

mos, la masa de un proton (1,68 <107% kg).

a. 1,68 - 107?' mg b. 1,68 - 107** mg

c 1,68-107 % mg d. 1,68 107 mg

Radicales
Ejercitacion
12. Selecciona la respuesta correcta.

El perimetro de un cuadrado cuyo lado mide 5v/7 cm

es:
a. 204/7 cm b. 20428 cm
c. 25J7 cm d. 1775cm

Expresa raices como potencias con exponentes racionales y emplea las
potencias de nlimeros reales con exponentes enteros para leer y escribir en
notacion cientifica informacion que contenga niimeros muy grandes o muy
pequerios.

Utiliza las distintas notaciones para los intervalos y su representacion grafica.

Radicales semejantes
Modelacion
13. Resuelve.

El area total de un sélido es la suma de todas las areas
de sus caras. En un cono, el area total se determina a
partir de la expresion A, = rrg + r’.

ré

1

Determina la expresion del area lateral de un cono si su
generatriz mide 6 cm y el diametro de su base +/3x cm.

Racionalizacion

Razonamiento

14. Elige la expresion que determina el area del triangulo.

|

11

J3 +3

|

| NN Y

() B

12 9

(VI +3)(v3 +3) . (V11 +3)(v3 -3)

12 —12

C.

Comunicacion

15. Determina las diferencias que se pueden establecer en

| . 1 V3x +2x
as expresiones .
P \/3x—2xyX(3—4X)

Justifica tu respuesta.

(=)



Funciones lineales

_—
BLOQUE Las funciones y sus graficas permiten comunicar informacion de modo preciso y sencillo; constituyen
Aloch importantes herramientas mediante las cuales es posible modelar e interpretar diversas situaciones de
Algebra la ciencia, la medicina y la ingenierfa, entre otras areas del conocimiento.

y funciones « Averigua qué tipo de fenémenos se pueden modelar mediante funciones lineales y da tres ejemplos.

T

»
=

. I
uFt-l

] ¥
| S e -

La fortaleza

Cuando se tiene fortaleza, se puede vencer el temor y los obstaculos que atentan contra nuestros 1
i propositos personales. .,

| » La fortaleza esta relacionada directamente con la perseverancia y la constancia. Explica por qué.

- -
Bl * x - -
| L j = f ¥
I y -‘ k = ".h =
. L 2 i & e
i ki - A
— ¥ of L




Aprenderas...

« Concepto de funcion

« Funciones crecientes, decrecientes y simétricas @

 Funciones lineal y afin

« Relacion entre las pendientes de rectas paralelas Q

y perpendiculares
Resolucion de problemas
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Recursos digitales

Habilidades lectoras
O

La ciencia de atarse los zapatos

a sabiduria popular ha dado en la clave cuando se trata de atarse

los zapatos de la forma mas fuerte y por tanto mas segura, segin

el matematico australiano Burkard Polster; sin embargo, la forma
mas eficiente es otra. Polster ha analizado desde el punto de vista de la
eficiencia las diversas formas de conseguir que el zapato sujete el pie
convenientemente mediante un cordén y los tipicos ojetes, y concluye
que el cruce continuo o zigzag de ambos extremos del cordoén, o el zi-
gzag de un solo extremo que se une al final con el otro (las dos formas
mas utilizadas en el mundo) son efectivamente seguras.

No obstante, si solo se dispone de un cordén corto, estas dos solucio-
nes no resultan las mejores por su baja eficiencia. De entre todas las
otras formas de atarse los zapatos —que Polster ha estudiado y explica
en la revista Nature—, la que consume menos longitud del cordén es
la que denomina ‘de pajarita’, que consta de tres elementos: extremo,
cruce y paso. Cuando el nimero de pares de ojetes es par solamente
existe una forma de efectuar este tipo de atado. Cuando es impar hay
un niimero mas elevado de soluciones, que es el que indica la sencilla
formula 1%1 [..]

Estos calculos permiten asegurar que los dos métodos tradicionales
maximicen la tensiéon horizontal total al tirar de los extremos en la
mayor parte de los zapatos, dada la distancia entre ojetes.[...]

Ruiz de Elvira, Malen. (2002). La ciencia de atarse los zapatos. Recuperado de: http://
elpais.com/diario/2002/12/05/sociedad/1039042804_850215.html

Actividades
Interpreta

1. ;En qué consiste el método para atarse los zapatos que Burkard Polster
ha denominado ‘de pajarita?

Argumenta

2. La férmula que permite calcular el nimero de formas existentes para
atarse los zapatos expresa una funcion lineal en funcion del nimero
impar de ojetes que tiene el zapato. En esta funcién, jcual es la variable
independiente? ;Y la dependiente?

Propon

3. Otros matematicos se han ocupado de encontrar el nimero de mane-
ras de atarse los zapatos. Consulta al respecto y discute tus averiguacio-
nes con tus compaferos. Al finalizar, establezcan la relacién entre este
temay las funciones.



Bloque de Algebra y funciones

/]T Concepto de funcion

fEprora

Considera estos conjuntos A 'y B:
A=1{23756}yB=1{124910}.

» Si x es un elemento de Ay y, un
elemento de B, puede definirse
una relacion R de A en B, mediante
el enunciado: “y es multiplo de x”.

;Cudles son los elementos de R?
\ J

Ten en cuenta

Todas las funciones son relaciones, pero
no todas las relaciones son funciones.

Ten en cuenta

El matematico suizo Leonhard Euler
(1707-1783) dio una definicién precisa
de funcion e introdujo en 1734 el
simbolo f(x) para designar la imagen de
x mediante una funcion f. Actualmente,
también se acostumbra a escribir la
expresion y = f(x).

De acuerdo con su definicion, la relacion R hace corresponder a x, en A, algtn
elemento y, de B, siempre y cuando y sea multiplo de x.

Por lo tanto, la relacién esta conformada por todas las parejas ordenadas de la
forma (x, y) que cumplan la condicion que define a R, asi:
R =1{(22), (2 4),(2,10),(3,9), (5 10)}.

En general, una relacién R, definida como un conjunto A en un conjunto B, es
una correspondencia entre los elementos de dos conjuntos.

Cuando una relacion dada entre dos conjuntos A y B asocia a cada elemento de

A exactamente un elemento de B es denominada funcién de A en B.

Una funcion f es una relacion definida de un conjunto A en un conjunto B, tal
que a cada elemento de A le corresponde un Unico elemento de B mediante f.

Ejemplo 1

« En la Figura 1, se representa en un diagrama L
sagital larelacion R, que hace corresponder a Killari 099 876 8556
cinco personas sus respectivos numeros de | Amaru 097 903 7118
celulg,n Se observg que esta relacion no esuna Daniel | 098 446 2662
funcién, pues existe una persona asociada a NN

. ) . Astrid 095 943 4213

dos numeros de celular; ademas, existe un
elemento del primer conjunto que no se Killa ———097913 8166
relaciona con algiin elemento del segundo. Figura 1

e Sean A = {2,4,6,8}y B = {1,3,5, 7}, y R, una relacién definida mediante
el enunciado: “x es el siguiente de ", siempre que x sea un elemento del
conjunto Ay y, un elemento del conjunto B.

Se observa que la relacion R, esta dada por:
R, =1{(21) (43)(6,5), (8 7)}

De acuerdo con lo anterior, puede concluirse que esta relacion es una funcion,
pues no existen pares ordenados que tengan el mismo primer elemento y cada
elemento del conjunto A esté asociado a un unico elemento del conjunto B.

1.1 Dominio y recorrido de una funcion

El dominio de una funcion f denotado por D(f), es el conjunto de todos los
valores que toma la variable independiente x. El rango o recorrido de una
funcion f denotado por R(f), es el conjunto de todos los valores que toma la
variable dependiente y.

Ejemplo 2

Observa como se determinan el dominio y recorrido de la funcion y = X%
« Como la expresion de la funcion es un cociente, entonces estara definida
para todo nimero real, excepto para aquel que anula el denominador. En este
caso, el valor que anula el denominador es x = 1, por lo tanto, D(f)= R — {1}.
o Para determinar el recorrido de la funcion, se despeja la variable x en tér-
minos de la variable y. Luego, se intercambian los nombres de las variables,
con lo cual se obtiene la expresion y = % que estara definida para

todo numero real, excepto para x = 0, es decir, R(f) = R — {0}.

APPLICA © EDICIONES SM
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Bloque de Algebra y funciones _

Destreza con criterios de desemperio: Definir y reconocer una funcion real identificando sus caracteristicas: dominio, recorrido y cortes con los ejes,con el
uso de la tecnologia.

1.2 Representacion grafica de una funcion

La representacion grafica de una funcién y = f(x) en el plano cartesiano CRazonamlento matematico )

consta de todos los puntos cuyas coordenadas se expresan mediante parejas Funciones y relaciones
ordenadas de la forma (x, y), que pertenecen a dicha funcion.

Grafica las siguientes relaciones en el

. , _ plano cartesiano.
En la practica, para representar una funcion se determinan las coordenadas de

puntos asignando valores arbitrarios a la variable x, los cuales se reemplazan en la
expresion algebraica de la funcion para obtener los valores correspondientes de la
variable y. Luego se ubican los puntos en el plano cartesiano y se traza una linea + (Cual de ellas NO representa una
que los una, segtin el analisis del dominio y del recorrido. funcion? ;Por qué?

Rix—y=1
Ryy?—x=1

Actividad resuelta
Razonamiento
@ Obtén la grafica de la funcion f(x) = 3x — 1.

Solucioén:

Para representar graficamente la funcion, puede
completarse una tabla de valores como la Tabla 1.
En ella, se encuentran parejas de valores obtenidas
al asignar a la variable x algunos valores del dominio
de la funcién y reemplazarlos en la expresion
y = 3x— Tparaobtenerlosvalores correspondientes
de la variable y. Como en este caso D(f) y R(f)
coinciden con el conjunto R, se traza una linea (2:7)
continua para unir los puntos (Figura 2).

X f(x)

-2 -7

Figura 2

Tabla 1

MatemaTICS

-
Grafica funciones con WolframAlpha

Con WolframAlpha puedes obtener la grafica & WolframAlpha
de una funcién empleando la funcién Plot, de
la siguiente manera:

ok T3-S | =]

Una vez accedas al programa, ingresa en
la caja de texto la expresion algebraica de
la funcién. Por ejemplo, para graficar la
funcién: e

y=3x—5+1,

par 0 -Ewal

se escribe: s,

Plot 3xA2—5x+1, [T

Luego, oprime Enter y obtendras la grafica )
de la funcién representada con dos escalas ! "
diferentes, como se observa en la imagen
de la derecha.




Bloque de Algebra y funciones

(1

Concepto de funcion

Desarrolla tus destrezas

Razonamiento

2 | Determina si cada relacion representa una funcion. En
o el caso de las funciones, indica su dominio y su rango.

a.
Madre Hijo
/'—
Isabel \\ Felipe
~ Andrés
Daniela Catalina
/,. Lida

Camila= Jorge
N —

Figura 3
b.

Persona Edad
/._ e
Alejandra 18

Maritza +— |

aritza —

Nancy -

i 32

Tatiana _></v
Jeanneth - T 47
U )

Figura 4
C.
Dias de la semana Temperatura
al amanecer
; P
Domingo +——— [ .
| _—»
Lunes

Martes 10
Miércoles —

\
Jueves 9

Viernes _¥\

11

Sabado
- )

Figura 5
d.R =1{(26),(=36),(47),(638) (79}

e. R =1{(—49),(—94),(1,7),(—48),(3 1)}

2
Modelacion
3 | Escribe la funcion que representa cada enunciado. En

cada caso, determina la variable independiente y la
variable dependiente.

a. El costo mensual del servicio de telefonia celular (C)
esde $ 0,70 por minuto mas $ 10 de cuota fija.

b. El salario neto (G) de una persona que gana $ 10
por hora.

Comunicacion

4 ) Completa la Tabla 2. Observa el ejemplo.

Funcion que a cada nimero
le asocia su triple.

Funcion que a cada nimero
le asocia su doble menos 3.

Funcion que a cada nimero
le asocia su mitad.

Funcion que a cada nimero
le asocia su opuesto aditivo.

Funcién que relaciona el
volumen de un cubo y su arista.

y=2x—10

Funcién que relaciona el radio de un
circulo y su area.

P(r) = 2mr

El valor de y es igual a la tercera parte
del valor de x disminuido en 8.

Tabla 2

5  Halla el dominio y el rango de cada funcion.
a. fx)=5%—7

b. /) =
cfix)=—2¢+8x+3
d.f) = =

e fix) = x+1

Razonamiento

6 | Indica cudles de las siguientes graficas no corresponden
a una funcion. Justifica tus respuestas.

a. b.
Y Y
1T ‘
\ X \ N\ X
¢ ol J d 0
Figura 6 Figura 7
Y Y
N N
[\ K N~ X
ool N\ o
\% Py
Figura 8 Figura 9
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Destreza con criterios de desempefio: Definir y reconocer una funcién real identificando sus caracteristicas: dominio, recorrido, cortes con los ejes.
Comunicacion Modelacion
7 | Observa las graficas de las funciones gy f de las Figuras 10 Observa el ortoedro de la Figura 12 y resuelve.

10y 11. Luego, responde cada pregunta.

Y
— ] 1
' X
/ o)
Figura 10
Figura 12
~— a. Escribe una funcion que relacione el volumen del
/ \ ortoedro V(x) con la medida de su ancho x.
X
// 0 // b. Determina el volumen del ortoedro para las
/ medidas de x dadas en la Tabla 3.
Figura 11 X V(X)
a. ;Cudles son los valores de g(0) y f(0)? 15>em
b. Es f(0) positiva 0 negativa? 20cm
. . 25cm
c. ;Es g(0) positiva o negativa?
. 0
d. ;Cuéles son los valores de g(5) y f(5)? 30cm
. 35
e. jPara qué valores de x, f(x) = 0? cm
. 40 cm
f. jPara qué valores de x, g(x) = 0?
. 45 cm
g. iPara qué valores de x, f(x) = 47
50 cm a
h. ;Para qué valores de x, g(x) = 2? fabes
L . 8
I ;Cudl es el dominio de f Resolucion de problemas
S 8
Jo iCual eseel rang(.) (.jef. Si una piedra cae al piso libremente desde una altura
k. ;Cudl es el dominio de g? de 50 m, laaltura h, en metros, al transcurrir x segundos
. ;Cual es el rango de g? es aproximadamente:
Ejercitacion h(x) = 50 — 4,9x%

8 Haz una tabla de valores y la grafica para cada una de

_ a. ;A qué altura esta la piedra cuando transcurre un
las funciones.

segundo?
ay=x , L

y b. ;A qué altura esta la piedra cuando transcurren
b. f(x) = [x] dos segundos?

c flx)=—7x+ 11 o . ,

f , En un local se disminuyen los precios de los articulos
dy=x ® de laseccion de electrodomeésticos en un 10%.
ey=1 Designa con x el precio de un articulo antes de la rebaja

) S - x+3 : . / :
9 | Considera la siguiente funcién: f(x) = Py y con y el precio del mismo articulo después de la

. ;Cuél es el dominio de f? rebaja.

a
b. jEsta el punto (1, 2) en la grafica de f2 a. Completa la Tabla 4, segin la informacion.

c. jEstd el punto (—1,0) en la grafica? 1200 1900 4000 | 5000
d. Six = 4, ja qué equivale f(x)? 1530 5250 | 2700

e. Sif(x) = % ;cudl es el valor de x? Tabla 4
£ Sifx) = 0, jcudl es el valor de x? b. Escribe la funcién que representa la situacion.

. =0U¢ {

c. Realiza la gréfica correspondiente a la funcion.
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fExplora A

Observa la grafica de la funciéon f
representada en la Figura 1.

Figura 1

 jEn qué intervalos crece la grafica
de f7 jEn cuales decrece? )

TECNOLOGIAS
dela |n_form_gC|on yla
comunicacion

www.e-sm.net/9smt03

Evallla tus conocimientos sobre
crecimiento 'y decrecimiento de
funciones.

Funciones crecientes y
funciones decrecientes

Abre laaplicacion Desmos Graphing
Calculator y utilizala para analizar el
crecimiento, decrecimiento y sime-
tria de funciones mediante gréficas,
para representar funciones lineales
y afines, y para relacionar ecuacio-
nes, pendientes, puntos de corte
y relaciones entre rectas.

Monotonia: funciones crecientes y funciones decrecientes

En la grafica de la funcion, se observa que:

- fescreciente en los intervalos [—6, 0] y [6, 8], pues los valores de y crecen en
estos intervalos.

- fes decreciente en [4, 6], ya que los valores de y decrecen en este intervalo.

- fes constante en el intervalo [0, 4].

Una funcién fes creciente en un intervalo [ cuando, paratodoa € [y b € | con
a < b, se cumple que f(a) < f(b).

Una funcion fes decreciente en un intervalo | cuando, paratodoa € Iy b €
I con a < b, se cumple que f(a) > f(b).

Ejemplo 1
En la Figura 1 se observa que la grafica de la funcion f no es estrictamente
creciente ni estrictamente decreciente.

2.1 Tasa de variacion

La tasa de variacion de una funcion f, al pasar de un punto a a un punto b,
esta dada por la expresion: TV [a, b] = f(b) — f(a).

Ejemplo 2
En la funcién fx) = 2x* — 9x* + 12x — 3, cuando el valor de x pasa de 1a 2,
la tasa de variacion se halla de la siguiente manera:

V1,21 =f2)—f()=TV[1,2]=1—2=—1.

La tasa de variacion de f(x) en el intervalo [1, 2] es —1.

2.2 Crecimiento y decrecimiento

Las definiciones de crecimiento y decrecimiento de una funcién pueden
reformularse en términos de la tasa de variacion de la siguiente manera.
Sila monotonia es constante se tiene que:

Una funcion es creciente en un intervalo si para todo par de valores a y b en
el intervalo con a < b su tasa de variacion es positiva, TV > 0.

Una funcion es decreciente en un intervalo si para todo par de valores a y b
en el intervalo con a < b su tasa de variacion es negativa, TV < 0.

Ejemplo 3
o Lafuncion h(x) = 3x*> — 1 es decreciente en el intervalo [—5, —2], porque
la tasa de variacion TV[—5, —2] = —63y —63 <.
« La funcién g(x) = x* + 2 es creciente en el intervalo [—4, —1], porque la
tasa de variaciéon TV[—4, —1] = 1023y 1023 > 0.
Actividad resuelta
Ejercitacion
@ Determinasi la funcion f(x) = 2x* — 9x* + 12x — 3 es creciente o decreciente
en el intervalo [0, 1].
Solucion:
Se calcula la tasa de variacion de la funcion f ast:
V[0, 1] = f(1) — f(0) =2 — (=3) = 5.
Como 5> 0, la funcion f es creciente en el intervalo [0, 1].

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2  Observa las graficas de las Figuras 2 a 5. Luego, indica
® enquéintervalos son crecientes o decrecientes.

a. b.
X Y Y ,
1 1
X ' X
0] 0
[
; l
Figura 2 Figura 3
c d.
L Y
I N
| 1 | 1 P e
\ | X / X
0 0]
Figura 4 Figura 5

3 Calcula la tasa de variacidon de cada funcion en los
intervalos dados.

a. flx) = 2x*
TV[—3,0]y TV[1,2]

b. gx) = -9+ 7x—5
TV[2, 4]y TV[—3,0]

cix)=7
TV[—3,5]y TV[8, 15]

Razonamiento

4 | Clasifica las siguientes funciones en crecientes
o decrecientes, segln corresponda.

b.h(x) =2x+ 4
d.I(x)=3

a. gx)= -5
c j(x) = 2x
e flx) = —4x+5

5  Indica si son verdaderas o falsas estas afirmaciones:

a. La funcién fix) = x* — 3x* + 5 es creciente en el
intervalo [0, 2].

b. La funcion f(x) = 4x* + 2x> — 3 es creciente en el

1

N =

| |

intervalo [—

c¢. Lafuncién flx) = x + % es decreciente en el
intervalo [2, 6].

d. La funcion f(x) = x> — 3x* + 5 es decreciente en

.
el intervalo [—E 0}

Reconocer funciones crecientes y decrecientes a partir de su representacion grafica .

Comunicacién

6 | Describe los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de las funciones representadas en las siguientes graficas.

a.
Y
-/
o5t/ X
Olos
/
[
Figura 6
b.
| | x
\\ IRNE ]I
\ / \ |
\ |
(I N
/ \
\ /
Figura 7

Razonamiento

7  Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion
flx) = 4x + x*enlosintervalos [—22; —2] y [—2, —1,8].

Resolucion de problemas

Un jardinero quiere cercar

un terreno de forma
cuadrada y area desconocida en el que plantd unas
flores. Encuentra la férmula que permite obtener el
lado del cuadrado en funcion de su area.

a. Siel area estuviera comprendida entre 120 m*y 180 m?,
;cudles serfan el dominio y el recorrido de la funcion?

b. ;Es la funcion descrita creciente o decreciente?

En la grafica de la Figura 8, se muestra la variacion de
la estatura de una persona en funcién de su edad,
cada 5 afos.

200 Estatura (cm)

180 ——

160 -

140

120

100
801/
60
40
20

10 20 30 40 50 60 70 80
Edad (afos) Figura 8

;Entre qué edades la estatura de esta persona fue
creciente? ;Y cuando fue decreciente?
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/3\ Funciones simétricas

- N 3.1 Simetria con respecto al eje de ordenadas.
Explora Funciones pares

En la Figura 1, se muestra la grafica de

S En la figura se observa que:
la funcién g(x) = [2x| + 3.

o f(—2) = f(2), luego, los puntos A(—2,7) y A’(2, 7) son simétricos con respecto
al eje de ordenadas.

o f(—3) = f(3), luego, los puntos B(—3,9) y B'(3,9) son simétricos con respecto
al eje de ordenadas.

Una funcion fes simétrica con respecto al eje de ordenadas si para cualquier
i punto x de su dominio se cumple que f(x) = f(—x), es decir, si los puntos
: P(x, y) y P'(=x, y) son simétricos con respecto al eje de ordenadas. A las
funciones con este tipo de simetria se les llama funciones pares.

Figura 1

, . . Ejemplo 1
« ;Qué clase de simetria presenta la ' ‘ v
funcion g(x)? La funcion f(x) = x* — 3, representada en la Figura 2,
~ J es simétrica con respecto al eje Y. Es decir, f(x) es una T X
O T
funcién par, porque: 3
par, porq A A

fA=x) = (=x)? =3 =x"—3 = f(x).

Figura 2
3.2 Simetria con respecto al origen. Funciones impares

Una funcidn f es simétrica con respecto al origen si para cualquier punto
x de su dominio se cumple que f(—x) = —f(x), es decir, si los puntos
P(x, y) y P'(=x, —y) son simétricos con respecto al origen. A las funciones
con este tipo de simetria se les llama funciones impares.

Ejemplo 2

La funcion g(x) = X, que se observa en la Figura 3,

1 —+
Ten en cuenta es simétrica con respecto al origen. La funcion es ; X

impar, porque se cumple la siguiente igualdad: 1

Siuna funcién es simétrica con respecto
al eje de las ordenadas o con respecto al g(=x) = (—x)’ = —x* = —gx).
origen, basta con construir su grafica en
los puntos en donde x = 0. Por simetria,

Actividad resuelta Figura 3

puede dibujarse el resto de la gréfica. Razonamiento
L\ @ Estudia la simetria de la funcién f(x) = < indica si es par o impar.
Solucion:

Al remplazar x por (—x) en la expresion algebraica de f, se obtiene:

fi=—2— =—L = —fx

-X X

por lo tanto, f es simétrica respecto al origen y es una funcion impar.
En la Figura 4, se observa la grafica de f.

Y

14

ol 2 X

Figura 4
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2 | Marca la opcién correcta en cada caso.

a.

Y
\
\ I
L]
\ | x
/
Figura 5
4 |
5 |
X
g /
/
Figura 6
Y
TN x
O
/ \
[ |
Figura 7
Y
T X
Figura 8
4
\
T x
L @)
|
l
Figura 9

Funcion par
Funcion impar

Ninguna de las anteriores

Funcion par
Funcion impar

Ninguna de las anteriores

Funcion par
Funcion impar

Ninguna de las anteriores

Funcion par
Funcion impar

Ninguna de las anteriores

Funcion par
Funcion impar

Ninguna de las anteriores

Definir y reconocer funciones pares e impares, con base a su formulacion algebraica y/o representacion grafica.

Razonamiento

3 | Determina cuales de las siguientes funciones son pares
y cuales, impares.

3
a. flx) = ><3XT3 b.gx)=x*+4
c. h(x) = x> — 4x d.i(x) =[x — 1]
e j(x)=x—x f. k(x) = ] — x|
g plx) = 5= h. q(x) = £+ x

4 | Indica si cada afirmacién es verdadera (V) o falsa (F).
@ Justifica tus respuestas.

a. La funcion fx) = x* — 3x? + 4 es simétrica con
respecto al eje de ordenadas.

b. La funcion g(x) = 4x> — 3x® es simétrica con
respecto al origen.

4 2
L X+ x+1 S,

c. Lafuncién h(x) = —— essiméuricacon

respecto al origen.

d. La funcion h(x) = |x| es simétrica con respecto al
eje de ordenadas.

Modelacion

5  Completa las graficas, segiin el tipo de funcién que
@ representa cada una.

a. Funcion impar

b. Funcion par Figura 10

Figura 11
Resolucion de problemas

@ La altura y, medida en kildometros de un proyectil
que se lanza desde cierto punto, puede expresarse
mediante la funcién f(x) = —0,125x* + 4, donde x es
el tiempor medido en horas.

a. Completa una tabla de valores en la que se
relacionen las variables involucradas.

b. Haz la grafica de la funcion.

c. jPresenta f(x) simetria? jEs f par o impar?
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\
Explora
La arena contenida en un reloj de
arena ocupa un volumen de 540 cm?
y la velocidad de caida es de 9 cm’
por minuto.

« jCuanto tiempo transcurre para
que haya la misma cantidad de
arena en las dos partes del reloj?

« Elabora una grafica que represente
la situacion.

_ J

TECNOLOGIAS
de la informacion y la
comunicacion

www.e-sm.net/9smt04

Amplia y practica lo que sabes
acerca de la funcién lineal.

1500

1400 /
1300

1200 /
1100 /

1000

900 /

800

700
600 /
500
400 /
300 /
200
100 /
0 1.2 3 4 5 6

Figura 2

/l; Funciones lineal y afin

Para analizar la situacion, puede completarse una tabla que muestre la relacion
entre el tiempo transcurrido t, en minutos, y el volumen de la arena V, en
centimetros clbicos, que queda en la parte superior del reloj. Observa la Tabla 1.

t 1 10 20 30 40 50 60

V(t)| 531 cm?® | 450cm?® | 360cm® | 270 cm® | 180 cm?® | 90 cm® | 0 cm?

Tabla 1

Al estudiar los datos, se encuentra que la Vian)
relacion entre t y V corresponde a una funcion. >0
El tiempo transcurrido hasta el momento en el
que la cantidad de arena es la misma en ambos
lados del reloj es de 30 minutos.

500

400

300
200

La grafica que representa la relacion entre t y V 100
puede observarse en la Figura 1y corresponde a
., . (0] 10 20 30 40 50 60_
un segmento de recta, cuya expresion algebraica t (min)
esta dada por: Figura 1
V(t) = 540 — ot.

Muchos fenomenos fisicos, cientificos y de la vida cotidiana pueden modelarse me-
diante funciones cuya expresion algebraica es de primer grado con una incognita.

4.1 Funcion lineal

Una funcién lineal es aquella cuya expresion algebraica es de la forma
fix) = mx, siendo m un ndmero real diferente de 0.

Algunas caracteristicas de la funcion lineal f(x) = mx son las siguientes:

« Su gréfica es una linea recta que pasa por el origen, es decir, por el punto (0, 0).

« Elvalor de m se llama constante de proporcionalidad. Si m > 0, la funcién es
creciente y sim < 0, la funcién es decreciente.

+ Sudominio y su rango coinciden con el conjunto R.

« Es una funcién continua, es decir, no presenta saltos ni interrupciones en
todo su dominio.

Ejemplo 1

El ICE (Inter City Express) es un tren de alta velocidad que conecta todas
las ciudades principales de Alemania. Tiene conexiones internacionales
a Dinamarca, los Paises Bajos, Bélgica, Francia, Suiza y Austria. Uno de sus
trenes lleva una velocidad media de 270 km/h. En la Tabla 2 se muestra la
distancia D que recorre en funcién del tiempo t.

t (Tiempo en horas) 1 2 3 4 5
D(t) (Distancia recorrida en km) | 270 | 540 | 810 | 1080 | 1350

Tabla 2

Esta situacion puede modelarse por medio de la funcion D(t) = 270t, cuya
grafica es una linea recta que pasa por (0, 0), como se observa en la Figura 2.
En este caso, la constante de proporcionalidad es 270.
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Destreza con criterios de desemperio: Definir y reconocer una funcion lineal de manera algebraica y grafica (con o sin el empleo de la tecnologia) e
identificar su monotonia a partir de la grafica.

4.2 Funcion afin

Una funcidn afin es aquella cuya expresion algebraica es de la forma
f(x) = mx + b, siendo m y b niimeros reales distintos de 0.

Las principales caracteristicas de la funcién afin f(x) = mx + b son:

CULTURA del Buen Vivir

o Su gréfica es una linea recta que pasa por el punto (0, b). Este se denomina

punto de corte con el eje de ordenadas.
La fortaleza

« Elndmero m se llama constante de proporcionalidad. Sim > 0, la funcion es

; ) -, ) El valor de la fortaleza surge cuando te-
creciente y sim < 0, la funcion es decreciente.

nemos claros nuestros objetivos y pro-
« Su dominio y su rango coinciden con el conjunto R. yectos personales.

+ Es una funcion continua.  Cuando te enfrentasa una tarea dificil
y complicada, ;qué pensamientos te

4.3 Grafica de una funcion afin dan fortaleza?

La grafica de la funcion afin f(x) = mx + b
b se obtiene al desplazar verticalmente (b = mx4b
unidades) la gréfica de la funcién f(x)= mx. 1

En la Figura 3, se observa que: %

« Sib >0, el desplazamiento es hacia arriba. y=mx=b

o

« Sib <0, el desplazamiento es hacia abajo.

Figura 3
Ejemplo 2

En la Tabla 3, se muestran los valores asociados a la funcién afin f(x) = 3x — 5.

x -3 | =2 | =1] o 1 2 vy /1
£(x) —14 | -1 | —8| —5 | —2 1 /1
Tabla 3 /

_—

Al representar estos datos, se obtiene la grafica de la Figura 4. Si se compara
con lagrafica delafuncion lineal g(x) = 3x, se verifica que f(x) es una traslacion /
de g(x) cinco unidades hacia abajo.

Actividad resuelta /Y
Resolucion de problemas Figura 4
En cierto experimento se midio la temperatura de un liquido sometido a
un aumento gradual de temperatura. Los datos se muestran en la Tabla 4.

0 1 2 3 4 5
12| 24 36 48 60 | 72

°Ccly

Tabla 4
Representa estos datos graficamente. ;Qué tipo de funcion representan?

Solucion:

Al graficar larelacion dada entre el tiempo que transcurre y la temperatura
del liquido, se obtiene una linea recta que no pasa por el origen
(Figura 5). Esto significa que dicha relacion es una funcién afin cuya 12
constante de proporcionalidad es 12 y corta el eje Y en el punto (0, 12).
Del razonamiento anterior se tiene que m = 12y b = 12, con lo cual
puede deducirse que la expresion algebraica de la funcién esy = 12x + 12. Figura 5

X
min)

—~

O Tiempo
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/\‘ Funciones lineal y afin

MatemaTICS

e

Representa funciones lineales y afines con GeoGebra

Para representar diversas funciones lineales o afines con Geogebra, se puede ingresar a la
pagina y descargar el programa o trabajar directamente desde la pagina. En esta ocasion
se trabajara directamente desde la pagina www.geogebra.org.

Selecciona la opcion Iniciar GeoGebra. & &

Sefala la opcion Algebra. : ‘ = = e m

En la barra de herramientas selecciona Deslizador y sobre
la zona grafica o el area de trabajo da clic en el punto
donde quieres que se ubique el deslizador. Se abrira una
ventana en donde debe digitarse el Nombre m, intervalo
Min: =10 Max: 10 e Incremento: 0.5. Luego, se ubica un
segundo deslizador con Nombre b, intervalo Min:—10
Max: 10 e Incremento: 0.5.

Cuando se digita, en minUsculas, f(x)=mx-+b en el campo de Entrada, el programa muestra la grafica. En el area de
trabajo da clic derecho sobre la grafica y luego sefala Propiedades, en la parte derecha de la pantalla apareceran las
opciones para editar el color de la gréfica. En Bdsico selecciona la opcion Etiqueta visible, despliega las opciones y
selecciona Valor, de esta forma se observara la funcion que se esta graficando a medida que mueves los deslizadores.

e N

Urtiliza esta creacion para realizar lo siguiente:
o Sittia el deslizador en m = 0y mueve el deslizador b. Responde: ;cémo son las graficas?

Ahora fija el valor del deslizador en b = 5, la recta que se dibuja es de la funcién y = 5. Escribe las coordenadas de tres
puntos de esta funcion.

« Sitlia el deslizador en b = 0y mueve el deslizador m. Responde: ;todas las graficas pasan por un mismo punto?
;Cudl es ese punto?

» Mueve el deslizador m para que tome valores positivos Unicamente. Responde: cuando m es positivo, json las gra-
ficas, crecientes o decrecientes? Por Ultimo, mueve el deslizador m para que tome valores negativos Unicamente.
Responde: cuando m es negativo, json las graficas crecientes o decrecientes?
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Destrezas con criterios de desempeiio:

representacion grafica con o sin el uso de la tecnologia.
« Representar e interpretar modelos matematicos con funciones lineales y resolver problemas.

Desarrolla tus déstrezas

Comunicacion

w

Determina, en cada caso, cudl es la constante de
proporcionalidad de la funcion.

a. j(x) = 7x b. k(x) = %x
¢ I(x) = —3x d. g(x) = —5x
e. p(x) = x f fix) = —x

Indica si las siguientes funciones son lineales, afines
o ninguna de las dos.

Razonamiento

7 ) Observa y responde.

« Definir y reconocer funciones lineales en Z, en base a tablas de valores, de formulacion algebraica y/o

a. g(x) = 25x*—13 b. h(x) = 2x + 4

c j(x) =15 d. k(x) = %X

e llx)=3 fflx)=—4x+5
g p(x) =x h. r(x) = —3(x + 5)

Figura 6

JA cual de las siguientes funciones corresponde la
grafica de la Figura 67

Identifica la constante de proporcionalidad y el punto
de corte con el eje de ordenadas de cada funcion.

a jix)=—2x+1 b. f(x) = —3(x + 5)
c. m(x) =4 — 7x d. g(x)=—x+10

e.p(x)z—zx—ﬁ f.rix)=—3+ lx

a. gx)=—-3x+3 b. h(x) =2x + 4
Cjix)=—8—3 d. k(x)=—%x+5
e lx)=9 f. fix) = 4x — 50

g px)=x—1 h.r(x) =1—x

Resolucion de problemas

La funcién f(x) = 4x + 9 representa la variacion del
capital (en millones de dolares) de una empresa con

7

5

Representa en un mismo plano cartesiano cada funcion
afin con su respectiva funcion lineal asociada.

a. flx) = —2x+7 b. glx)=9x—3
c t(x) =5— 3x d. j(x) =3 — 9%
e h(x)=x—5 () = 2x+ 11
g.m(x)=2x+% h.n(x)z—%—Bx

Representa en un plano cartesiano los valores de
cada tabla. Luego, determina si corresponden a una
funcién lineal, afin o no lineal.

a. b.
X y = f(x) x y =f(x)
—2 4 —2 —8
—1 1 —1 —4
0 0 0 0
1 1 1 4
2 4 2 8
Tabla 5 Tabla 6
C d.
x y = f(x) x y =f(x)
—2 —8 —2 —8
—1 —3 —1 1
0 2 0 0
1 7 1 —8
2 12 2 1
Tabla 7 Tabla 8

x afos de funcionamiento. ;Estas afirmaciones son
verdaderas o falsas?

a. La funcion no es lineal, porque 9y 4 son nimeros
cuadrados.

b. El capital inicial fue de nueve millones.

Por el alquiler de un auto, sin conductor, se cobra $ 20
diarios més $ 2 por kilémetro.

a. Halla la funcion lineal que relaciona el costo diario del
alquiler con el nimero de kilometros y represéntala.

b. Si en un dia se recorren 300 km, ;cuanto debe
pagarse por el alquiler?

Una empresa que transporta maletas establece sus

® rtarifas de la siguiente manera: $ 10 por kilometro

recorrido y $ 15 por cada maleta transportada.

a. jCuanto costara trasladarse 100 km con una maleta?
;Cuanto costara trasladarse 200 km con una maleta?

b. Completa la Tabla 8 considerando que se lleva una
sola maleta:

100 150 250 300

Tabla 9

c. Expresa la formula de la funcion que relaciona la
distancia en kildmetros y el valor del traslado de una
sola maleta.



Concepto de funcion

Comunicacion

1. Observa la gréfica de la funcion representada en la
Figura 1. Luego, realiza lo que se propone en cada caso.

Y

Figura 1
a. Elabora una tabla de valores.

b. Identifica el dominio y el rango de la funcion.

c. Identifica los valores para los cuales f(x) = 1, f(x)
=2yflx) =25
2. Leey resuelve.

La altura de un proyectil, en metros, esta determinada
por la funcion h(t) = 10t — t? para un tiempo deter-
minado de t segundos.

a. ldentifica las variables dependiente e independiente.
b. Completa una tabla de valores y grafica la funcion.
c. Identifica el dominio y el rango de la funcion.

d. ;Cual es la altura maxima alcanzada por el proyectil?

e. ;Después de cuanto tiempo el proyectil vuelve a
caer al suelo?

f. ;Cudl es la altura del proyectil a los 7 segundos?

g. A los cuantos segundos el proyectil alcanza una
altura de 10 m?

Funciones crecientes y funciones
decrecientes

Comunicacion

3. Identifica los intervalos donde crecen y decrecen las
funciones representadas en las figuras 2 y 3.

a. b.

Figura 2 Figura 3

Practica Mas

Funciones simétricas

Razonamiento

4. Clasifica cada funcion seglin sea par o impar.

a. b.
‘ Y 14
\
| :
T\ X X
\_A [op 1]
\\ I/ \\
\ | \
c d.
Y / Y
N i X
/ \ |0
/ an|
L

5. Estudia la simetria de las siguientes funciones.
a. flx)=x*—x
b. fx) =x*—3
C flx) = x> — 4x

Funciones lineal y afin
Razonamiento

6. Grafica las siguientes funciones afines.
a. flx)= —x—105

b. f(x) = §+3
c flx)=4x—1
d. flx) =2 — 4x

7. Encuentra una funcién que cumpla con las condiciones
dadas para cada caso.

a. Funcién afin con constante de proporcionalidad
negativa.

b. Funcion lineal con constante de proporcionalidad 3.

¢. Funcién afin con constante de proporcionalidad
—5, que pasa por el punto (0, 2).

d. Funcién afin con constante de proporcionalidad

%, que corta el eje Y en el punto (0, 3).

APPLICA © EDICIONES SM
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Estrategia: Seguir un método

Problema

El contador de una fabrica estima que la funcion que deter-
mina el costo (y) de produccion de x articulos, en dolares, es:

2y — 600x = 240.

A cuanto equivalen los costos fijos de produccion?

1. Comprende el problema

« ;Qué informacion te da el enunciado?

R: La ecuacién de una funcién que corresponde a los costos de pro-
duccién de x articulos.

« ;Qué debes hallar?

R: Los costos fijos de produccion

2. Crea un plan

o Lleva la funcion a la formay = mx + by calcula el
costo cuando no se ha producido ningun articulo.

3. Ejecuta el plan

« De la ecuacion correspondiente, deduce cudl valor
toma m y cudl valor toma b.

2y — 600x = 240
2y = 600x + 240

_ 600x + 240
2

y = 300x + 120

m =300y b =120
 Cuando no se han producido articulos, x vale cero.
y =120

R: Los costos fijos de produccion equivalen a 120 dolares.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que el costo de producir 25 articulos equivale
a7 620 dolares.

Resolucion de Problemas o

Aplica la estrategia

1. La expresion 3y — 450x = 660 corresponde a la
funcion que determina la cantidad de metros ctbicos
de agua en un tanque, en relacién con los dias de
lluvia. Si x representa el nimero de dias, ;que cantidad
de agua habra en el tanque luego de 10 dias de lluvia?

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

2. En clase de matematicas, la profesora pide a los es-
tudiantes que den ejemplos de situaciones reales que
determinen una funcién. Sebastian propone: “la fun-
cién que le asigne su primer apellido a cada estudiante
del curso”. ;Es esta relacion una funcién?

3. Elnumero de personas que ingresa a cierto supermer-

cado esta determinado por la funcion:

foy = 2L

;Corresponde esta expresion a una funcion par?

4. Lafuncién f(x) = 200x + 150, con x como dias, sefala
la cantidad de peces en un cultivo de truchas en una
hacienda dedicada a la piscicultura. Cuando se obser-
va el cultivo en un intervalo de tiempo de 8 a 15 dias,
;como cambia el nimero de peces?

Formula problemas

5. Inventa un problema que incluya la informacion de la
Figural

Figura 1



Bloque de Algebra y funciones

/5\‘ Pendiente de una recta

En la Tabla 1, se observa que el nimero de latidos del corazon disminuye a medi-
~,  daqueaumenta la edad, pero también se infiere que el cambio sobre el nimero

Explora de los latidos del corazén es constante.

En la Tabla 1, se muestra el nimero Este valor constante indica el cambio de una variable por unidad de cambio
maximo de latidos del corazéon de una de la otra y es llamado tasa de cambio. Graficamente, en el plano cartesiano,
persona sana mientras hace actividad corresponderfa a la pendiente de la recta que modela la situacion.

fisica en un intervalo de 30 segundos.

En general, en una funcién lineal y = f(x), la razoén de cambio de la variable depen-

Edad en Nl’}m.ero diente y con respecto a la variable independiente x se calcula mediante la expresion:
afos HaxIo Y, 7Y
de latidos Pendiente = ——.
X X, — X
y 2 1
20 100 (x, ¥,)y (x, y,) son dos pares de valores de la funcion.
30 95
40 920 G Numero
En la Tabla 2, se muestra que la tasa en o
Tabla 1 . . = maximo
de cambio de los datos sobre los lati- | anos T
« ;Cual es la variacion de la cantidad dos del corazén es constante. Es de- X
maxima de latidos cada 10 afios? cir, su pendiente es —0,5. 20 100
& Y, %5100 _ _ .
Solo las funciones lineales o afines 0 9 30 — 20 ’
tienen una tasa de cambio promedio 3 > 90 — 95
=—05
constante. 40 — 30
40 90

labla 2
Ten en cuenta

En una funcién lineal y = mx o en una funcién afin y = mx + b, la constante
de proporcionalidad m corresponde a la pendiente de la recta mediante la
cual se representa la funcion.

Si las variables en una funcion lineal o
afin no tienen ninguna dependencia,
la tasa de cambio o pendiente es cero.

Ul peacuerdo con lo anterior, tanto las funciones lineales como las funciones afines

son crecientes en sudominio, si su pendiente es positiva y son decrecientes en
su dominio, si su pendiente es negativa. Ademas, una funcion afin es constante
si su pendiente es cero y corresponde a una recta paralela al eje X.

Ejemplo 1

v Para hallar la pendiente de la recta de la Figura 1, se consideran dos puntos que
pertenezcan a ella, por ejemplo, (x, y,) = (1, =4) y (x, y,) = (2, 1). Luego, se
reemplazan los valores correspondientes en la expresion general de la pendiente:

v, =V 1—(—4)
T+ =2 1L =
| X m X, X, 2—1

=5.

—

Por lo tanto, la pendiente de la recta dada es 5.

Actividad resuelta

Razonamiento
Figura 1

@ Estudia la funcién f(x) = 3x — 5 a partir del anlisis de su pendiente.
Solucion:

La funcion afin f(x) = 3x — 5 es creciente en el intervalo (—es, o), porque
la pendiente es positiva (3 > 0). Su representacion en el plano cartesiano
es una recta que corta el eje Y en —5.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Definir y reconocer una funcién lineal de manera algebraica y grafica (con o sin el empleo de la

tecnologia) e identificar su monotonia a partir de la grafica o su pendiente.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2  Encuentra la pendiente de la recta que pasa por los
@ puntos dados.

a. (—1,0)y(0,1)
¢ (—1,4)y(2 4
e. (—1,4y(—=5 —2)

b. (0,1)y (1,0)
d (—64)y(5 —2)
f.34)y3 —2)

Razonamiento

3 | Clasifica cada recta obtenida en la actividad 2 segln
© sea creciente, decreciente o constante.

Comunicacion
4 | Leeyresuelve.

©  Cuando la pendiente de una recta es indeterminada,
dicha recta es vertical (paralela al eje Y). Por ejemplo,
x = 3 es la ecuacion de una recta cuya pendiente no
puede determinarse. Su grafica se muestra en la Figura 2.

Y

Figura 2

Traza la grafica de las siguientes rectas.
b.x=4
dx=6

a.x=—3

cx=-—5

5 | Calcula la pendiente de las rectas que se muestran en
o lasfiguras 3.2 6.

a. Y b. Y X
Ol ;
A
f X
@)
\
Figura 3 Figura 4
c 14 d. Y
! X ! X
0 \
\

Figura 5 Figura 6

Razonamiento

6  Estudia las tablas de valores. Luego, clasificalas,
© segun corresponda, en funciones crecientes, decre-
cientes o constantes.

a b.
-2 7 —2 55
—1 7 —1 525
0 7 0 5
1 7 1 4,75
2 7 2 4,5
Tabla 3 Tabla 4
C. d.
—1 1 —1 —10
0 13 0 —8
1 15 1 —6
2 17 2 —4
Tabla 5 Tabla 6
e. f.
=1 6 —1 100
0 8 0 80
1 10 1 60
2 12 2 40
Tabla 7 Tabla 8

Resolucion de problemas

@ El encargado de pruebas de velocidad de una empresa
© aeronautica desea conocer la velocidad de un avion
en cierto intervalo de tiempo. Al realizar una medicion
del tiempo en minutos junto con la distancia recorrida

en kilémetros obtuvo los datos de la Tabla 9.

20 100
30 125
40 150

Tabla 9

a. Halla una funcién afin lineal que modele la
situacion.
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‘6

\
Explora

La recta de la Figura 1 pasa por el
punto (1, 3) y tiene como pendiente

el valor — l.
4
~1Y a3
—

1 T~
X

(0]
Figura 1

o jCudl es la ecuacion de la recta?

_ /

Ten en cuenta

La pendiente de una recta es la incli-
nacién que tiene con respecto al eje
positivo de las x. La pendiente —%
indica que esta disminuye una unidad
en y por cada cuatro unidades en x.

CULTURA del Buen Vivir

La fortaleza

Elvalor de la fortaleza permite afrontar
la realidad de las cosas con madurez
y equilibrio emocional.

e Cuando tu mejor amigo pasa por
momentos dificiles, jcomo puedes
inspirar en él el valor de la fortaleza?

Ecuacion de la recta

6.1 Ecuacion de la recta conociendo la pendiente y un punto
Cuando se conocen la pendiente (m) y un punto (x, y,), puede utilizarse la
expresion algebraica de la pendiente para determinar la ecuacion de una recta.
Y=Y
X=X,

m = =>x=—x)m=—y)=>—y)=mkx—x)

Alaexpresion (y — y,) = m(x — x,) se le conoce como ecuacién punto-pendiente.

. . 1
Para el caso de la recta que pasa por el punto (1,3) y tiene pendiente — 7 se reempla-
zan estos valores en la expresion general de ecuacién punto-pendiente y se obtiene:

G=y)=mx—x)= =3 =71

1.1
y—3= 4x-l— 4
1 .41
y= 4><+ y +3
1 13 iy
Y=o + 4 Ecuacion de la recta

La ecuacién de una recta dados la pendiente m y un punto (x, y,) es:
(v = y) = mlx — x)
A esta ecuacion se le denomina ecuacion punto-pendiente.
Ejemplo 1

La ecuacion de la recta que pasa por el punto (—3, 5) y tiene pendiente 2 se
obtiene de la siguiente manera:

(y — 5) = 2[x — (—3)]«——— Sereemplaza en la ecuacién punto-pendiente.

y—=5=2%x+6 Se aplica la propiedad distributiva.
y=2Xx+6+5 Se despeja la variable y.
y =2+ 11 Se obtiene la ecuacion de la recta.

Para elaborar la grafica, basta con considerar que la recta pasa por los puntos
(—3,5)y (—5,1). Observa la Figura 2.

3,5 v
(5,1 P
0
Figura 2
Ejemplo 2
La ecuacion de la recta que pasa por el v
punto (—2, —1) y cuya pendiente es — 1 es: 1 X
y—(=D]=—1x—(=2)] b ©
y+1=—x—-2 (241
0,-3)
y=-x—2-—1
y = —x — 3 (Figura 3)

Figura 3

APPLICA © EDICIONES SM
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Destrezas con criterios de desempeiio:

« Determinar la ecuacion de la recta, conocidos algunos de sus elementos.

« Reconocer a la recta como la solucion grafica de una ecuacién lineal con dos incégnitas en R.

6.2 Ecuacion de la recta conociendo dos puntos

Para determinar la ecuacion de la recta dados dos puntos (x,, ) y (x,, y,), se debe:

. : . Yo h

1.Calcular la pendiente por medio de la expresion m = ~ —x
2 1

2.Usar la pendiente m calculada y uno de los puntos (x, y,) o (x,, y,) para
reemplazar en la ecuacion punto-pendiente (y — y,) = m(x — x,).

Ejemplo 3
En la Figura 4, se observa la recta que pasa por los puntos (—4,5) y (2, 1).

(=4,5)

Figura 4

Para encontrar la ecuacion de la recta conociendo dos puntos de la misma,
se emplea la expresion algebraica de la pendiente, as:

O TR AT Kok T R}
X, = X, 2 —(—4) 6 3
Luego, conm = — % y uno de los puntos, en este caso (2, 1), se obtiene la
ecuacion de la recta en la forma punto-pendiente.
2
Y=y)=mk=-—x)=>-1)=-5TK=2)
—_ 2,44 -2 .44
S>y—1= 3)<+3:>y 3'x+3+1
=Sy=— AX + Lo Ecuacion de larecta
3

Actividad resuelta
Ejercitacion
Determina la ecuacion de la recta correspondiente a los valores asociados
a cierta funcion afin que se registran en la Tabla 1.

X -3 —2 —1 0 1 2
y | 14| —-11| -8 | -5 | —2 | 1
Tabla 1
Solucion:
Sean (x,y,) = (=1, —8)y (x,y,) = (2, 1), primero se calcula la pendiente:
_ YT 1 =(=8) _ 9 _
m= X,—x, 2= (=1 3 =3

Luego, se reemplaza en la ecuacion punto-pendiente:

V=y)=mx—x)=—-1)=3K=-2)
Sy—1=3x—6=>y=3x—6+1
=>y=3x—5

C Razonamiento matematico )

Ecuacion de la recta

Los vértices de un triangulo son los
puntos M(—1, —3),G(2,5) y B(3, —4).
o Halla la ecuacion de la recta que

contiene a cada uno de los lados
del triangulo MGB.

o Elabora la grafica de la situacion
planteada en un plano cartesiano.

Ten en cuenta

e La ecuacion de la recta horizontal
que pasa por el punto (x, y,) es
y =y, ysu pendiente es cero.

o La ecuacion de la recta vertical que
pasa por el punto (x,, y,) esx = X, y
tiene pendiente indefinida.
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/\' Ecuacion de la recta

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el pun-
® to Py tiene pendiente m en cada caso.

a.P(=7,4)ym=5
b.P(—=1,7)ym= =2
c. P(56)ym

I
w

d. P(2,1)ym

] [CSIINY

e. PO, T)ym=—

3 ) Halla la pendiente y la ecuacion de la recta que pasa
® por cada par de puntos.

a. (1, =5y (—21) b. (2,14)y(—1,—7)
c. (—=2,—2)y(0,10) d. (=35 y(—4-1)
e. (—1,0)y (0, —1) f. (=53)y41)

—_

29 13
g (1, ?] y (6, —4) h. (3; ?jy(l ?j
(D) L0

Razonamiento
4 | Selecciona, en cada caso, a cual ecuacion de la recta
corresponde la ecuacion punto-pendiente dada.

a. (yt2)=4kx—2)

ey =14x—10 oy = 4x

oy = 4x ey =4x+ 10
b.(y —3)=2(x+1)

cy=2—5 Yy =2
c(y+4)=-3x-23)

ey =3x—5 ey = —3x
d (y—8)=—5x+1)

ey=—=5x+3 ey = —5x

oy = 5x cy=5%—3

Razonamiento
5 | Determina si es verdadera o falsa cada afirmacioén.

a. Larecta que pasa por los puntos (3, —2) y (4, 0)
tiene por ecuaciony = —2x + 8.

b. La ecuacion de la recta que pasa por (—5, 1)
y(—63)esy =2x+ 9.

c. Larecta cuya ecuacion esy = —6 pasa por los
puntos (—1,6) y (—2,6).

d. La ecuacién de la recta que pasa por (—7,8) y por
(—6,11) esy = 3x + 29.

e. La ecuacion de la recta que pasa por (0, —3)
y (4 —1)esy = %x— 3.
f. La recta que pasa por los puntos (2, —6)
y (—3, 14) tiene por ecuacién y = —4x + 2.
g. La recta que pasa por los puntos (—2,4) vy (4,7)

tiene por ecuaciony = %x + 5.

13
h. La recta que pasa por los puntos [— 1, —7J

5
y(o, —5) tiene por ecuacion y = 5x + %

i. La recta que pasa por los puntos (—5, 2)
y (—9, —6) tiene por ecuacion y = 3x — 3.
Comunicacion

6  Calcula la pendiente de cada recta. Luego, encuentra su
ecuacion considerando los puntos que pertenecen a ella.

a. b.
an y
(1, 4)
/ ©,2)
X X
o) [6)
Figura 5 Figura 6
C. d.
Y Y
4 % (-2, 4 (3.4)
Ol 4 el
~ 1
(20, -6) X
(0]
0, -17)

Figura 7 Figura 8

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Determinar la ecuacion de la recta, conocidos algunos de sus elementos y resolver problemas de aplicacion.

Comunicacion

7 | Determina la ecuacion de cada recta. @ Observa el triangulo de la Figura 16.
a. b. y = (9, 5)
Y Y
1
X
0]
1
A@,0 X
1
1 X 0 B (9, 0)
o)
Figura 9 Figura 10
C d. Figura 16
Y Ay , g .
' % :Qué clase de triangulo es ABC? Justifica tu respuesta.
0 - . . — .
Felipe quiere comprar un videojugo. Tiene $ 50 de su
! % cumpleanios, pero el videojuego original que quiere
9] cuesta $ 290, asf que tendra que ahorrar para juntar el
resto. Su plan es ahorrar $ 20 al mes hasta que consiga
la cantidad que necesita.

Figura 11 Figura 12 . ., ,
o £ a. Escribe una ecuacion que le ayude a saber cuando

tendra suficiente dinero para comprar el videojue-
go. Ten en cuenta que x sera el tiempo en meses
\ y y sera la cantidad de dinero ahorrado. Pasado el

primer mes Felipe tiene $ 70, lo que significa que
% cuando x = 1,y = 70, es decir, la recta pasa por el
0 \ punto (1,70). También sabemos que Felipe espera
X ahorrar $ 20 al mes. Esto equivale a la tasa de cam-
bio o pendiente.

N

Figura 13 Figura 14 . .
e e b. ;Cudntos meses deben pasar para que Felipe pue-

da comprar el videojuego?

Resolucion de problemas

ae lss nteligencias

Ten en cuenta la informacion de la Figura 15. Luego,
responde la pregunta.

@ Una empresa de turismo ha observado que cuando el

® precio de un viaje es de $ 150 se venden 40 asientos,

pero si el precio sube a $§ 180, las ventas bajan a 30
asientos.

\s]

\ A1)
B(:2,-4) .,
Figara 15 a. Encuentra la ecuacion de la recta que representa la
situacion y dibuja su grafica.
;Cuéles son las ecuaciones de las rectas que contienen b. Determina el precio del pasaje si la venta sube a 56
los lados del cuadrilatero ABCD? asientos.
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G Relacion entre las pendientes de rectas paralelas
y perpendiculares

Una manera de resolver la situacion consiste en
=  analizarel comportamiento del dinero ganado por
cada técnico. Para ello, se plantean las siguientes
Un técnico A de reparaciones de elec expresiones en funcion de las horas de trabajo (x).
trodomésticos cobra $ 15 por la visi-

Dinero (D¢lares)

(Explora

] , Técnico Aty =5x + 15 2
ta méas $ 5 por cada hora de trabajo. - _
L - TecnicoB:y = 5x + 10 5
Otro técnico B cobra $ 10 por la visita i
mas $ 5 por cada hora de trabajo. Estas ecuaciones expresan funciones afines. Al
. 5
« En algdn momento, ;los técnicos representarlas en el mismo plang se observa que I
podrian ganar la misma cantidad las rectas correspondientes no tienen puntos en 0] Tiethpo (Roras)

de dinero por igual cantidad de comun, es decir, son rectas paralelas (Figura 1). Figura 1

horas trabajadas? En el contexto planteado, esto significa que, en ningin momento, los técnicos
ganan la misma cantidad de dinero por igual cantidad de horas trabajadas.

- J

Por otra parte, con el analisis conjunto de las ecuaciones y de las graficas, se
concluye que estas rectas tienen la misma pendiente.

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente.

Ejemplo 1
Para determinar silas rectasy = 4x + 1yy = 4x — 7 son paralelas, basta con
analizar sus pendientes.
Recta .y =4x+ 1=m =4
17 X Recta2iy =4x —7=>m, =4

! Lo anterior permite concluir que las rectas dadas son paralelas, pues tienen la
misma pendiente. Sus graficas se muestran en la Figura 2.

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es igual a —1.

Ejemplo 2
TFy Dadas las rectasy = 2x + 1yy = —0,5x — 7, se observa que:

‘ Rectally=2x+1=m =2
Recta2:y = —05x —7=m, = —05.
Ademés:
m -m,=2-(=05 = —1,

por lo tanto, las rectas dadas son perpendiculares (Figura 3).

Actividad resuelta

Razonamiento

Figura 3 @ Encuentra una recta que sea perpendicular a la recta y = 5x + 3, que
pase por el punto (3, 0).

Solucion:

Seam, = 5 la pendiente de la recta dada, es necesario encontrar el va-
lor de m, tal que m, - m, = —1. Como el valor que satisface la igual-

1 - 1 .,
dad es — 3 entonces se asume que m, = — = Usando una ecuacion

punto-pendiente, se encuentra que la ecuacion buscada es:

3

G=y)=mx—x)=H=0=—gk—3)= y=—gx+o.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Indica, en cada caso, si las rectas dadas son paralelas
® o no.Justifica tus respuestas.

ay=4x—2yy=4x+3

__2 - _3
b.y= 3><+6yy 2x+1
c.y=—6x—2yy=—6x—%

dy=2+ %yy=2x—7
e.y=—%x+11yy= —4x + 11
fLy=14—7xyy=7— 14x
gy=2Xx—1yy=1—2%

3 | Estudia la pendiente de cada recta. Luego, indica si las
rectas de cada par son perpendiculares o no.

a.y=—%x+7yy=—%x—1
b.y=9—4xyy=—%x+3
c.y=3x—1yy=1—%x

d.y=—x—%yy=x+5

e.y=7x+%yy=7x—%

Razonamiento

4 | Determina si las rectas cuyos valores se registraron en
las Tablas 1y 2 son paralelas o perpendiculares.

X y = f(x) X y = fx)
—2 6 —2 -3
—1 55 =1 =1
0 5 0 1
1 4,5 1 3
2 4 2 5
Tabla 1 Tabla 2

5 | Deduce si, en cada caso, las rectas son paralelas o per-
pendiculares.

a. Una recta que pasa por los puntos (2,11) y (—1,2)
y otra recta que pasa por (0, —4) y (—2, —10).

b. Una recta que pasa por los puntos (—2, —7) y (1,5)
y otra recta que pasa por (4, 1)y (—8, 4).

¢. Unarecta que pasa por los puntos (3, 1) y (—2, —2)
y otra recta que pasa por (5,5) y (4, —6).

d. Una recta que pasa por los puntos (0, 1)y (—2, 1)
y otra recta que pasa por los puntos (0, 0) y (—4, 2).

Reconocer la relacion entre las pendientes de rectas paralelas y perpendiculares, y resolver ejercicios.

Comunicacion
6 | Encuentra las rectas perpendicular o paralela ala recta
dada, segiin se indique.
a. La ecuacion de la recta perpendicular a
y = —3x + 5 que pasa por el punto (2, 6).
b. La ecuacion de la recta paralela a la recta
x — 5y = 15 que pasa por el punto (—2, 5).
c. La ecuacion de la recta perpendicular a
y = —3 + 5x que pasa por el punto (4, —2).
d. La ecuacion de la recta paralela a la recta
y = 6x — 9 que pasa por el punto (—1, 4).

e. Laecuacion de larecta paralelaa 0 = 7 — 3y + 5x
que pasa por el punto (9, 2).

7 ) Observa la grafica de la Figura 4. Luego, realiza lo que
® seindicaa continuacion.

figura 4

a. Encuentra la ecuacion de la recta paralela a la
recta n, que pasa por el punto (2, 1).

b. Encuentra la ecuacion de la recta perpendicular a
la recta n, que pasa por el punto (—2, 1).

Y B

1, \
C
o) X

Figura 5

a. Encuentra la ecuacion de las rectas que contienen
los lados AB y BC .

b. ;Puede afirmarse que el triangulo es rectangulo?
Explica tu respuesta.



Prueba Ser Estudiante

A continuacion se presentan ejercicios con cuatro alternativas de solucion, de las cuales, una sola es la correcta. Sefiala en la tabla de
respuestas, el literal que consideres correcto.

1. El conjunto de todos los valores que toma la variable 4. Una empresa que transporta materiales de construc
independiente es: cion establece sus tarifas de la siguiente manera: $ 5 por
kilémetro recorrido y $ 15 por cada viaje. ;Cuanto cos-

A. el dominio de la funcién . .
tara trasladarse 300 km en un viaje?

B. el recorrido de la funcién A.$1375
C. la grafica de la funcién B. $ 4 505
D. la monotonia de la funcién C.$1575

D.$1515

2. De las siguientes funciones ;cuales son crecientes?

ah()=3x—1 b.g(x) =X +2 cj(x) = 2x 5. La grafica que corresponde a larecta x = 6 es:

A.
A.ayb r
B.ayc 1
5
0
C.byc
D. todas B.
Y
3. De las siguientes graficas de funciones podemos
afirmar que son: o
y -1 |©
1 C
. X Y
1' X
0
iy 0000 ALl
\ D. ,
=
T~ O 1
X
0
|
l

6. ;Cudl de los siguiente puntos pertenecen a la recta
A. pares

y=7x— 337
B. impares A. (5 —2)
C. par e impar B. (2 —5)

C. (4, —5)

D. impar, par D. (=4 —5)

=
A
0
o
z
&l
Y
a
o
©
<
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Indicadores de logro:
o Determina la monotonia de funciones.
o Resuelve ecuaciones de primer grado con una incognita en R, de manera

grafica y/o algebraica.
7. De las siguientes funciones, jcuales son decrecientes? 10. Delasiguiente grafica, icual eslarectacorrespondiente?
a.h(x)= —x—1 b.g(x)=x—1 Y

ap(x)=—2x—1

A.ayc 1
X

B.ayb @
C. byc
D. todas son decrecientes

A x=—4

8. De las siguientes funciones, ;cuales son pares?

B. x=—-3
a. gx)=x*b. k(x)=x*+1

C. x= 3
c.plx) = x° X

D. x= 4
A ayb

11. La recta que pasa por los puntos (2, — 6)

B. byc y (— 3, 14) tiene por ecuacion:
C.ayc A y=4x+2
D. todas son pares B. y=dx—2

: Cy=—4x+2
9. Por el alquiler de una buseta para 10 personas, se 4

cobra $ 30 diarios mas $ 4 por kilometro. ; Cual es la D.y=—4x—2

funcion que relaciona el costo diario del alquiler con el 12. Determina el conjunto de los valores que debe tomar

ndmero de kildmetros? a para que la recta que pase por los puntos (—2,3) y
(a, —8) siempre tenga pendiente negativa.

A y= 4x+ 30

A a>—2
B. y=30x+4

B. a>—4
C. y=x+30

C.a>2
D. y=4x—30 D a>4

Tabla de respuestas

N
NO
N
(@]
N
N
N
()

O |0 | |> BN

O 0O |® |>
O |0 |w | > S
T [O |Z [> B
O [0 |x |[> K
O |[O |x |[> K
O[O |o |[> K
O |0 |m | > B
Q|10 |® |>
Q|10 |® |>
Q|10 |® |>

A
=
A
4
o
[}
A e
©
<C
o
ED
<




Construyendo la Cultura del Buen Vivir

Crisis alimentaria universal

Actualmente los principales cambios en la economia
mundial, tales como el crecimiento de los flujos comerciales,
los grandes volimenes de inversion, la revolucion de las
telecomunicaciones y los transportes, entre otros, no
se han visto reflejados en la reduccion del hambre. Las
hambrunas y el hambre siguen presentes en la era de la =

revolucion digital y de los viajes espaciales. ; ! -

Causas de la crisis alimentaria

L=
sauonIpI WS

Uno de los grandes problemas de este siglo es la escasez de alimentos, la poblacién
humana crece cada vez mas y los alimentos no se distribuyen de igual manera entre
todos. Ademas la produccion de alimentos pareciera no ser suficiente para tanta
gente. Definitivamente, las causas de esta crisis alimentaria son variadas.

- Se utiliza para
producir biocom-
bustibles

> Alta densidad
demogréfica

e ———
SM Ediciones

- Sequias
producidas por el
cambio climatico

(CA © EDICIONES SM




Construyendo la Cultura del Buen Vivir

Actaa para reducir la crisis alimentaria

Explica por qué las siguientes actividades ayudarian a reducir la crisis alimentaria.

1.Tener huertos caseros. 2.Usar plantas decorativas en vez de 3.Desplazarse en bicicleta o caminando.
comprar flores.

Trabajo en grupo

Conexion con las matematicas 1.Dibujen en un cartel la grafica de crecimiento poblacional
Thomas Malthus (1766-1834) fue de las personas y de los recursos naturales, segtin los datos

un clérigo inglés con gran influencia calculados por Malchus.
en la politica de su época, que se Y
hizo famoso por su teoria de la po-
blacién. Fue el primero en asegurar
que el crecimiento de las poblacio-
nes sigue un modelo exponencial
yenalertaralos dirigentes de la épo-
ca acerca de que los recursos natu-
rales no crecifan tan rapidamente.

o
[o3
o

%)
=9
m
Q.
o
<]
™
&

w
o
D
o

A pesar de que la teoria de Malthus fue rebatida, sirvié como .
base para calcular modelos mas precisos para expresar el
crecimiento de las poblaciones y de los recursos humanos.

o
D
o

X
« En la siguiente tabla se muestran algunos valores
, , 1796 1797 1798 1799 1800 1801 1802 1803
calculados segln la teoria de Thomas Malthus.
Afio Personas Alimento 2.Describan el comportamiento de las curvas de crecimiento
(millones) (millones de de la poblacién de personas y de los recursos naturales.
toneladas)

1796 1000 1000

1797 2000 2000 3.Argumenten qué sucederia con la poblacién humana vy
1798 4000 3000 las hambrunas en caso de que la teoria de Malthus fuese
1799 8000 4000 completamente correcta.
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Habllldade%ﬂ[@

Describe Evaluar informacion confiable y comunicarla es mas atractivo y divertido
.. con Wideo. Esta es una red social en la que puedes realizar audiovisuales
una tematlca de manerasencillay agradable. Los videos elaborados pueden compartirse
. y almacenarse en http://wideo.co/. En esta actividad, aprenderas a hacer

con WIdeo y compartir un video en Wideo.

1 Abre tu cuenta en Wideo

a. Vealadireccion |- wwwwidesco  y da clic sobre el boton [ EELAE-

b. Selecciona la opcion de plan gratuito. Alerreenidof Qué plan quieres pars ol Wideo?

c. Diligencia el formulario con los datos solicitados, elige
el perfil Estudiante y luego oprime Registrarme.

d. Da clic sobre la plantilla + En blanco para crear un nuevo B
video y observa el video tutorial. e e —r

e. Escribe los datos de tu nuevo video: Titulo, Tipo de video, T |
Descripcion y Etiquetas (palabras clave) y da clic sobre :

2 Reconoce el entorno de Wideo
a. Barra de herramientas
b. Editor de escenas
c. Linea de tiempo y Explorador de objetos
d. Zona de trabajo

ol 3 Crea tu video

00,
}gi a. Busca informacién de fuentes confiables sobre las maneras de expresar nimeros en notacion
1 cientifica y haz un borrador con una descripcion detallada sobre la tematica.

1
100 1.
1] b. Incluye un texto asi: o
1 . -
™ « Vealabarra de herramientas y escoge la opcion S BEO E="TERIT

1 T |
to Texto. ] = e
10y . . .
ol « Da doble clic en Escribe texto aqui, edita el texto =
09, ’ .« wn
101 y ubicalo como prefieras dentro de la zona z
1 . =2
11 de trabajo. g
10 1 u@J
100 6
£




Habilidades digitales

a. Da clic sobre la opcién Objetos en la ba-
rra de herramientas y luego sobre conos.

4 Incluye una figura en tu video | Iconos |

b. Selecciona un icono y luego edita su ubi-
cacion y tamafio en la zona de trabajo.

c. Edita el fondo. Da clic sobre la opcion
Fondos de la barra de herramientas
y selecciona el que mas te guste, para
ponerlo en tu video.

5 Anima los objetos de la escena

a. Da clic sobre el objeto que vas a animar en el explora- ’7
Animar nbjero
dor de objetos y luego oprime el botdn Animar objeto '

en la zona de trabajo. - [oram

= e
b. Escoge una ubicacion inicial del objeto y da clic sobre ! @ @
Definir inicio. Luego usa el punto del centro del objeto, 0 | St

cambialo de lugar y en seguida oprime Confirmar.

c. Ve alinea de tiempo y selecciona una animacion [ : Sy —
para el objeto, tanto a la Entrada como a la Salida
de la escena.

d. Usa los botones Ver escena 'y Ver Wideo para revisar
el progreso de la escena y de la totalidad del video.

6 Guarda y comparte tu video
a. Da clic sobre el boton E para guardar tu video.

b. Oprime el boton E para compartir tu video. Copia el link de tu audiovisual y envialo por

correo a tus compaferos de clase. 10,
10 1
ol
00,
10
10 1
11
D - 10,
eAprende mas 1og
0%
10
i 100
: : . =mon o
Mejora tu video agregando mas escenas. = 101
o, 1
. . . 1
%2 a. Vealeditor de escenas y da clic sobre el boton + Agregar. ? | H
z . . 10
s b. Repite las acciones b a d del paso 3, y los pasos 4 y 5. n 10
2 1l
) 10y
g 170
g




Evaluacion de la unidad

Concepto de funcion Funciones lineal y afin
Comunicacion Resolucién de problemas
1. Identifica la grafica que no representa una funcion.
4. El recibo de facturacion del servicio del agua maneja
a. un cargo fijode $ 15 y cobra $ 3 por cada metro cubico
Y de consumo.
JANERN a. jEs la funcién que relaciona los datos una funcién
\ ' / X lineal? Explica.
\ \ b. Si el consumo del mes fue de 13 m? ;cudl sera el
\Y valor a pagar en la factura?
X Pendiente de una recta
) Razonamiento
™~ . . 0
5. Relaciona las expresiones, segiin corresponda, estu-
1\ X diando el valor de la pendiente de la recta.
0/ ay=—7x+2 Creciente
P b.x=—2 Decreciente
cy=3 Vertical
Modelacion
2. Escribe una ecuacion que relacione los siguientes datos. dy=x-—1 Horizontal
Cantidad Ecuacion de la recta
de personas 2 3 5 7 Ejercitacion
()
Niimero 6. Determina la ecuacion de la recta segin la gréfica.
de pasteles 7 10 16 22
v) y
Funciones crecientes y funciones decrecientes
Comunicacion
3. Leeyresuelve. 2
. . X
En la gréfica se presenta la tasa de mortalidad de una es- ol 3
pecie animal en los Ultimos 20 afos. Saca dos conclusio- T
nes a partir del analisis de crecimiento y decrecimiento.
Tasa de mortalidad de una especie animal 1
. 1995 - 2014 a.y= —?x+3
10
. \ b.y=—-6x+3
6 \.\ e 1
. N~ ,,// Sy =G +3 B,
NS g
2 ; ‘
d——x+25 S
o) z o
1995 2000 2005 2010 2015 ©
S
g




Indicadores de logro:

o Determina la monotonia de funciones.
« Resuelve ecuaciones de primer grado con una incognita en R, de manera grafica y/o algebraica.

Relacion entre las pendientes de rectas 3.
paralelas y perpendiculares B
Ejercitacion 1
7. Responde verdadero (V) o falso (F), segtin correspon- 7? . X
da. Ten en cuenta la informacion de la siguiente figura.
4,
Y
7 / B
17
C / X
A @)
D A
B/ | 4 A
' X 7[

Funciones simétricas
/ / Razonamiento

9. C(lasifica cada funcion segtn sea par o impar.

a. SiD = (1;1,8), la ecuacion de la recta DE es .

=18 O T
\
b. La ecuacion de la recta paralela a BC que pasa 1P
porelpuntoAesy = ——-x +3. () !
c. DE representa una funcioén lineal. () \
4. BC || DE O |
b.
e. Toda recta perpendicular a DE es, a la vez, 4
perpendicular a BC. ()
' X
8. Las siguientes funciones afines, se corresponden con fl 1o \
las graficas de la siguiente forma / \
l \
Sfix)=—x—0,
a. fix) X 5 C
Y
bf)= % +3 /
2 /N //
X
c flx) =4x—1 // IR\
/
d.fix) = 2 — 4x
; 2 d.
\fY ' Y ’
A A I/ \
X
1 \ X 1 X ,[ [o) \
ik o i
g g A
: \
S
g



Sistemas de ecuaciones
lineales

BLOQUE El andlisis y la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales es una de las principales herra-
_ mientas utilizadas para comprender problemas relacionados con la ingenieria, la economia, la
Algebra administracion, los procesos de manufactura y la quimica, entre otras areas del conocimiento.
y funciones

« Consulta sobre los diferentes métodos de solucion de los sistemas de ecuaciones lineales y
escribe tres ejemplos.s.

= -rd:"-
Cultura del Buen Vivir

El optimismo

Ser optimistas nos permite afrontar diferentes situaciones con entereza, ya que esta cualidad nos
ayuda a confiar en nuestras capacidades.

o ;Como crees que se puede contagiar el optimismo a las demas personas?

Da tres ejemplos.

APPLICA © EDICIONES SM
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Aprenderas...

« Sistemas de ecuaciones lineales
» Métodos de solucién de sistemas

de ecuaciones lineales
 Regla de Cramer
« Método de Gauss
e Inecuaciones. Sistemas
Resolucion de problemas

SM Ediciones

Recursos digitales

Habilidades lectoras
O

Demanda y oferta. Punto de equilibrio

a modelacion de la realidad mediante ecuaciones lineales con
Luna o varias incognitas permite calcular valores de las magnitu-

des que intervienen en ellas. Se trata de una eficaz herramienta
algebraica que permite resolver numerosas situaciones relacionadas
con las propias matematicas, las ciencias de la naturaleza, las ciencias
sociales y la vida cotidiana.

En el ambito de la economia, por ejemplo, es comin escuchar las ex-
presiones funcién demanda, funcién oferta y punto de equilibrio.

La funcién demanda es una expresion algebraica de tipo lineal que
permite calcular las unidades de un producto que los consumidores
desean comprar en determinado momento, en funcion de su precio.

La funcion oferta, por su parte, es una expresion algebraica que permi-
te calcular las unidades de un producto que los fabricantes estan dis-
puestos a producir y vender en un determinado momento, en funcién
de su precio.

Dadas las funciones de demanda y de oferta para un producto y para
un momento determinado, se dice que hay equilibrio de mercado si
existe un precio para el cual la cantidad demandada coincide con la
ofertada.

Asi, para calcular el punto de equilibrio en la produccién de un arti-
culo particular, basta con resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

= Solucién: punto de equilibrio

Ecuacioén de oferta
Ecuacién de demanda

Sm Ediciones. (2016). Colombia. Matematica 10.

Actividades
Interpreta

1. ;Cudl es la principal utilidad de las ecuaciones y sus soluciones?

Argumenta

2. En el dmbito econdmico, jcomo se pueden interpretar las expresiones
funcién demanda, funcion oferta y punto de equilibrio?

Propon

3. Consulta acerca de otros costos y gastos que intervienen en el proceso
productivo. Luego, encuentra la relacion entre estos y el concepto de
punto de equilibrio, asociado a la formulacion y resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales.



Bloque de Algebra y funciones

(1

-
Explora

~

Paraingresar a una universidad se apli-
ca una prueba de razonamiento que
consta de 30 preguntas. Por cada res-
puesta correcta se asignan cinco pun-
tos, pero por cada respuesta incorrec
ta (0 que no se responda) se restan
dos puntos.

S2UODIPI WS

« Si un aspirante obtuvo 94 puntos,

Ten en cuenta

En algunos libros asignan otros nom-
bres para clasificar los sistemas de
ecuaciones segln sus soluciones.
Investiga qué otros nombres reciben.

S jcuantas preguntas respondioé bien?j

Sistemas de ecuaciones lineales

La situacion planteada en el Explora resulta interesante, pues es posible pensar
en un método de tanteo para solucionarla. Si el aspirante respondi¢ quince
preguntas bien y quince mal, el siguiente serfa el esquema para el razonamiento:

15 preguntas * 5 puntos — 15 preguntas * 2 puntos = 45 puntos
v v

Preguntas correctas Preguntas incorrectas

De esta manera puede razonarse hasta encontrar una soluciéon. Sin embargo, si se
analiza el problema desde el punto de vista del algebra, puede plantearse la “m”
“w.n

como la cantidad de las preguntas respondidas correctamente y “r" la de las pregun-
tas respondidas de forma incorrecta. As, el problema puede expresarse como sigue:

5m—2r=94 y m+r=30
Si se analizan simultaneamente las expresiones anteriores, teniendo en cuenta

que son las condiciones del problema, se concluye que el aspirante respondio
bien 22 preguntas.

Las expresiones 5m — 2r = 94 'y m + r = 30 conforman un sistema de
ecuaciones lineales, cuya solucion es:m =22y r = 8

Plantear y resolver un sistema de ecuaciones permite resolver situaciones
en las cuales se involucran varias incégnitas que estan relacionadas por
condiciones especificas.

1.1 Generalidades de los sistemas de ecuaciones lineales
Antes de explicar cdmo resolver los sistemas de ecuaciones, vale la pena aclarar

ciertos términos propios de la terminologfa del algebra.

Para indicar un sistema de ecuaciones se utiliza el signo { y se escriben las

ecuaciones una debajo de la otra, como se indica a continuacion (Figura 1).
S5m—2r =94
m+r =230

Un sistema de ecuaciones puede ser 2 X 2 si involucra dos ecuaciones y dos

incognitas. Asimismo puedeser 3 X 3siinvolucratresecuacionesy tresincognitas
o n X nsiinvolucra n ecuaciones y n incognitas.

Figura 1

Resolver un sistema de ecuaciones lineales hace referencia a encontrar los valores
de las incognitas que verifican, simultaneamente, las ecuaciones. Teniendo en
cuenta esto, los sistemas pueden clasificarse asf:

» Compatibles. Aquellos que tienen solucion. Estos a su vez pueden ser:
Compatibles determinados. Aquellos para los cuales hay una tnica solucién.
Compatibles indeterminados. Aquellos que tienen infinitas soluciones.

» Incompatibles. Aquellos que carecen de solucion.

Ejemplo 1
El sistema planteado para modelar la situacion inicial es compatible
determinado, pues para resolverlo, solo se determina que: m =22yr =28

Delamismaforma,ysinsaberningiinmétodo desolucion, puede determinarse
que el sistema conformado por las ecuaciones m + n =3y 2m + 2n = 3 es
incompatible, pues no hay valores que verifiquen simultaneamente las dos
ecuaciones.

APPLICA © EDICIONES SM



Blogue de Algebra y funciones

APPLICA © EDICIONES SM

Destreza con criterios de desempefio:

1.2 Resolucion de un sistema de ecuaciones

En este subtema se trabajaran los métodos para solucionar sistemas de ecuaciones
2 X 2, pero cabe anotar que varios de estos sirven ademas para solucionar los
sistemas 3 X 3y, con algunas variaciones, también para solucionar sistemas n X n.

Antes de hablar acerca de cdémo solucionar un sistema de ecuaciones, es
importante aclarar que solo puede determinarse que la solucion de dicho
sistema es correcta al evaluar las dos ecuaciones con los valores determinados
para las incognitas. Si las ecuaciones se verifican, la solucion es correcta; de lo
contrario, la soluciéon es incorrecta.

Para el problema planteado se encontré que m = 22 y r = 8. Al verificar los
valores del sistema propuesto se tiene que:

Sm—2r=94=5-22—2-8=9%
m+r=30=22+8=30
Puede determinarse que m = 15y r = 15 (como se planted al inicio de la unidad)
no es una solucion para el sistema, pues para la primera ecuacion, se tiene que:
m+r=30=15+15=30
Mientras que para la segunda ecuacion, se tiene que:
Sm—2r=94=5-15—2-15=45

Aunque se verificalaecuacién m + r = 30, puede observarse que parala ecuacion
S5m — 2r = 94, los valores no proporcionan una igualdad; por esta razén no son
una solucion del sistema planteado.

Existen varios métodos para solucionar un sistema de ecuaciones 2 X 2y el uso
de cada uno de ellos depende de las condiciones del sistema y de la habilidad
propia de cada uno para utilizarlo. Los métodos son:

[ Gréficas de las ecuaciones lineales ]

) (e ) [

[ Regla de Cramer j [ Método de Gauss j

[ Sustitucion Igualacion ]

A continuacion se presentan algunas particularidades de cada método.

« Sustitucion, reduccion e igualacion. Estos métodos tienen un componente
algebraico importante; para usarlos, se interpreta cada expresion de forma
similar a una ecuacion, por tal razon se usa la propiedad uniforme de la igualdad
y se respeta el orden en el que se despeja una incognita en la ecuacion.

« Regla de Cramer. Con este método se solucionan sistemas de ecuaciones par-
tiendo del uso de los coeficientes numéricos de cada incognita. De esta manera,
se “obvia” el proceso algebraico para usar un algoritmo aritmético en la solucion.

« Método de Gauss. Es una generalizacion del método de reduccion.

Cada uno de los métodos se explicara con mayor detalle en los siguientes temas
de la unidad.

Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas de manera algebraica.

CULTURA del Buen Vivir

El optimismo

Cuando una persona analiza desde
una perspectiva optimista las diversas
situaciones que enfrenta en la vida,
encuentra mas rapidamente las solu-
ciones a los problemas que se le pre-
senten.

» Piensa en qué le aconsejarias a tu
mejor amigo cuando tiene serias di-
ficultades para entender los temas
de matematicas.

Ten en cuenta

Segln la propiedad uniforme de la igual-
dad, pueden sumarse, restarse, multipli-
carse o dividirse en ambos miembros
de una igualdad por un mismo nimero
y laigualdad se conserva.
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G Resolucion de sistemas por el método grafico

En la situacion presentada en el Explora puede observarse que los litros que sa-
~ len de las dos llaves pueden representarse por dos incognitas, por ejemplo, xy y.

Expl
Xplora Seglin las condiciones del problema, la relacion entre x y y. puede expresarse ast:

Para llenar un tanque de 31 m? se
abren dos llaves, simultineamente.
Una de ellas se cierra siete minutos

Para el tanque de 31 m?*: 7x + 2y = 31
Para el tanque de 27 m*: 4x + 3y = 27

después de abrirla y la otra, dos Asi, pararesponder la situacion debe solucionarse el siguiente sistema de ecuaciones:
minutos después. Luego, se llena

un tanque de 27 m?® con las mismas 7x +2y =131

llaves, pero ahora la primera se cierra 4x +3y =27

a los cuatro minutos de abrirla y la

segunda, a los tres minutos. ) . ) ‘ B
Es posible hallar la solucion del sistema analizando cada ecuacion como una

rectay, por tanto, el sistema se entenderfa como dos rectas que se intersectan
en un solo punto.

Las coordenadas de dicho punto son los valores que satisfacen simultanea-
mente las dos ecuaciones.

%)
=
m
o
e
o
=
)
Q

Ejemplo 1

Para solucionar el anterior sistema de ecuaciones, cada una de las ecuaciones
generales tiene que transformarse en ecuaciones de la formay = mx + b
Y, punto-pendiente.

« ;Cuantos litros salen de cada llave
en un minuto?

Las ecuaciones son:

31 7X 4x
YT 2 / 3
. y . 73
Para la primera ecuacion se tiene que: m = — PR b= -
., . 4
Para la segunda ecuacion se tiene que: m = — 3 yb=9

Ahora se grafican las ecuaciones, conservando una escala adecuada, y se bus-
ca el punto que las dos rectas tienen en comun.

: ¥

Figura 1
Es posible hacer las graficas de las rectas )
usando dos puntos; en la situacion de la
secciéon Explora, se usa la aplicacion de
la ecuacion punto-pendiente. Por lo tanto, de la primera llave salen 3 litros de agua en un minuto y de la

segunda salen 5 litros de agua en un minuto.

En la Figura 1, se observa que el punto en el cual se intersectan las dos rectas es
(3, 5); es decir la solucién del sistemaes x = 3;y = 5.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Reconocer a la interseccién de dos rectas como la solucién grafica de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos

incognitas con el uso de la tecnologia.

2.1 Analisis de la cantidad de soluciones de un sistema
de ecuaciones

Graficamente es posible identificar sistemas de ecuaciones compatibles deter-
minados, compatibles indeterminados e incompatibles.

Ejemplo 2
A continuacion se muestran graficas de los diferentes tipos de sistemas:
Compatible determinado: Compatible indeterminado:
Cuando las rectas se cortan Cuando las rectas se cortan en
en un punto. infinitos puntos (misma recta).
14 14 /‘2 +3=y
2X+y=
1 1
X X
@) @)
xX—y=1
\ 4x 7( =2y
Figura 2 Figura 3
Y .
Incompatible:
y/= = -
, Cuando las rectas son
' X paralelas.
O
2X — Y —/f
Figura 4

Actividad resuelta
Razonamiento

1 ) Determina, graficamente, el tipo de solucion de cada uno de los siguientes
sistemas de ecuaciones:

4x —2y =2 2x +5y =10 3x +9y =18
2x —=5=y 4x + 15y =30 5x +15y =30
Solucion:

Cada una de las ecuaciones de los tres sistemas se escribe de la forma
y =mx + b. Luego, se procede a graficar y se obtienen las Figuras 5a 7 que
se corresponden con los sistemas:

4x =2y =2 2x +5y =10 3x +9y =18

2x —5=y 4x +15y =30 5x + 15y =30

Incompatible Compatible Compatible
determinado indeterminado

El 1 sistema, debido a que las ecuaciones tienen la misma pendiente y no
pasan por un mismo punto, es incompatible.

El 3. sistema, por ser una ecuacion equivalente a la otra es compatible
indeterminado.

TECNOLOGIAS
de la informacion y la
comunicacion

www.e-sm.net/9smt05

Observa este video para repasar el
método grafico de resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales.

amY;
1
I
X
)
Figura 5
Y
~1
i
1 =
)
Figura 6
Y
[~
[~
1
@)
Figura 7
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/2\‘ Resolucion de sistemas por el método grafico

MatemaTICS
-
Grafica sistemas de ecuaciones con G EQG e b ra
A continuacion se presenta el procedimiento para graficar el sistema de ecuaciones. Apariencias
2x +3y =13 -
y g Algebra vy Grificos
4x —y=5 3
y * GCeometria
— Hoja de Ciboulo
« Primero, en el men( Apariencias, selecciona la op- l"«= CAS
cion Algebra y Gréficos. Después de hacerlo, veras . Crificos 3D
una pantalla como la que se muestra a la derecha.
P . B, Probabiidad
« Luego, en la parte inferior de la ventana encon- « Al presionar la tecla Enter, aparece la grafica en el
traras una barra llamada Entrada. En este lugar se planoy la ecuacion correspondiente en la ventana al
digita la ecuacion de la funcién que vas a graficar. margen izquierdo.
L e —— ——— S [T —
m‘i L el i S iy :j m‘. R T
T At 1 T 5
: T

ey e laain ] By rE

Para determinar las coordenadas del punto de intersec-
cién pon una cuadricula a la ventana de las graficas. Para
ello, selecciona en la parte superior derecha el menu
Preferencias. Alli, elige Vista grafica, luego activa la Cua-

* Repite el procedimiento para la segunda ecuacion. dricula dando clic en la opcidon Mostrar cuadricula.
T — — — = LSS ESSS— — ——
[5] & e i e e e [5] & L e o a0 o e e
|:-|— . — 1 :—a. T ¢ T s

5 . I s 5 ‘-I s i
BT , T e i T i
. | Jo T e —
s
oy o |
' -
.I e
/ o
il s S - o P et
i |I
|
{
] : L] ] L]
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Destreza con criterios de desempefio: Reconocer a la interseccién de dos rectas como la solucién grafica de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion 4 | Propon una ecuacion que forme un sistema de ecua-
2 | Grafica en el plano cartesiano las ecuaciones de cada ® ciones con 6x — 2y = —3 de tal forma que sea:
® sistema. Luego, determina su solucion. a. Determinado
b. Indeterminado
x+ty=3
a. '
x—2y=1 ¢. Incompatible
Xx—y=2 Luego, representa la solucién grafica de cada uno de

b. los sistemas que planteaste.
0,2x + 0,5y = 0,1 . . . . -
Finalmente, explica las diferencias, tanto en las graficas

x=—1+y como en las ecuaciones, de los tres sistemas.
C.
x+y=1 L
Comunicacion
x+2y=-2 5  Determina la ecuacion de las rectas del sistema dado.
d. 3x—y=5 ® Luego, los valores aproximados para su solucion.
a.
e e
Razonamiento /
3 Determina la solucion del sistema de ecuaciones en
cada caso. Verificala, reemplazandola en las ecuaciones. 4
. X
: Y
b
3X—5y=—1 /
0‘5" X /
D ois Figura 10
2 b
aky b/‘
xty=1 \
Figura 8
\ X
0
b.
) Y
x+ty=2
Figura 11
1 — :
X
0 ., 5
X=2y=2 Resolucion de problemas §=====
Plantea un sistema de ecuaciones que tenga la solucion
® dada. Ubica dicho punto en el plano y grafica las rectas
a . .
que forman el sistema que propusiste.

Figura 9 ax=2 y =21
b.x=45 y=2
cx=—2 y=-05
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G Resolucion de sistemas por el método de sustitucion

(. N
Explora

En una granja hay patos y cerdos. Al

contar las cabezas hay 50 y al contar

las patas hay 134.

)
2
m
o
O
S
=]
2
Q

» ;Cuantos animales hay de cada
especie?

J

Figura 1

El sistema de ecuaciones que representa la situacion del Explora puede resolverse
con el método de sustitucion. Si se tiene en cuenta que los cerdos tienen cuatro
patas y los patos, dos, las condiciones pueden representarse asi:

m: cantidad de patos n: cantidad de cerdos
Total de cabezas entre todos los animales: m + n = 50
Total de patas entre todos los animales: 2m + 4n = 134
m-+n=50
{ZM + 4n =134

Otra manera de solucionar un sistema de ecuaciones se basa en el principio légico
de la sustitucion, en el cual se propone escribir una incognita en términos de la otra
para una de las ecuaciones y, después, sustituir esta expresion en la otra ecuacion.

Para esta situacion, el principio de sustitucion se aplica como sigue:

m=50—n <= Se despeja m en la primera ecuacién del sistema.
2(50 — n) + 4n =134 «—— Se sustituye m = 50 — n en la segunda ecuacion.
100 — 2n + 4n =134 «—————— Se aplica la propiedad distributiva del producto.

100 + 2n = 134 «——————————— Sedespeja n.
2n =134 —=100=n = % =n=17
Por tanto, la cantidad de cerdos es 17. Ahora, para averiguar la cantidad de patos,

se reemplaza este valor en la expresion m = 50 — n, asi: m = 50 — 17 = 33.
De esta manera en la granja hay 17 cerdos y 33 patos.

Ejemplo 1

Observa como se resuelve el siguiente sistema de ecuaciones.
X+2y=-3
3x+6y=-9

Se elige la primera ecuacion y se despeja x. Luego se realiza el proceso de
sustitucién como en la situacion inicial: x = —3 — 2y.

Después, este valor se sustituye en la segunda ecuacion.
(—3-2)+6y=-9=>-9—6y+6y=—9=>—-9=—9

Como esta igualdad siempre es cierta, se deduce que el sistema tiene infinitas
soluciones; asi que es compatible indeterminado. Graficamente se interpreta
que las dos ecuaciones generan la misma recta, como se observa en la Figura 1.

Actividad resuelta
Razonamiento
2x +y =1

1 ) Resuelve este sistema de ecuaciones )
3x +2y =4

Solucion:
Se despeja y en la primera ecuacién y = 1 — 2x. Luego, se sustituye en la
segunda: 3x +2(1 —2X) =4=>3x+2 —4x=4= —x=4—2

—X =2
De donde se deduce que x = —2 y al reemplazar x en la primera ecua-
cion, se obtiene el valor dey = 5.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio:

Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas de manera algebraica utilizando los métodos de

determinante (Cramer), método de igualacion y método de eliminacion gaussiana.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones con el
meétodo de sustitucion.

x—5y=38
a.

—7x+8y =25
5m—2n=13
b'{m+3n=6
2w+ 5z=—24
C'{8w-—3z==19
7a—9b =38
'{Ba+ﬂb=p

3 Con el método de sustitucion, resuelve cada sistema.

Luego, reemplaza la letra correspondiente al sistema
y completa la frase.

Completa esta frase solo con el valor de la solucién en

la incognita y.
—1
iy =2
. L
a 14 x etra N
1— =y—1
2
3
52
b . Letra |
7 8
xX_Y
5 4
C Letra L
X Y
_—1:_
3 3
y_sx_,
d. 8 6 Letra A
x_3_q
3 4
12x + 5y =—6
e. 5_x_7_y=_12 Letra S
3 6

Para solucionar problemas de matematicas es
necesario desarrollar la capacidad de

-4 3 —4 12 -8 6 —8 6

Razonamiento

4  |dentifica las ecuaciones de las rectas para cada
® sistemay determina, con el método de sustitucion, los
valores exactos de la solucion.

a. y7f
PN

o

-

— o]

de iss Infeligenclas

Analiza los siguientes sistemas y determina el valor
® que debe tomar a o b para que el sistema cumpla la
condicién dada.

x+y=1 Compatible determinado
a.
3x —ay =4 Incompatible
b [Ty =5
—2x+y=4

Compatible determinado

Compatible indeterminado
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4

Resolucion de sistemas por el método de reduccion

Como se ha estudiado en temas anteriores, algunas situaciones en las que se
7\ observa una relacion entre dos datos pueden resolverse al plantear y resolver un
sistema de ecuaciones.

Explora

Martha va al supermercado y com-
pra 4 kg de café y 2 kg de azlcar
por $10. Dias después, nota que no
fue suficiente, asi que vuelve al su-
permercado a comprar 1 kg de café Seglin los datos del problema, se tiene que: 4C + 2A = 10y C + 2A = 4. Asi pue-

En este caso, las iniciales de cada producto serdn las incdgnitas al momento de
plantear el sistema correspondiente a la situacion del Explora.

Sea C: el precio de un kilogramo de café y A: el precio de un kilogramo de aztcar.

y 2 kg de azlicar por $ 4. de plantearse el siguiente sistema de ecuaciones:
4C+2A =10
C+ 2A=4

Al solucionar un sistema de ecuaciones por el método de reduccion, se
intenta eliminar una de las incognitas en el sistema de ecuaciones para
resolver inicialmente una ecuacion de primer grado. Con esta solucion, se
despeja el valor faltante en una de las dos ecuaciones.

. Ejemplo 1
« jCuanto cuesta 1 kg de cada pro- jemp
ducto? Para solucionar el sistema por el método de reduccion pueden seguirse los
v pasos que se describen a continuacion:

1.° Se determina la incdgnita que va a eliminarse; en este caso sera C.

2.° Se multiplica convenientemente, incluso por un nimero negativo, una

Ten en cuenta o las dos ecuaciones para poder reducirlas. Para el caso, se multiplica la

g A o6 segunda ecuacion por —4. Con lo cual el sistema se transforma en:
El método de reduccion sirve cuando se

determina que no es sencillo despejar 4C+2A=10
una de las dos incognitas del sistema de —4C —8A=—16
ecuaciones.

3.° Se reducen las ecuaciones sumando entre si los términos semejantes y los
valores numéricos de esta manera:

4C+2A =10
—4C — 8A =16
— 6A =6

En este caso, la incognita C se elimind de la expresion y el resultado de la
reduccion es una ecuacion con una sola incognita que es A.

CULTURA del Buen Vivir

4.° Se soluciona la ecuacion asi: —6A = —6;y se obtiene que A = 1.

5.° Se reemplaza el valor A = 1 en una de las ecuaciones:
CHt2A=4=C=4—2C=2

Asf que un kilogramo de azlicar cuesta $ 1y un kilogramo de café cuesta $ 2.

El optimismo

Cuando se es optimista se toman
buenas decisiones, porque es posible
tener la mente clara para vislumbrar etividadlecuelca
los mejores caminos. Eiercitacid
jercitacion

 ;Por qué crees que es importante te- ., ‘ 3x =2y =-2
. C 1 ) Observa la solucion del sistema .
ner una actitud optimista frente a la 5x + 8y = —60

vida? Explica. Solucion:

Para eliminar x se multiplica la primera ecuacion por 5y la segunda por
15x — 10y = —10

—3deesta manera: irseti —34y =
—15x — 24y = 180 ,yal reducir se tiene que: —34y = 170.

Asl,y = — Syal despejar una de las ecuaciones para x se tiene que x = — 4.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio:
reduccion.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2 ) Grafica, en el plano cartesiano, las ecuaciones de cada

@ sistema. Luego, determina su soluciéon aplicando el
método de reduccion.

4x +3y =18 3x +8y =34
& sx—6y=3 b-15x + 6y =20
2% + 3y =12 5x + 7y =50
Clx—y=1 “l9x + 14y = 97

Razonamiento
3 Relaciona cada sistema de ecuaciones con su corres-

@ pondiente grafica. Luego, resuélvelo aplicando el mé-
todo de reduccion:

2x +5y =1 3x +3y =10
A lex+7y=3 13x — 7y = 20
8x — 15y = =30 X+2y=-3
“lox+3y=15 4130+ 6y =—9
b /
>
N
1
1 o)
Figura 1
Nty
o I=d
aN
b~ Figura 2
‘b\ Y
T
~L X
O] R~
~
Figura 3

Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas de manera algebraica, utilizando el método de

Modelacion

4  Inventa para cada caso una nueva ecuacion con la

@ cual puedas formar un sistema de ecuaciones que
cumpla las condiciones dadas:

Ix — 3y =27
a. Compatible determinado
S5x + 6y =27
b. Compatible indeterminado
3x—4y =1
C. Incompatible
d. v
i
) T
— X
o o}
Figura 4
Incompatible
e 3 1%
1
X
o]
Figura 5

Compatible indeterminado

Resolucion de problemas

Observa el siguiente sistema de ecuaciones y luego
responde las preguntas.

ax+by=0
a,x+by=0

a. ;Cual seria la solucién de dicho sistema? Escribela
en términosdea, b, a,yb..

b. ;Para qué valores de a, y b, tiene el sistema infinitas

soluciones?
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Resolucion de sistemas por el método de igualacion

Para plantear el sistema de ecuaciones de la situacién propuesta en el Explora se
consideran las siguientes incognitas:

\

EXp|0ra X primer nimero y: segundo numero

La suma de dos nimeros es 51. Si X+ y=51

se divide el primero entre tres y el X oy <— Sistema de ecuaciones que describe la situacion
segundo entre 6, la diferencia de es- ——==1

. 3 6
tas fracciones es 1.

El método de igualacion para solucionar sistemas de ecuaciones consiste

; en despejar la misma incégnita en las dos ecuaciones y luego, aplicando la

vh transitividad de las igualdades, se igualan y se despeja la otra incognita.
‘- Ejemplo 1

El sistema presentado en la situacion inicial se soluciona de la siguiente manera:
1.° Se despeja y en las dos ecuaciones.

y=—xt51

{ y=2x—56

's'§uop|p3

« ;Qué par de nimeros verifican es-
tas condiciones? y 2.° Se igualan los valores de y.
—X+51=2x—6

3.° Se despeja x.
—X—2X=—6—75]
—3x = —57

Xx=19

4.° Se calcula el valor de y.
Despejar la variable y en las ecuacio-

nes de un sistema, permite que las
ecuaciones queden presentadas como Asi, los dos nimeros que solucionan el reto son 19y 32.
ecuaciones canodnicas de las rectas.

.4 Actividad resuelta

Ejercitacion

y = —x+ 51,dedondey = 32

m—3n=15
1 ) Resuelve el sistema .
5m + 6n =27
Solucion:
En este caso se elige m para despejar en las dos ecuaciones:
+ —
Im=15+3n=m= y y 5m = 27 — 6n, luego, m = y
. . . 15+3n _ 27 —6n
Ahora se igualan las expresiones y se despeja n: 7 = :
5(15+3n) = 7(27 —6n)
75+ 15n = 189 — 42n
e - 15n + 42n = 189 — 75
57n = 114
n = 2

| Se reemplaza el valor de n en una de las dos ecuaciones despejadas

ol 1 ) 15+3n ;
para asi hallar el valor de m: m = —————, asi para n = 2 se tiene que
_154+302) 7
m=——"m=3.

La solucién para el sistema serd m = 3y n = 2 (Figura 1).

Figura 1

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio:

igualacion.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

2 | Resuelve los siguientes sistemas con el método de

igualacion.
3x = —4y b 5a+2b=15
a. )
5x — 6y =38 2a+b=5
w—2z=10 3s+ 4t =15
“low+32=—8 Nos+t=5
X Yy 7
—_—t == )% y
24+ 2=
e. 3 112 f.93 4
A A X —dy =4
2 3 6

Razonamiento

3 | Descubre el error en el proceso y justifica por qué los
valores dados no son la solucion del sistema planteado.

m-+4n=13
a.

S5m—2n=19
4n =13 —7m S5m—2n=19
13 —7m 19 + Sm
n:— n:—
4 2
13—7m _ 19 + 5m
4 2
26 — 14m = 76 + 20m
—14m — 20m = 76 — 26 —34m =50
50 25
m:—_:—_
34 17

Reemplazando para n se tiene que:

2
13—7(—5j
17 99

n— ——— =

4 7
De este modom = — éynz 2
17 17
x+2y=10
b. 2x+4y =5
x=10—2y - 2=y
s 2
10—2y=5% 20—2y=5—4
—2y+4y=5-20 yz—%

Remplazando para x se tiene que:

s—4(-2)
N 2) 35

2 2

X =

Deestemodox=% yy = —%.

Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas de manera algebraica, utilizando el método de

Razonamiento

4 | Utiliza las siguientes ecuaciones para plantear dos sis-
® temas de ecuaciones incompatibles, dos compatibles
indeterminados y dos compatibles determinados.

Coom) G

X +y =100

x—y=12

Corsmsn) (50

2x + 10y = 40

2X—y=-3

[3x—30y=15} [ 3x+3y=15}

—8y + 20x = 40

2y —x =1

5 | Relinete con cuatro compafieros mas y solucionen el
® siguiente sistema de ecuaciones a partir de los cinco
métodos trabajados en la unidad.

1,5x — 2y =1
25x =3y =6

Cada uno elegird uno de los métodos. Al terminar,
comparen sus soluciones y evallen cual es el método
mas efectivo para este sistema.

Resolucion de problemas

Halla dos néimeros tales que si se divide el primero
entre 3y el segundo entre 4, la suma sea 15; mientras
que si se multiplica el primero por 2 y el segundo por
5, la suma sea 174.

Un numero consta de dos cifras cuya suma es 9. Si se
invierte el orden de las cifras el resultado es igual al
numero dado mas 9 unidades. Halla dicho numero.

Un ntmero esta formado por dos cifras cuya suma
es 15. Si a la cuarta parte del nimero se le suma 45, el
resultado es el nimero con las cifras invertidas. ;Cual es
el nimero?
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/6\' Resolucion de problemas mediante sistemas

de ecuaciones

~
Explora

Hace 4 anos la edad de Cristina era
el doble de la de Juliana. Dentro de 8

anos la edad de Juliana sera El dela
o 8
de Cristina.

o

o ;Qué edad tienen actualmente

Cristina y Juliana?

J

Ten en cuenta

Puede elegirse cualquiera de los mé-
todos de solucion presentados en la
unidad; la idea es usar aquel que pue-
da aplicarse con mayor facilidad.

La resolucion de problemas es uno de los aspectos mas importantes de las mate-
maticas y, en muchas situaciones, los problemas tienen solucién desde el algebra.

Este es el caso de los problemas que relacionan edades; por ejemplo, para la si-
tuacion planteada en el Explora, pueden definirse incognitas y condiciones para
estas seglin el contexto de la situacion, as:

x: la edad actual de Cristina

y: edad actual de Juliana

Plantear y solucionar un problema en el que se involucran sistemas de
ecuaciones se basa en escribir en forma algebraica, con incognitas, las diferentes
condiciones del problema. Luego, el sistema generado se resuelve con alguno de
los métodos estudiados anteriormente y se determina la respuesta al problema.

Ejemplo 1
Seglin los datos del problema:
x — 4: edad de Cristina hace 4 afios
y — 4:edad de Juliana hace 4 afios
X—4=2(y—4)
Ademas:
x + 8 edad de Cristina dentro de 8 afios
y + 8 edad de Juliana dentro de 8 afos

2+ 9=(+8)

Asi las condiciones planteadas en el problema forman un sistema de ecuaciones
lineales:
x—4=2(y—4)

%(x+8)=(y+8)

La solucion de este sistema determinara las edades actuales de Cristina y de
Juliana.

Por el método de sustitucion se tiene que:
x=2(y—4)+4 x=2y—8+4 X=2y—4

Ahora, se reemplaza x en la segunda ecuacion y se tiene que:
%(2y—4+8)=y+8
10y +20 =8y + 64
My —8 =64—20 = 2y =44
De esta manera, y = 22y x = 2y — 4. Por lo tanto, x = 40.
En conclusion, Cristina tiene 40 afios y Juliana tiene 22.

Al finalizar la solucion, es importante verificar que la respuesta hallada cumpla
las condiciones y el contexto del problema. Para ello, se reemplazan los valores
en el sistema de ecuaciones, ast:

40—4=2(22—4)

APPLICA © EDICIONES SM

§(4o+8)=22+8



Bloque de Algebra y funciones

APPLICA © EDICIONES SM

Destreza con criterios de desempefio:

Resolver y plantear problemas de texto con enunciados que involucren funciones lineales y sistemas de dos

ecuaciones lineales con dos incégnitas e interpretar y juzgar la validez de las soluciones obtenidas dentro del

contexto del problema.

Actividades resueltas
Resolucion de problemas

En una gran rebaja Pablo pagd $50 por 3 chompas de colores y
5 pantalones. Lucia compré 5 chompas y 7 pantalones por $74 . ;Cuanto
cuesta cada chompa? ;Cuanto cuesta cada pantalén?

En ocasiones resulta Util organizar las condiciones del problema en una tabla.

Precio de una chompa X
Precio de 3 chompas 3x
Precio de 5 chompas 5x
Precio de un pantalon 1%
Precio de 5 pantalones Sy
Precio de 7 pantalones 7y
Dinero que paga Pablo 3x + 5y =50
Dinero que paga Lucia Sx+ 7y =74

Tabla 1

Para resolver el sistema con el método de reduccion se multiplica la
primera ecuacion por 5y la segunda por —3:

15x 4 25y = 250
—15x — 21y = —222
4y =28
y=7
Ahora se despeja x en la primera ecuacion:
3x =50 — 5yycomoy =7, se tiene que:
3x =50 —5(7) 3x =50 — 35
xX=5
Una chompa cuesta $5 y un pantalén cuesta $ 7.

@ Dos niimeros estan en relacion 3 a 4. Si el menor se aumenta en 2 y el mayor se

disminuye en 9, la relacion es 4 a 3. ;Qué par de nimeros verifican esta relacion?

Se determinan las incognitas asi: w: nimero mayor y z: nimero menor.

oy . ., o z 3
La expresion “estan en relacion 3 a 4” puede escribirse — = R
w
Ahora, la expresion “si el menor se aumenta en 2 y el mayor se disminuye
., L ., Zz+2 4
en 9, larelacion es 4 a 3" puede escribirse ast: = —.
w—9 3
Por lo tanto, el sistema que describe el problema sera:
z 3
w4
z+2 4
w—9 3

El sistema organizado convenientemente se transforma en:

4z —=3w =0
,paraelcualz=18yw = 24.
37— 4w =—42

Por lo tanto, el niimero menor es 18 y el nimero mayor es 24.

(En la calculadora)

Para verificar si los valores encontrados
al resolver un sistema de ecuaciones es
correcto, se puede emplear la calcula-
dora. Por ejemplo en la actividad 1, se
puede digitar la siguiente secuencia.
9000000000
[ 7 ) Jexe

Y se obtiene 50.

o Utiliza la calculadora para verificar
la solucién del problema resuelto
en la actividad 2.

Ten en cuenta

.,z
La expresion = —es
w—9 3
equivalente a la expresion

3(z+2)=4(w—9).
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de ecuaciones

Desarrolla tus destrezas
Comunicacion

3 | Selecciona el sistema de ecuaciones que modela el
® problema y encuentra la repuesta a la pregunta. Hay
mas de un sistema correcto.

Alex y Felipe son carpinteros. La materia prima
necesaria para hacer un mueble grande les cuesta $500
y para un mueble pequerfio $300. Si tienen $57000 y
quieren hacer 150 muebles, ;cudntos muebles de cada
tamafo podran hacer?

500 + y = 150
* {X+300y=57000
x+y=150
'{5x+3y2570
x +y =150
“ {SOOX +300y = 57000
x + y = 57000
'{500x+300y =150

Modelacion

4 | Plantea un problema cuya representacion algebraica
® sea el sistema de ecuaciones dado.

xty=13 3x — 30y =15
a'{x—y=1 '{Zx+10y=40

8x +3y =37 x—5y=4
C'{Sx—3y=50 ‘{3x+5y=32

x—y=5 3x+y =40
'{—2x+4y=6 f'{5x—7y=—20

Razonamiento

5 | Segln cada situacion, plantea el sistema de ecuaciones
correspondiente y verifica la solucion.

a. Dos nimeros tales que su suma sea 40 y su
diferencia sea 14.

b. Dos nimeros para los que su suma sea 12y el
doble del mayor mas el menor sea 20.

c. Dos nimeros que sumados den 10 y sumadas sus
mitades den 4.

d. Dos nimeros cuyo producto sea 56 y cuya dife-
rencia sea 2.

e. Dos nimeros primos que sumen 24 y para los
cuales la suma de sus dobles sea 48.

Resolucion de problemas mediante sistemas

)}

Completa el dibujo que representa las condiciones
® planteadas para cada situacion. Luego, escribe el
sistema de ecuaciones correspondiente y soluciénalo.

a. El perimetro de un rectangulo es de 40 metros. Si
se duplica el largo del rectangulo y se aumenta en
6 metros el ancho, el perimetro es de 76 metros.
;Cuales son las medidas originales del rectangulo?
;Cuales son las medidas del rectangulo agrandado?

Figura 1

b. Un rectangulo tiene un perimetro de 392 metros.
Si mide 52 metros mas de largo que de ancho,
;cudles son sus dimensiones?

Figura 2

c. La altura de un trapecio isésceles es de 4 cm, la
suma de las medidas de las bases es de 14 cm y los
lados oblicuos miden 5 cm. Averigua las medidas
de las bases del trapecio.

Figura 3

d. Uno de los angulos agudos de un triangulo rectan-
gulo mide 18° mas que el otro. ;Cuanto mide cada
angulo del triangulo?

Figura 4

Resolucion de problemas

@ Con dos camiones cuyas capacidades de carga son res-
pectivamente de 3y 4 toneladas, se hicieron en total 23
viajes para transportar 80 toneladas de madera. ;Cuan-
tos Viajes realizd cada camion?
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El costo de las entradas a una funcién de titeres es

de $30 para los adultos y $20 para los nifios. Si el sa-
bado pasado asistieron 248 personas y se recaudaron
$5930, ;cuantos adultos y cuantos nifios asistieron a

Sien un parqueadero hay 55 vehiculos entre automo-
viles y motocicletas, y en total se cuentan 170 llantas,
;cuantos automoviles y cuantas motocicletas hay es-
tacionados en el parqueadero?
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esa funcion?

@ La edad de Patricia es el doble de la de su herma-
no Lucas. Hace 5 anos, la suma de sus edades era
igual a la edad actual de Patricia. ;Cual es la edad

de cada uno?

@ Halla dos nimeros tales que la suma de un cuarto del

primero mas un tercio del segundo sea igual a 3y que

@ Marta y sus amigos pagaron $109 por 5 libros y 7 si se multiplica el primero por 5 y el segundo por 7 se

cuadernos. Si la semana anterior compraron 8 libros obtenga 62 como suma de los productos.
y 11 cuadernos y la cuenta fue de $173, jcuanto cuesta
cada libroy cuanto cuesta cada cuaderno? @ Un automovil que avanza a 70 km/h lleva una venta-

ja de 90 km a otro que avanza por una via paralela a
Don Pedro y don Pablo fueron a comprar semillas.

Don Pedro compré 4 sacos de maiz 'y 3 sacos de fréjol

110 km/h. Calcula el tiempo que tarda el segundo au-

tomdévil en alcanzar al primero y la distancia recorrida

y don Pablo, 3 sacos de maiz y 2 de fréjol. La carga de para lograrlo,

don Pedro fue de 480 kilogramos y la de don Pablo de

340. jCuanto pesaban cada saco de maiz y cada saco @ En un estante hay 20 CD de msica clasica y de m-

de fréjol? . -~ L .
sica pop. De estos Ultimos hay seis discos mas que de

los de musica clasica. ;Cuantos discos de cada género

musical hay en el estante?

@ En una fabrica hay maquinas de tipo A y maquinas
de tipo B. La semana pasada se hizo mantenimiento
a5 maquinas de tipo Ay a 4 del tipo B por un costo
de $3 405. La semana anterior se pagaron $3 135 por

hacer mantenimiento a 3 maquinas de tipo Ay a 5
de tipo B. ;Cudl es el costo de mantenimiento de las
maquinas de cada tipo? @ La suma de 2 nimeros es 14. Si se suma 1 al mayor, se

obtiene el doble del menor. ;Cuales son los ndmeros?
@ Por una chompa y unos zapatos se pagaron $126. Si el

precio de la chompa aumentara en un 14%, entonces

seria igual al 75% del precio de los zapatos. ;Cuanto se

pagd por cada articulo?
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fEprora

~

En una finca se envasan 300 L de leche
al dia. Para ello, se usan botellas de 2 L
y botellas de 5 L y en total se usan 120
botellas.

JauopIp3 WS

« ;Cuantas botellas de cada capaci-
dad se usan?

J

CRazonamiento matemético)

Punto de corte
. . 3
Una recta tiene pendiente > y pasa

por el punto (3, 4). Otra recta con pen-
diente —1 pasa por el origen.

« ;En qué punto se cortan estas rectas?

Resolucion de sistemas por la regla de Cramer

Como se ha venido mostrando en la unidad, problemas como el planteado en el Ex-
plora pueden solucionarse con un sistema de ecuaciones. Para este caso se tiene que:

x:botellas de 2 L y:botellasde 5L

La informacion se representa asi:
X+ y =120
2x + 5y =300

El método para solucionar este sistema se basa en el concepto de matriz.

Una matriz es la disposicion de nimeros reales que se asocia con un sistema
de ecuaciones. Los nimeros de dicha matriz son los coeficientes numéricos
de las incognitas. Se llama matriz ampliada a la disposicion que, ademas de
incluir los coeficientes numéricos, incluye las constantes del sistema.

7.1 Resolucion de sistemas 2 x 2 por la regla de Cramer

Es posible asignar a una matriz un ndmero real llamado determinante de la
matriz. Para un sistema de ecuaciones 2 X 2, en el cual los coeficientes son
a,y b, en la primera ecuacion, a, y b, en la segunda ecuacion y los términos
independientes son d. y d, respectivamente, se tiene que:

Sistema Matriz de coeficientes Matriz de términos
independientes
a‘lX + b‘\y = d‘l a‘l b‘l d1
a,x + bzy = dz a, bz dz

El determinante de la matriz es el nimero que resultade a, X b, —a, X b..

La regla de Cramer es una férmula basada en los determinantes que pueden
plantearse asf:

d, b, a, d,
| d, b ‘ _db,—d,b, a, d, ‘ _a,d,—a,d,
x= a, b, ab,—ab V= a, b | ab,—ab,
a, b, ‘ a, b, ‘
Ejemplo 1

. . . 11
En el efemplo de la finca, la matriz de coeficiente es: [2 Sj

Cada fila de la matriz corresponde a los coeficientes numéricos de cada una
de las ecuaciones; para este caso, en la primera ecuacién son 1y 1,y en la
segunda ecuacion son 2 y 5.

La matriz de términos independientes es: @58]

La solucion del sistema sera:

120 1 1 120
— 300 5 600 — 300 |2 300 300 — 240 —
11 5—2 11 5—2

25 2 5

Luego, se usan 100 botellas de 2 litros y 20 botellas de 5 litros.
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Destreza con criterios de desempefio:

determinantes (Cramer).

Ejemplo 2

Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas de manera algebraica, utilizando el método de

El estacionamiento del colegio tiene una capacidad para 70 vehiculos entre
carros y bicicletas, si el total de ruedas es 200. ;Cuantos carros y bicicletas
existen si el parqueadero esta lleno?

Sea x: el numero de carros; y: el nimero de bicicletas.

i , agt | XTY=T0
ainformacion se representaast: y ./’ 2y = 200
Al aplicar la regla de Cramer, se obtiene:
70 1
2002 140 —200 _ — 60
1 1 2—4 -2
4 2
1 70
_ 4 200 _ 200 — 280 _ — 80 — 40
Y 11 2—4 -2
4 2

De este modo se obtiene que existen 30 carros y 40 bicicletas.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

1

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones con el
método de determinantes.

2x =3y =12 x+y=50
3x —3y =15 b. x—y=10
x +2y =100 2x —y =12
X —2y =060 d 3x —y =22
x+y =20 x+ty=2
x—y=10 f x—y=20

Comunicacion

2

Resolucion de problemas

Inventa un sistema de ecuaciones cuyo determinante
sea el dado y solucionalo. Ten en cuenta que los valores
para el término que no tiene incognita no estan dados
y debes proponerlos.

@ Plantea y resuelve, con determinantes, cada problema.

a. Tres cuartas partes de un tanque de combustible

liquido estan llenas. En cinco semanas se gastan las
cantidades indicadas en la Tabla 1.

Ten en cuenta

La regla de Cramer requiere precision
al hacer los célculos, pues facilmente
puede llegarse a valores que no co-
rresponden a la solucion del sistema
a partir de errores con signos o en adi-
ciones y sustracciones.

TECNOLOGIAS
de la mformgcmn yla
comunicacion

www.e-sm.net/9smt06

Refuerza lo aprendido sobre la
regla de Cramer.

12 150 L

92 La sexta parte de lo que habia en el tan-
: que al comenzar la semana.

32 250 L

4 Un tercio de lo que habia en el tanque al
: comenzar la semana.

52 300 L

Tabla 1
Después de la 5.2 semana en el tanque aiin quedan
200 litros. Calcula cuantos litros habia en el tanque
antes de comenzar el periodo descrito.

. En un garaje hay 31 vehiculos entre automévi-

les y motocicletas. Se cuentan 98 ruedas en tortal.
;Cuantos automoviles y cuantas motocicletas hay?

. Dos numeros suman 90. Si se divide el mayor entre

el menor, el residuo es 6 y el cociente es 3, jcuales
son los dos nimeros?

. Dos nimeros suman 46 y la diferencia de sus cua-

drados es 92. ;Cuales son los dos nimeros?

. Una caja de metal contiene objetos triangulares

y rectangulares. En total hay 20 objetos y pueden
contarse 68 vértices en total. ;Cuantos objetos hay
de cada clase?
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/8\' Resolucion de sistemas lineales por el
método de Gauss

) 8.1 Sistemas escalonados

Los sistemas lineales que tienen esta forma, reciben el nombre de sistemas
escalonados y su resolucion es muy sencilla, de manera que no es necesario
utilizar los métodos conocidos.

rExplora

:Qué método se puede utilizar para
resolver este sistema de ecuaciones

lineales?
3y + 4z =1 Para resolver el sistema planteado se procede de la siguiente manera:
- g 4
{ 2z2=—4 En la segunda ecuacion: z = — > =—2
. - 9
En la primera ecuacion:3y +4 - (—2)=1-—>3y=9 >y = — =3

3

Solucion:y =3, z= —2

Un sistema de ecuaciones es escalonado cuando en una de las ecuaciones
R Bt solo existe una incognita y en las otras ecuaciones, las otras incognitas van
Corwwado de htep://www.thedomesticadministrator.com j apareciendo progresivamente.

Ejemplo 1
28% =—84

Resuelve el sistema: { —4x —8y = —4

Al resolver un sistema de ecuaciones, se

. S Solucion:
obtienen los valores de las incognitas y
antes de escribir la respuesta o conjun- Este sistema es escalonado.
to solucion, es necesario hacer la com- ) » -84
En la primera ecuacion: x = ——=3

probacion, reemplazando estos valores 08

en las ecuaciones originales.

En la segunda ecuacion: — 8y— 4+ (3)= —4—> —8y=8-—>y=—1

De donde se obtiene que:x =3;y=— 1.

8.2 Método de Gauss

El método de reduccion se puede generalizar con el método de Gauss, que
consiste en transformar un sistema de ecuaciones en un sistema escalonado.

Ejemplo 2
. 3x + 2y =2 (1.“ecuacion)
Resuelve el sistema: x— y=—6 (27ecuacién)

Solucion:
Se mantiene la primera ecuacion (19 —> (19 {3X t2y=2
Se elimina x de la segunda ecuacién  (1.%) — 3+ (29) —> (2.9 >y =20

Como se ha obtenido un sistema escalonado, en la segunda ecuacion se tiene
que y = 4,y al reemplazar este valor en la primera ecuacion, nos da como
resultado x = — 2.

Por lo tanto, el conjunto solucion de este sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitases: x=— 2 y =4

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio:
eliminacion gaussiana.

Ejemplo 3
—x + 2y =—3 (1.7 ecuacion)

Resuelve el sistema: 4,
{ 2xX — 3y =—9 (27 ecuacién)

Solucion:

Se mantiene la primera ecuacion 19 > (19 —x+2y=-3
Se elimina x de la segunda ecuacién 2(1.%) + (24) — (29) y=—15
Elvalor dey sereemplazaenla (19): — x + 2(—15) = —3, por lo que x =—27

Por lo tanto, el conjunto solucion de este sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incégnitas es: x =—27,y =—15

Actividad resuelta
Ejercitacion

1 )Observa la solucion del sistema:

¢ 2X — 4y =2
—X—3y=4
Solucion:
(19 — (19 { 2x — 4y =2 _
_ VT
(19 + 2029 —» (29 10y =10
El valor dey se reemplazaenla (1.9):2x — 4(—1) = 2 x = —1
El conjunto solucién de este sistemaes:x =—1,y =—1

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2 | Resuelve los siguientes sistemas escalonados: sistemas:

Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas de manera algebraica, utilizando el método de

Sistemas de ecuaciones

Abre la aplicacion Sistemas de
ecuaciones lineales y utilizala para
verificar la solucién a un sistema
de ecuaciones 2 x 2 y 3 x 3 reali-
zada por ti.

3 Aplica el método de Gauss para resolver los siguientes

3x+4y =20 a,{x_yi7
2y =—6 2Xx+y=2
3 b {3x+4y—1=0
b. {;l—z= 5x+2y+3=0
Modelacion

4x + 3y =10
—y=10

4 Plantea un problema cuya representacion algebraica
sea el sistema de ecuaciones dado y resuélvelo por el

método de Gauss.

2y =8

{
. {x_y:-y (xr=7

2X+y=2



Sistemas de ecuaciones
Comunicacién
1. Determina los sisternas de ecuaciones en cada situacion.

a. A un teatro asisten 82 personas entre nifios y adul-
tos. El costo de la entrada de los adultos es $12 vy la
de los nifios, $6 La taquilla recolecta $762.

b. En una granja hay 92 animales entre gallinas
y vacas. En total hay 248 patas.

c. En una pasteleria venden 65 unidades de cupcakes
de fresa y de chocolate por $ 813. Los de chocolate
cuestan $12 y los de fresa, $13.

2. Verifica que los siguientes valores son la solucién de
los sistemas de ecuaciones.

ax=5yy=-=2

x+y=3
—3x +6y=-2/

b.x=3yy=7
2x+y=13
—x + 6y =45

CX=—5yy=—
4x +3y =—32
—x =2y =13

dx=7yy=1
2x +9y =123
y—x=-—6

Resolucion grafica de sistemas

Comunicacion

3. Halla la solucion a los sistemas de ecuaciones me-
diante graficas.

2x—y =4
a.

2x —3y =9

S5x +6y=9
b.{ g

x+y=5

Practica Mas

4. Halla el sistema de ecuaciones asociado a la grafica
cuya solucién sean lan coordenadas del punto B.

Y
AN

X

Figura 1

Resolucion de sistemas de ecuaciones

Ejercitacion

5. Halla la solucion a los sistemas de ecuaciones.

2x —3y =15 x+y=13

8x — 4y =—1 2x +2y =126

—5x—=7y=-5 —X—y=9
C. d.

2x +y=—45 x+2y=-—19

4x — 8y =—14 y=13
e. f.

2x — 4y =—7 x+y—17

X=-2 x+y=0
g. h.

2x — 3y = —45 —X+8y=7

Resolucion de problemas

6. Determina los sistemas de ecuaciones para cada situa-
cion y halla su solucion.

a. A un concierto asisten 150 personas entre hom-
bres y mujeres. Los hombres pagan $56 y las muje-
res la mitad. La taquilla recolecta $5880. ;Cuantos
hombres y cuantas mujeres asistieron al concierto?

b. Al comprar camisetas y pantalonetas se pagaron
$ 312. Cada camiseta cuesta $ 10 y cada pantalone-
ta cuesta $ 8, si en total se compraron 34 prendas,
;cuantas camisetas y pantalonetas se compraron?
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Resolucion de Problemas

Estrategia: Combinar operaciones

Problema

Hace 5 afios, la edad de Camila era la tercera parte
de la de su abuela y dentro de 13 afios la edad de la
abuela sera el doble de la de Camila. ;Cuales son las
edades actuales de Camila y de su abuela?

1. Comprende el problema

« ;Cudles son los datos que proporciona el problema?

R: La relacion de hace 5 afios entre la edad de Camilay la de su
abuela, y como sera esta relacién dentro de 13 afios.

« ;Qué debes averiguar?

R: Las edades actuales de Camila y de su abuela.

2. Crea un plan

« Simboliza la edad de Camila y la de su abuela;
encuentra la relacion que se establece entre ellas
en el tiempo; forma un sistema de dos ecuaciones
simultaneas, y resuélvelo.

3. Ejecuta el plan

« Simboliza con x la edad actual de Camila'y cony la
edad actual de su abuela. En una tabla muestra la
relacion entre dichas edades.

Edad Hace 5 Dentro de
actual anos 13 anos
Camila X xX—5 x+ 13
Abuela y y—=5 y+13
Tabla 1

« Expresa la relacion entre las edades hace 5 afios.
1
x=5=50=5 0
« Expresa la relacion entre las edades dentro de 13

anos.
1
x+13=70/+13) (2)

» Multiplica la ecuacién (1) por 3y la ecuacion (2) por
2 y forma el sistema.

3x—=15=y =5 3x —y=10
—>
2x+26=y+13 2x—y=-—13

Al resolver este sistema se tiene que x = 23.

R: La edad actual de Camila es 23 afios.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que la edad actual de la abuela es 59 afios.

Aplica la estrategia

1. Laedad de un padre es el triple de la de su hijo y hace
15 afos era el doble de la edad actual. ;Cuantos afos
tiene cada uno actualmente?

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

, . 1
2. Lasuma de dos numeros es 40 mientras queg de su

diferencia es dos. ;Cuéles son los dos niimeros?

3. Paraingresar a un parque de diversiones, una familia
de 3 niflos y 2 adultos paga $100 por las entradas;
y otra, conformada por 2 nifios y 3 adultos, paga
$105 ;Cuanto cuesta la entrada de los nifios y cuanto
la de los adultos?

4. Observa el siguiente sistema de ecuaciones.

3x+2y=6
3x+2=-2y
Resuélvelo con el método grafico y determina cual es

su solucion.

Formula problemas

5. Inventa un problema en el que se incluya la informa-
cion de la gréfica y resuélvelo.

Y

Figura 1
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Explora

Si al doble de la edad de Camilo se
le restan 17 afos, resulta ser menos
de 35; pero si a la mitad de la edad
de Camilo se le suman 3 afos, el
resultado es mayor que 15.

SaUODIPI WS

« ;Cuantos anos tiene Camilo?

Ten en cuenta

Las inecuaciones de primer grado se
resuelven igual que las ecuaciones de
primer grado, la solucién va a cambiar
dependiendo de la notacién que ten-
ga la desigualdad.

~

Sistemas de inecuaciones de primer grado

En algunas expresiones cotidianas es necesario conocer valores que no necesaria-
mente son iguales a algo. Por ejemplo, cuando vas de compras y debes conseguir
un pantalén que valga menos de $40 o cuando se dice “el peso de un objeto esta
entre 105y 107 libras’, este estilo de expresiones pueden escribirse con inecuaciones.

Una inecuacion es una expresion en la cual hay elementos desconocidos que
estan relacionados con los signos < o >; los signos < o > pueden cambiar
yser =0 <.

Para resolver una inecuacion se tienen en cuenta las siguientes propiedades:

«Sia <bycesunnumero real, entonces,a £ c <b £ c.

: a b
«Sia<byc>0entoncesac <bcy — < —.
c c

. a b
«Sia<byc<0entoncesac >bcy — > —.
c c

De forma similar se verifican las propiedades cuando a > b.

«Sia > bycesunnumero real, entonces,a ¢ > b * c.
: a b
«Sia>byc>0entoncesac >bcy — > —.
c c

. a b
«Sia>byc<0entoncesac < bcy — < —.
c c

Ejemplo 1
Para averiguar la edad de Camilo puede hacerse el siguiente razonamiento:
Sea x la edad de Camilo. Sea 2x el doble de la edad de Camilo.

De esta manera, la expresion “al doble de la edad de Camilo se le restan 17
afos, resulta ser menos de 35" puede representarse asf:

2X—= 17 <35=>%<3B+1T7=226x<52=x<26
Ademas, la expresion “si a la mitad de la edad de Camilo se le suman 3 afios,
el resultado es mayor que 15" puede representarse ast:

%+3>15:>%>1S—3:>§>12:>X>12><2:>X>24

Si la edad de Camilo es mayor que 24 y menor que 26, entonces puede dedu-
cirse que Camilo tiene 25 afios.

9.1 Inecuaciones de primer grado con una incognita
Expresiones como:

ax +b<c ax +b>c¢ ax —b<c ax —b>c¢

son inecuaciones de primer grado con una incognita y para resolverlas se unen las
propiedades mencionadas al inicio. El problema de determinar la edad de Camilo se
soluciond a partir del planteamiento y la solucién de dos inecuaciones de este estilo.

Es importante tener cuidado al aplicar las propiedades, sobre todo cuando se
multiplica o se divide entre un ndimero negativo.

Ejemplo 2
En la solucién de la inecuacion —4x — 12 > 8, se tiene que:
—4x —12>8= —4x>8 + 12
= —4x>20=>x < —5.

El signo de la inecuacion pasé de ser > a ser <, pues se dividié entre —4.
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Destrezas con criterios de desempefio: ~ « Representar un intervalo en R de manera algebraica y grafica y reconocer al intervalo como la solucion de una

inecuacion de primer grado con una incégnita en R.

« Resolver de manera geométrica una inecuacién lineal con dos incégnitas en el plano cartesiano sombreando la solucién.

Cabe anotar que la solucion de una inecuacion es un conjunto que puede
representarse en una recta real. Dicho conjunto recibe el nombre de intervalo.
Ejemplo 3
La representacion grafica de la solucion de la inecuacion —4x — 5 > 15,
en donde —4x > 20; multiplicamos por —1 a cada miembro de la inecua-
cion, por lo que la desigualdad cambia de sentido, de donde se obtiene que
x < —5,y se muestra en la Figura 1.

|
-8 -7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 0
Figura 1

La semirecta de color rojo representa todos los niimeros menores que —5y tie-
ne una flecha que indica que son muchos mas de los que pueden verse. De he-
cho, aqui se incluye el concepto de “infinito” que se aclarara en cursos superiores.

9.2 Inecuaciones de primer grado con dos incognitas
Unainecuacion de primer grado con dos incognitas es una expresion algebraica
que puede expresarse de alguna de las siguientes formas:

ax + by <c ax + by >c¢ ax + by <c ax + by =c

Es importante tener en cuenta que estas expresiones son similares a las que se
describen en una linea recta y que, de hecho, tienen una estrecha relacion con
ellas, la cual se explica a continuacion.

En esta Unidad, se dedujo que y = mx + b describe una linea recta y en el méto-
do grafico, se pudo observar que expresiones de la forma:

ax + by =c
pueden llevarse a la forma:

y=mx+b.
De manera similar, expresiones de la forma ax + by << c (o cualquiera de las
planteadas como inecuacion de primer grado con dos incégnitas) pueden lle-

varse a una forma en la cual la recta ax + by = c¢ define dos semiplanos, uno
que describe la region ax + by < cy otro que describe la region ax + by > c.

Ejemplo 4
Observa el proceso para representar graficamente la inecuacion —9x + 3y < — 6.

1.Se escribe la inecuacion de tal manera que la y quede despejada:

3y <9x —6dedondey <3x —2

2.Se graficalarectay = 3x — 2. v b/

3.Se determina, a partir de la rec /
ta, la region para la cual los va- /
lores de y son menores que los
valores de 3x — 2. X

N

4.Se colorea dicha region. La gra-
fica muestra la solucion de la
inecuacion y < 3x — 2y larec
ta de color azul esy = 3x — 2.

Figura 2

Ten en cuenta

El conjunto solucion de una inecuacion
con dos incognitas es un semiplano que
se representa en un plano cartesiano.
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/\' Sistemas de inecuaciones de primer grado

Ten en cuenta

Al conjunto solucion de un sistema de
inecuaciones se le denomina “Region
factible”.

9.3 Sistemas de inecuaciones de primer grado con
dos incognitas
ax+by<c
Este tipo de sistemas son de la forma .
a,x+ by <c,
El signo < puede cambiar y ser >, = o <.
Si se tiene en cuenta lo aprendido en los temas 9.1 y 9.2, puede concluirse que la

solucién de un sistema de inecuaciones sera una region del plano cartesiano en la
cual se verifiquen, simultaneamente, cada una de las inecuaciones de dicho sistema.

Actividad resuelta

Modelacion
‘ 2x+ty>4
1 ) Resuelve el sistema .
x—2y<<8
Solucion:
Para la inecuacion 2x + y > 4 se tiene que y > —2x + 4, asi que se gra-
ficalarectay = —2x + 4 (color azul en la Figura 3).

. ., . X , '
Para la inecuacion x — 2y < 8 se tiene que y > > — 4, asl que se grafica

larectay = % — 4 (color rojo en la Figura 3).

b\ Y
>—2x+ 4
y=-2x+4
y<=2xt4
1 \ X 4
1 54 2 x
) 7
L X _4
T2
y<Z-4
A

Figura 3

Como puede verse en el plano de la Figura 4, se generan cuatro regiones que
estan delimitadas, precisamente, por las rectas. Asi, la solucion del sistema

. iy X , ,
serd laregion paralacualy > —2x + 4yy > 5 4, simultaneamente.

Y
J2x+y>4
) | x—2y<s8
I X
@) 1
—
X

Figura 4
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Destrezas con criterios de desempefio: - Resolver de manera geométrica una inecuacién lineal con dos incognitas en el plano cartesiano sombreando la solucién.
- Resolver un sistema de inecuaciones lineales con dos incognitas de manera gréfica (en el plano) y reconocer la zona
comin sombreada como solucion del sistema.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion
2  Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la
solucién graficamente:
a. —2x—3>5
b. —5x +4<3
Cox—(4+3x)<2x+ 4
—6x+ 7 8x — 4

d. >
-3 2

e.2—{—2(x+1)—xg3}<%—%+3

Razonamiento

3 | Relaciona lainecuacion con la gréfica correspondiente

a su solucion.
a.3x—2y>1 b. x+ty<—4
C3x—4y< =2 dx+3y>2
Y
~—__1,
~ X
[0} ~—
T
~
Figura 5
Y
1
X
o,
Figura 6
Y
1
X
O
Figura 7
Y
1
X
@)
Figura 8

SN

La solucién de la siguiente inecuacion es incorrecta.
Explica por qué y escribe frente a cada paso del
proceso lo que se hizo y cual fue el error.

= <2 ( )
3< 2 ( )
= <x ( )

Ejercitacion

5 | Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones.
x—y<2 . 2(x—1)—y<2
a. .
2Xx>6 y>0
x—y<2 d 3x =5y >1
d .
x+ty>2 5x =3y <1
Modelacion

6  Define un sistema de inecuaciones cuya solucion, sea
® laregion resaltada en la siguiente grafica.

Escribe los pasos que seguiste para determinar dicho
sistema Yy explica si es el Unico que puede cumplir las
condiciones pedidas.

MY

4 Figura 9

Ny

Resolucion de problemas ‘,’pAé

Q [Frovecto e acivecizn
Ao 12 Infeligencias

@ Plantea para cada caso una inecuacion con la que se des-

@ criba la situacion. Luego, resuélvela y verifica la respuesta.

a. Una furgoneta pesa 875 kg. La diferencia entre su
peso cuando esté vacia y el peso de la carga que
lleve no debe ser inferior a 415 kg. Si deben cargarse
4 cajones iguales, jcuanto puede pesar, como maxi-
mo, cada uno de ellos para poder ser transportado
en la furgoneta?

b. ;Cudles son los nimeros cuyo triple excede a su
duplo en mas de 20?

c. Si el lado de un cuadrado es mayor o igual que 7,
icudl es su perimetro?



1.

Prueba Ser Estudiante

A continuacion se presentan ejercicios con cuatro alternativas de solucién, de las cuales, una sola es la correcta. Sefala en la tabla de

respuestas, el literal que consideres correcto.

m-—2n=—2 . ,
, se aplica el método

. i 3
Sien el sistema
5m + 8n = —60

de Cramer se obtiene:
Am=3n=4%
B.m=—4n=—5

Cm

—TLn=2

Dm=12n=14

X Yo
Sienelsistemaq3 4 , se aplica el método de
3 —dy=4

igualacion, se obtiene:

Ax=10y =6
B.x= &y=12
Cx=12y=28
D.x= 6y=10
Sien el sistema { X i 2; iz , se aplica el método

de Gauss, se obtiene el siguiente sistema escalonado:

A.
{ 5x + 3y =3
— 8y =8

B.
{Sx+3y= 3
— 8y =—8

C.
{Sx+3y= 3
8y =—4

D.
{5x+3y=3
8y =4

4.

Aplicando el método de sustitucion, calcula cuantos
carritos y cuantas motos tiene Andrés si se sabe que
tiene 80 vehiculos de coleccion entre carritos y motos.
Ademas, el nimero de carros supera en dos al nimero

de motos.

A. Tiene 41 carritos y 39 motos
B. Tiene 45 carritos y 43 motos
C. Tiene 39 carritos y 37 motos

D. Tiene 37 carritos y 35 motos

x+ty=7

Sienel smtema{z)( —y=2 aplicalaregla de Cramer,

se obtiene el siguiente resultado:

A x=6y=1
B.x=1y=6
Cx=3y=4
D.x=4y=3

La suma de dos nimeros es 150 y su diferencia es el

cuadruple del menor. jCuales son los dos niimeros?

A. —75y225
B. 75y225
C. —50y 200
D. 50y 200

Un autobus sale del terminal de transportes a una
velocidad de 60 km/h. Media hora mas tarde, sale otro
mas rapido en la misma direccion a 80 km/h. ;Cuanto

tardara el segundo bus en alcanzar al primero?
A. Lo alcanza en 2 horas y 10 minutos

B. Lo alcanza en 1 hora y 30 minutos

C. Lo alcanza en 2 horas y 20 minutos

D. Lo alcanza en 1 hora y 40 minutos

=
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Indicadores de logro:
o Resuelve sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales con dos incognitas de
manera grafica y/o algebraica.

8. Lasuma de dos niimeros es 50 mientras que % de su dife- 12. La diferencia entre dos nimeros es 5; y si se suman, el
rencia es cinco. jCudles son los dos nimeros? total es 29. ;Cuales son los dos nimeros?
A.35y15 B.45y5 A. 17y 12 B.19y 14
C.33y 17 D.40y 10 C. 10y 19 D.13y 16
; , e . . 3m + 2n=— 22 . ,
9. ;Cudl es el menor niimero entero multiplo de 4, que 13. Sien el sistema s 4+ 8n =60 %€ aplica el método de
satisface la siguiente inecuacion: x + 2 < 3x + 17 ]
Cramer, se obtiene:
A.8 B. 4
A.m= 3n= 4 Bm=—4n=—5
C.16 D.12
Cm=—%n= 2 Dm=—12n= 14
e . . X—y<2
10. La solucion grafica de la inecuacion es: _
x> 6 S i 2x +3y= 13 | | método d
14. Sien el sistema ), _ 4y —_ 4 S€aplica el metodo de
A. Iz P B. v Gauss, se obtiene el siguiente sistema escalonado:
fpoy< o fe-dy<a |
e Cdl { 2% + 3y =13
.4 5} % y=3
(o) X 4
2x+3y =13
B. y=-3
{ X +3y=13
C AL D . —4y =—4
1 i i 2x + 3y = 13
L | st/ 4y =—4
[0) X ] :;,5 X
e 15. Un rectangulo tiene un perimetro de 196 metros.
Si mide 26 metros mas de largo que de ancho, ;cuales
7m +3n =15 son sus dimensiones?

, se aplica el método

11. Si en el sistema {Sm T 6n =27

) . ' A. 62 metros de largo y 36 metros de ancho
de igualacion, se obtiene:

B. 20 metros de largo y 46 metros de ancho

A-.m=7n=3

C. 46 metros de largo y 72 metros de ancho
B. m=3n=7

D. 64 metros de largo y 64 metros de ancho
C m=3n=2

16. La solucion de la inecuacién —4x — 12 > 8 es:

D-m=2%n=3 A x <=5 B.x < —4

C.x > —5 D.x > —4

Tabla de respuestas
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/Construyendo la Cultura del Buen Vivir

Ny /"“
Economia solidaria

El concepto de economia solidaria aparecio por primera vez en es- e
tudios econdmicos que se remontan al siglo XIX. En ese momento
se denomino “economia social” a las innovadoras organizaciones
que se iban creando como respuesta a los nuevos problemas
sociales que la sociedad capitalista generaba y se plante6 que la
justicia social deberia ser un objetivo de la actividad econdémica.

La economia solidaria aporta una mirada, unos valores y unas
practicas al servicio de dicha transformacion, configurando
un movimiento social a nivel mundial y con caracteristicas
propias que se suma al conjunto de organizaciones ciuda-
danas que, tanto local como globalmente, participan en la
construccion de una sociedad y un mundo mas equitativo
y sostenible.

%%
\-1-1
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. .
Las cooperativas Los fl‘mg“ de
Se define como cooperativa a una emp ea‘ QS Las asociaciones
empresa asociativa sin animo de lu- Son asociaciones de derecho mutuales

comun, sin animo de lucro,
constituidas por personas libres,
trabajadores dependientes y su-
bordinados de la misma empresa,
que ofrecen servicios de crédito a
costos minimos. Se constituyen
basicamente con trabajadores
asalariados, para los cuales su aso-
ciacién y retiro es voluntario.

cro, en la cual los trabajadores o los
usuarios, segun sea el caso, son si-
multaneamente los aportantes y los
gestores de la empresa.

Son organizaciones privadas sin
animo de lucro que estan cons-
tituidas para fomentar la ayuda
reciproca entre sus miembros, sa-
tisfaciendo sus necesidades me-
diante la prestacion de servicios
que contribuyan al mejoramien-
to de su calidad de vida.

El objeto de esta empresa es produ-
cir o distribuir conjunta vy eficiente-
mente bienes o servicios para satisfa-
cer las necesidades de sus asociados
y de la comunidad en general.

Desarrolla tus destrezas

Planeacion econémica y financiera

1) Pregunta a aIgL:m familiar si pertenece o ha [...] El cooperativismo, como mpvirpiento s.oci.al‘y econém.ico, se
. . convierte por su forma de organizacion y principios en una impor-
pertenecido a alguna cooperativa o fondo tante alternativa: pone como valor fundamental a las personas y la
de empleados. Pidele que te cuente qué be- mejora de su calidad de vida antes que a la especulacion, la acu-
neficios recibié de este tipo de economia y mulacion de capital y la competencia, teniendo como cimiento el
qué ventajas y desventajas ve en ella. Escribe trabajo sqlidario y la ayuda mutua dgntro y fuera .dg la cooperativa,
y la propiedad comun entre los socios cooperativistas de los me-
. o dios de produccion. Su objetivo es lograr un desarrollo econdmico
dos de tu indagacion. en plano de igualdad entre los que forman parte del proceso pro-
o ductivo, y una distribucién equitativa de la riqueza [...]
2 Lee el siguiente texto y comparte con tus Behoteguy Chavez, René. (consultado en Octubre 2016 ). El cooperativismo y la
compafieros tu opinién sobre él. Economia Solidaria (como alternativa). Recuperado de: http://webcache.googleuser-
content.com/search?g=cache:1lizxmqwVmjQJ:aise.surestegc.org/documentos/coopera-
tivismo.doc+&cd=1&hl=en&ct=cInk&gl=ec

tres parrafos en donde cuentes los resulta-




¢Es posible otra
economia?, jalternativa
y solidaria?

La economia solidaria parte de un
modo alternativo de ver las priorida-

des en las que actualmente se fun-
damenta la economia.

Se trata de una vision y una practi-
ca que reivindica la economia como
medio y no como fin, que se pone
al servicio del desarrollo personal y
comunitario, que se convierte en un
instrumento que contribuye a mejo-
rar la calidad de vida de las personas
y de su entorno social.

Principios de las asociaciones
de economia solidaria

1 Igualdad. Promover la igualdad
en las relaciones y satisfacer de
manera equilibrada los intereses
de sus integrantes.

3
Empleo. Crear empleo estable,
favoreciendo especialmente
el acceso de personas
en situacion o riesgo
de exclusion social,
asegurando a cada

persona condiciones / k;
de trabajo y una remu-

neracion digna, estimulando
su desarrollo personal y la asun-
cién de responsabilidades.

Trabajo en grupo
Administracion de recursos

3 Expliquen el siguiente cuadro.

4 Investiguen algunos otros
aspectos sobre las funciones
de entidades que se dedican
a promover la Economia
Solidaria.

DV

Construyendo la Cultura del Buen Vivir

¢Se puede producir,
distribuir, consumir
y acumular
solidariamente?

Al incorporar la solidaridad en la
economia aparece un nuevo modo
de hacerla, una nueva racionalidad
economica.

Pero como la economia tiene tantos
aspectos y dimensiones y esta cons-
tituida por tantos sujetos, procesos
y actividades, y como la solidaridad tie-
ne tantas maneras de manifestarse, la
economia solidaria no es un modo de-
finido y Unico de organizar actividades
y unidades econémicas. Por el contra-
rio, muchas y muy variadas son las for-
mas y modos de la economia solidaria.
Poner mas solidaridad en las empresas,
en el mercado, en el sector publico, en
las politicas econdmicas, en el consu-
mo, en el gasto social y personal, etc.

Medio ambiente. Favorecer acciones,
productos y métodos de produccion
respetuosos con el medio ambiente.

44 Cooperacion. Favorecer la coope-
racion en lugar de la competencia
dentro y fuera de la organizacion.

5 Sin caracter lucrativo.
Compromiso con el entorno. Las inicia-

tivas solidarias estaran comprometidas con
el entorno social en el que se desarrollan.

Pregunta tipo Saber

Lucia va a comprar una casa. Para ello
solicitd un préstamo en su cooperativa
de $ 40000. Va a diferir este préstamo
a 120 cuotas y el interés sera del 10%
anual.

SaUOIPI WS

Con relacion a este crédito se puede
afirmar que:

A.La maxima cuota que pagara sera
aproximadamente de $ 300.

B.La maxima cuota que pagara sera
aproximadamente de $ 350.

C. La maxima cuota que pagara sera
aproximadamente de $ 400.

D. La maxima cuota que pagara sera
aproximadamente de $ 450.

Economia
convencional

Economia
Solidaria

Maximizar el beneficio

La calidad de vida
de las personas

Recursos humanos

Rentabilidad
economica
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| 3 Evaluar informacién confiable sobre la ubicacién y forma de llegar a un

sitio de interés puede ser mas interesante con Google Maps. Este servi-

dor presenta mapas por capas: una capa con la nomenclatura de calles,
MapS carreras y avenidas y otra capa con fotografias que permiten visualizar un
lugar especifico en 360°. Ademas, este servidor te sugiere varias rutas para
ir de un sitio a otro. En esta actividad aprenderas a buscar un sitio especi-
fico, trazar una ruta'y compartirla con otros, con ayuda de Google Maps.

Utiliza Google

1 Ingresa a Google Maps [ — ["a ]
a. Abre tu navegador preferido (Chro- PO e
me, Firefox, Safari, entre otros).

b. Busca “Google Maps” y selecciona
la primera pégina de la lista.

2 Reconoce el entorno

de Google Maps > ] .
a. Buscador de Google Maps. /;

b. Zoom. s

c. Galeria fotografica de los sitios — : _‘-" vl -
de interés sugeridos en la zona —| T = ,' e __." -
observada. el i
d. Capas: mapa y satélite. ———— ‘:V '
e. Zona de mapa

3 Encuentra una ruta

a. Consulta sobre una universidad
con facultad de matematicas en

0 tu ciudad. = oribs Esusdod Q, |

ol

10, b. En el buscador de Google Maps B i i i

10 1 . .

011 escnbe el nombre de tu C|u§1ad o e

10] seguido de Ecuador. Luego, ingre-

10, . - ¥ s wba T

TH sa el nombre o la direccion de la

18; universidad escogida y haz clic @ EOTELGIT G P s

g;; en Cémo llegar. B Lme P i

(1,‘1’1 c. En el punto de partida escribe el

;g; nombre o direccion de tu colegio °

8(1) ! Y observa la(s) rUta(S) para ”egar a acuilied de Inganierla, Cisrces 3
1 , R . o ' o [

101 dicha universidad desde tu colegio. ¥ hlalar ool 2

11(1) iy TExTE® i %

10, e . T )

1°o 6

' z

<
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Afade un destino
intermedio a la ruta

a. Ve ala barra de bsqueda de
Google Maps y da clic sobre el
icono + .

Linfanrekln= Cariza i el Frams i, Ao

La Cormpimi Cailn, Loz e

Habilidades digitales

Uy porasad Loyl e Luowda. &

Lted i s ks Antance senaa i

b. Ubica el nombre o direccion del
destino intermedio entre el inicial
(tu colegio) y final (universidad
escogida), por ejemplo, un centro
comercial.

e e ——

c. Arrastra el nuevo destino en me- il [ 3
dio del Colegio y la Universidad -
. B s e—
seleccionada. :

d. Observa que en la ruta ahora
aparezca el destino intermedio.

Comparte la ruta

a. En Google Maps, da clic sobre Detalles en la
barra de bsqueda, luego sobre el icono de por A, Gral. Eloy Adara
impresion y selecciona la opcion Imprimir T
con mapas. —>

b. En la ventana emergente, selecciona
Guardar como PDng luego da clic sobre el 12 min (3.8 km)
boton Guardar.

c. Redacta un correo dirigido a tus compa-
feros de clase y profesor donde justifiques
la importancia de visitar la facultad de
matematicas de la universidad seleccionada.
Se sugiere dar por lo menos cuatro razones.

d. Incluye en el mensaje de correo la direccion
electrénica de la pagina de la universidad y

J1

12 min sindrahoa

L G 2, S, Tounn

£ TTin

< -

o Sy Ol Elpy ANarm | IMmprimer Coft mapas |

firprenes bexhe s emenie

g
Teal +pigian

la ruta en formato PDF como archivo adjun-
to. Luego, haz clic en Enviar.

NS
6 Aprende mas
Observa fotos del sitio que se va a visi- S

tar, en Google Maps.

'
L

Extlamar qskd &ngidia

a. Da clic sobre el sitio de destino en
la ruta.

b. Bajo la barra de busqueda aparecera
mas informacion sobre el destino
final. Da clic sobre Fotos del sitio.

c. Repite el paso 5. B Adgregar o fom

e
LT,
(1]



Sistemas de ecuaciones
Ejercitacion
1. Determina si cada afirmacion es verdadera (V) o falsa

(F), seguin corresponda.

a. Silas pendientes de dos rectas son iguales, el
sistema tiene solucion. ()

b. Siel producto de dos pendientes es igual a
—1, el sistema no tiene solucion. ()

c. Siel producto de dos pendientes es igual a
cero, el sistema no tiene solucion. ()

d. Silas pendientes de dos rectas son iguales, el
sistema no tiene solucion. ()

e. Sila solucién del sistema de dos ecuaciones
es un conjunto infinito, las rectas son iguales. ()

Razonamiento

2x—y—1=0
2. Analizay responde. El sistemay 6
55t 3y +3=0

a. Tiene una Unica solucion.
b. Tiene infinitas soluciones.
c. No tiene solucion.

d. Corresponde a dos rectas perpendiculares.

Resolucion grafica de sistemas
Modelacion

3. Identifica el sistema de ecuaciones a partir de la
siguiente grafica. Luego, establece la solucion al sistema.

110

Evaluacion de la unidad

Resolucion de sistemas por sustitucion
Resolucion de problemas

4 Determina la medida de dos angulos si son suplemen-
tarios y, ademas, la diferencia entre ellos es igual a siete
veces el angulo menor.

5 Calcula cuantos carritos y cuantas motos tiene Carlos
si se sabe que tiene 80 vehiculos de coleccion entre
carritos y motos. Ademas, el niumero de carros supera
en dos al niumero de motos.

Resolucion de sistemas por reduccion

Modelacién

6 Determina los valores de g, b y ¢, a partir del siguien-
. Xx+y—2=0 ‘
te sistema y conociendo quue las
ax+by +c=0
dos rectas son perpendiculares y la solucion del mis-
mo es (1,1).

Resolucion de problemas

7 Calcula sus edades actuales de Felipe y Ricardo si se
sabe que hace siete afios, la edad de Felipe era tres ve-
ces la edad de Ricardo. Ademas, dentro de siete afios
la edad de Ricardo sera el doble de la edad de Felipe.

8 Determina el nimero de dos cifras que cumple que
la suma de sus digitos es el triple de la cifra de las de-
cenas. Ademas, se conoce que la cifra de las unidades
excede en cuatro a la de las decenas.

Resolucion de sistemas por la regla de Cramer

Comunicacion

9. Determina de los siguientes sistemas los que tienen
una Unica solucion.

2x+5y =0
a.
=10x =25y =0

X—y+4=0
—2X+2y+6=0

. 6x —y=2
' 6x —y==2

b.

d 2x+y—1=0

—2x+y—-1=0

APPLICA © EDICIONES SM
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Indicadores de logro:
o Resuelve sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales con dos incognitas de manera grafica y/o algebraica.

X+4y =3
e.
—8y=—-2x+6
¢ xX+2y—1=0
2x+y—1=0

Razonamiento
10 Determina si el enunciado es verdadero (V) o falso (F)
seglin corresponda.

a. Si el determinante es cero, el sistema no tiene
solucién. (

b. Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incégnitas siempre tiene solucion Unica. (

c. Siel determinante es —1 el sistema tiene infini-
tas soluciones. (

d. Para calcular el determinante de un sistema la
dimension del sistema debe ser nxn. (

e. Siel sistema no tiene solucidn, el determinante
es cero.

Resolucion grafica de sistemas

Modelacion

11. Calcula las dimensiones del terreno total y el de la
zona rectangular central, si se sabe que el perimetro
del terreno externo mide 56 m, y que la zona central
tiene 24 m de perimetro

x+5

- y+6 .

Resolucion de problemas mediante sistemas
de ecuaciones

Comunicacion

12 Analiza el siguiente sistema.
ax +by +c=0
dx+ey+ f=0

Determina cudles son los casos en los que tiene infini-
tas soluciones o no tiene solucion.

Resolucion de problemas

13. Calcula el punto de encuentro y el tiempo transcurrido
hasta que dos ciclistas se cruzan. Se sabe que cada uno
parte de una ciudad diferente, que la distancia entre ellas
es de 54 km, y que los ciclistas se trasladan con velocida-
des constantes de 15 km/h y 12 km/h respectivamente.

12 km/h 15 km/h

56 km

14. Determina el monto del capital invertido por un clien-
te de un banco, si se sabe que parte del capital esta al
4% de interés mensual, y la otra parte al 5% mensual
y de esta manera recibe $ 110000 de intereses cada
mes. Ten en cuenta que si hubiese hecho la inversion
al contrario, recibirfa $ 50000 més.

Resolucion de sistemas por el método de Gauss

Comunicacion

15. Aplica el método de Gauss para resolver el siguiente
sistema:

{3x—2y= 8
2x — 3y =-3

Inecuaciones de primer grado con dos
incognitas. Sistemas

Modelacion

16. Determina el sistema que relaciona la region
sombreada




Funciones y ecuaciones
cuadraticas

BLOQUE Una gran cantidad de fendmenos del mundo real, entre ellos el movimiento de los proyectiles
y la forma de algunas construcciones como los puentes colgantes, se pueden describir me-
diante modelos matematicos. Aunque estos son idealizaciones de la realidad, su objetivo es
entender ampliamente el fenébmeno y, tal vez, predecir su comportamiento en el futuro.

Algebra
y funciones

« ;Como crees que un modelo matematico puede ayudar a predecir de qué manera se compor-
tara un fendmeno particular?

Cultura del Buen Vivir
La libertad

Podemos entender la libertad como la capacidad del ser humano de obrar segtin su propia voluntad, sin
dejar de ser responsable de sus actos.

» Nombra tres situaciones que hayas vivido en las que resulto fundamental tener libertad para obrar.



Aprenderas... Recursos digitales
 Funcion cuadratica
« Graficas de funciones cuadraticas @
« Ecuaciones de segundo grado con una incognita.
« Aplicaciones de la ecuaciéon de segundo grado o
« Funcion potencia
Resolucion de problemas o e

Habilidades lectoras
O

Ecuaciones de segundo grado en la historia

esde hace por lo menos 3500 afios, se resuelven problemas que
D dan lugar a ecuaciones. En los escritos de los antiguos babilo-

nios y egipcios, se han descifrado tales problemas y la forma de
resolverlos.

Algunas de las antiguas tablillas contienen problemas de tipo algebraico
y geométrico, pero las soluciones no utilizan nociones de la geometria.

Un antiguo pergamino babilonio describe la solucion de la siguiente
ecuacion:

x> —x =870
“Témese la mitad de 1, que es el coeficiente de x, y cuadrese. Entonces,

siimese % a 870 para obtener 3 181.

59

Ahora, tdbmese la raiz cuadrada de para obtener 5 Al namero

3481
4
obtenido, adicidonese la mitad de 1, que es el coeficiente de x. El resul-

tado obtenido, 30, es una solucién de la ecuaciéon”.

Al traducir al lenguaje algebraico se observan los siguientes pasos:

1 1
2 + — = + —
X2 — X 4 870 .
2
(X_ 1 ] _ 3481
2 4
_1_59
2 2
_59 ., 1
=3 + 5 30
Sm Ediciones. (2016). Colombia. Matematica 10.
Actividades
Interpreta

1. ;Cual es la diferencia entre la manera de resolver problemas algebraicos
entre los antiguos babilonios y lamanera como se resuelven actualmente?
Argumenta

2. ;Cual consideras que es el aporte del lenguaje algebraico al desarrollo
de las matematicas?

=
wv
"}
z
el
o

Propon

3. Amplia tus conocimientos sobre el trabajo con ecuaciones en las cul-
turas antiguas y comparte los resultados de la investigacion con tus
companeros.




Blogue de Algebra y funciones

qupIora A

El salto de cierta rana se puede
modelar mediante la funcién:

h(t) =2t —t
Donde t es el tiempo medido en
segundos y h la altura en metros.

(%)
<
m
o
q),
o
=
Iy
&

« jCuanto durara el salto de la rana?
iCudl es la altura maxima que al-
canza la rana en ese salto?

- J

Figura 1

Ten en cuenta

Toda parabola es simétrica, y sobre su
eje de simetria se encuentra el vértice
de la parabola que es el valor maximo
o el valor minimo que toma la funcién.

X f(x)

—4 —10

—2 —4

0 —2

2 —4

4 | —10
Tabla 2

@ Funcion cuadratica

EnlaTabla 1se muestra la altura del salto de la rana en cinco momentos distintos.

t 0 05 1 15 2
h(t) 0 0,75 1 0,75 0
Tabla 1

Seglin los datos, la rana esta en el piso cuandot = 0y t = 2, pues su altura es
0 en ambos instantes. Es decir, h(0) = 0y h(2) = 0.

Elinstante t = 0 corresponde al momento de iniciar el salto, y el instante t = 2
corresponderd al instante en que la rana vuelve al piso después de haber saltado.
Esto significa que el salto tardd 2 segundos.

Por otra parte, la maxima altura que alcanza la rana corresponde al mayor valor
de h(t) registrado en la tabla. Este es 1, por lo cual se deduce que la mayor altura
que alcanza la rana en este salto es de T m (figural).

Muchas situaciones son modeladas mediante funciones que involucran el cuadra-
do de una variable. Este tipo de funciones se denominan funciones cuadraticas.

Una funcion cuadratica es de la forma f(x) = ax> + bx + ¢, donde g, by c
son numeros realesy a # 0.

1.1 Representacion grafica de una funcion cuadratica
La representacion grafica de la funcion cuadratica f(x) = ax* + bx + ¢ es una

parabola que se caracteriza por tener los siguientes elementos.

« Vértice (V): punto donde la pardbola alcanza su punto maximo, sia < 0, o su
punto minimo, sia > 0.

« Cortes de la parabola con los ejes coordenados (ceros de la funcion): puntos
donde el valor de la funcién es 0. Las coordenadas de los puntos de corte con
el eje X son de la forma (x, 0). En estos casos, el valor de x se halla resolviendo
la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0.

« Eje de simetria: recta paralela al eje Y, que pasa por la coordenada x del vértice.
« Concavidad: una parabola es concava hacia arriba si a > 0 o es concava

hacia abajo sia < 0.

Actividad resuelta

Comunicacion

. . 1
1 )Representa graficamente la funcion f(x) = — ?xz -2
Solucion:
Para comenzar, se puede comple- y
tar una tabla de valores como la 2
Tabla 2, asignando valores arbitra- 0 %
rios a la variable x. Luego, se repre- PV (CAFIANA

sentan en el plano cartesiano.

Como la funcién esta definida
para cualquier valor real, al trazar la
curva se obtiene la Figura 1.

Figura 2

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2 | |dentifica cudles de las siguientes expresiones pueden
® representar una funcién cuadratica.
a. flx) = —16x> + 14x + 10
b. f(p) = 16p> + 14p* + 12
¢ f(n) = —025n> — 05n + 1
d. fix) = —6x + 1
e. f(t) = —4t — 5+ 32t
3 | Escribe cada funcién en la forma fx) = ax> + bx + c.
© Luego, identifica los valores correspondientes de a, b y c.
a. f{x) = 4x + 10 — 16x?
b. flx) = —6x + 5+ X’
¢ f(x) = x>+ 10 — 6x
d. f(x) = =2 + x> — 4x
Modelacion

4 | Escribe la ecuacion del eje de simetria de cada para-
® bolaylas coordenadas del vértice.

a. Y
5
X
(@)
Figura 3
b. v
5
X
O 4
Figura 4
C.
Y
N
_ (@)
~ —
Figura 5

Resolucion de problemas &=====

Definir y reconocer una funciéon cuadratica de manera algebraica y grafica.

Razonamiento

5 | Relaciona cada funcién cuadratica con la grafica

correspondiente.
a. flx) =x*—6x+ 10

1 2 3 4 5
5 2 1 2 5

Tabla 3
b. fx)=—x*+ 4
) =2 0 2 3
=5 0 4 0 =5
Tabla 4
Y
AN
X
]
/ \
/ \
/ |
|
Figura 6
Y
C
' X
O]
Figura 7

s
o PA]

El movimiento de cierta particula esta determinado

por la funcién f(x) = x> — 4. Su trayectoria se muestra

en la Figura 7.

Figura 8

a. ;Qué coordenadas tiene el punto mas bajo que
alcanza la particula?

b. ;En qué valores la trayectoria corta al eje vertical?

c. ;En qué valores corta al eje horizontal?
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N

4 R
Explora
Considera la funcion que le hace co-
rresponder su cuadrado a cada nu-
mero real, es decir:
) =x
« Construye la tabla de valores y ela-
bora su grafica.
J

X

Figura 1

Ten en cuenta

/
//
| —T
o NN

El dominio de la funcion cuadratica con
vértice en el origen y = ax’ corresponde
al conjunto formado por todos los nu-
meros reales y su recorrido depende del
signo de a; si a es positivo, su recorrido
son todos los reales positivos y si a es
negativo, su recorrido corresponde a los
reales negativos.

Ten en cuenta

La funcién cuadratica f(x) = ax*es una
funcién par.

Ten en cuenta

El vértice de la parabola que describe
la funcién f(x) = ax? es (0, 0); el eje de
simetria de esta parabola es el eje Y.

Graficas de funciones cuadraticas

2.1 Funciones de la forma f(x) = ax?

Al calcular algunos de los valores de la funcion f(x) , se obtiene la Tabla 1:

—4 -3 —2 —1 0 1 2 3
16 9 4 1 0 1 4 9
Tabla 1

Al calcular la razén de cambio entre los pares de puntos del primer cuadrante
se encuentra que esta No es constante y que siempre es positiva, luego es una
funcion cuya grafica no es una linea recta y es creciente en el primer cuadrante.

Larazén de cambio en el segundo cuadrante tampoco es constante y es negativa, lue-
go la funcién no tiene por grafica una recta y es decreciente en el segundo cuadrante.

Ademas se cumple que fla) = f(—a) para todo nimero real g, asi que f es
simétrica con respecto al eje Y, es decir, es par. La grafica con estas condiciones es
una parabola, con vértice en (0, 0), como se observa en la Figura 1.

Una funcién definida por la expresién y = ax?, con a # 0, se conoce como
funcion cuadratica con vértice en el origen.

Ejemplo 1
Se puede determinar la variacion de las graficas de las funciones cuadraticas
de la forma f(x) = ax?, analizando el resultado para los distintos valores de a.
» Sia>1,lagraficadelafuncion es una contraccion de la grafica dela funcion
fix) = ax. Si 0 < a <1, la grafica de la funcién es una dilatacion de
la grafica de la funcion f(x) = ax’
Enla Tabla 2, las parabolas representadas son f(x) = x? g(x) = 2x*y h(x) = 4x*
paraa > T,y flx) = x%, g(x) = 05x*y h(x) = 033x" para0 < a < 1.

\ \ ANV \ 4 /

\ /1]

\\ / \

\ /

\ /
! / NG 1
o X o) X
Tabla 2

» Cuando a < 0, las graficas de las funciones se obtienen reflejando las graficas
de los casos anteriores con respecto al eje X, como se ve en la Tabla 3.

Y X Y X
0 ez o] | R~
/ \
/ \
// // \\ \\
ANA A / \
Tabla 3

APPLICA © EDICIONES SM



Bloque de Algebra y funciones

APPLICA © EDICIONES SM

Destreza con criterios de desemperio: Definir y reconocer una funciéon cuadratica de manera algebraica y grafica determinando sus caracteristicas: dominio,
recorrido, monotonia, maximos, minimos, paridad.

2.2 Funciones de la forma f(x) = ax*> + ¢

La pardbola que describe la funcién f(x) = ax* + ¢ es una traslacion verti-
cal de ¢ unidades de la parabola f(x) = ax’. Esta traslacion es hacia arriba si
¢ > 0y hacia abajo si ¢ < 0.

El vértice de la parabola f(x) = ax> + ¢ esta ubicado en el punto (0, ¢) y el eje de
simetria es el eje Y.

Ejemplo 2 %
En la Figura 4 se muestra la representacion grafica de las funciones
g(x) = x>+ 3y h(x) = x* — 4, a partir de la grafica de f(x) = x°
La parabola correspondiente a g(x) = x* + 3 tiene un desplazamiento de h(x)=x2—4
3unidadeshaciaarribaconrespectoaf(x) = x%ylaparabolaque corresponde

Figura 4

a h(x) = x* — 4 tiene un desplazamiento de 4 unidades hacia abajo.

2.3 Funciones de la forma f(x) = ax* + bx + ¢

[Razonamiento matemético)

La funcion de la forma f(x) = ax®> + bx + ¢ es una funcién cuadratica en

la cual g, by c son todos diferentes de 0. Funciones cuadraticas

. _ .
La funcioén f(x) = ax’ + bx + ¢ puede llevarse a una de las formas: Le,l p'arabolay. X8 + SEETSEY
vértice en el eje de las abscisas.
= —hy = _ Yy
fo) = alx = hyofx) = alx = h)* + k o ;Cual es el valor de k?
« Silafuncion esdelaformaf(x) = a(x — h)’ el vértice delapardbolaesel punto o T

(h, 0) y el eje de simetria es el eje .

o Silafuncién es de la forma f(x) = a(x — h)? + k, el vértice de la parabola es el
punto (h, k) y el eje de simetria es la recta x = h.

Ejemplo 3

o Lafuncion g(x) = x> — 6x + 9 se puede expresar como g(x) = (x — 3)? con
lo cual se identifica que el vértice es (3, 0). Ademas, su grafica se obtiene
trasladando horizontalmente la parabola f(x) = x?, 3 unidades a la derecha.

« Lafuncién h(x) = x* + 4x + 4 se puede expresar como g(x) = (x + 2)?, por
lo tanto, se concluye que su vértice es (—2, 0). Su grafica se obtiene trasladan-
do horizontalmente la pardbola f(x) = x, 2 unidades a la izquierda (Figura 5).

Actividad resuelta Figura 5

Modelacion

1 ) Elabora la grafica de la parabola g(x) = —3x* + 12x — 11, teniendo en Y
cuenta cdmo varia con respecto a la parabola f(x) = —3x%
Solucion: 1+ g9 —3¢ 1 13x 711

@n
La funcion g(x) = —3x* + 12x — 11 se puede expresar como: /\
g) = —3(x— 2 + 1 IR 2\ x

A partir de la ecuacion anterior, se sabe que:
Vértice: (2, 1) Eje de simetrfa: x = 2 f(x).'; e
Ademads, la grafica se obtiene trasladando la parabola f(x) = —3x% 2

unidades a la derecha y 1 unidad hacia arriba (Figura 6). :

igura 6
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MatemaTICS

Grafica funciones cuadraticas usando GeoGebra

Graficas de funciones cuadraticas

-

Bloque de Algebra y funciones

Observa el procedimiento para graficar las funciones f(x) = 6x> — 4xy f(x) = 6x*> — 4x — 2.

Primero, selecciona en el menU Apariencias, la
ventana Algebra y Grdficos.

Luego en la parte inferior de la ventana, en la ba-
rra Entrada, digita la primera funcion y presiona la

tecla Enter. Luego, digita la segunda funcion.

Ahora, cambia algunas preferencias del programa
para poder observar con mayor claridad que la
segunda funcion es una traslacion de la primera.

Para ello, selecciona en el mend Apariencias, la
opcion Objetos.

Pon el cursor sobre la segunda funcién y presiona
el menu Objetos. Alli selecciona la opcion Color
y elije uno para esta grafica.

L Ea

e EMWw

o g Siins TN e Gapewn  drmids e m
-

E'l.'ﬁ
.l
e
A ] 1 e "
14
Ahora, sin cerrar la ventana de Preferencias, pon I n
el cursor sobre la primera funciéon y presiona la g |
opcion Estilo. Alli selecciona Estilo de trazo. B "'—'—"‘[' 4
a ] 1 il L] L] L] L] L] !
) r— i
e EHW :
i RN - FTSEETTga -
a4 Liwes dH Baiw (LT :"E I
A TR N T
Tpasiad dnne

i i =B A =

it bk g ————————|

"-"""*‘L_"'-""-
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Destreza con criterios de desemperio: Definir y reconocer una funciéon cuadratica de manera algebraica y grafica determinando sus caracteristicas.

Desarrolla tus destrezas

Comunicacion

2 | Elabora las graficas de las funciones cuadraticas de 7 D.ete‘rmirja la funcion que correspondeacada pardbola,
@ cadagrupo en un mismo plano cartesiano. Explica sus ® eindicasi es una funcion par o impar.
diferencias y semejanzas. .
a. flx) = 2x gx) = —2x 14
1 X
b. fix) = 7)(2 glx) = 2x* 0
c flx) = 2% ga(x) = 3x? h(x) = 4x? 1
d. fix) = —2x° gx) = —3x° h(x) =—4x* / \
3  Halla el vértice de cada parabola. Luego, elabora una
tabla de valores y la gréfica correspondiente. / \
a. fx) = x* — 4x b. f(x) = x* — 2x / \
c flx) =x*+ 2x d. flx) = x* — 6x / \
Figura 8
4 ) Determina la ecuacion de la funcion cuadratica que
define cada tabla de valores. b. >
a. \ /
X =2 =1 0 1 2
y 1 =2 =3 =2 1
Tabla 4
b. .
x -2| -1 0 L 2 X
(0]
7 1 1 1 7
Yool 2| 2| 2| 2
Figura 9
Tabla 5
5 Lleva cada funcion a la forma fix) = a(x — h)* + k.
Luego, escribe las coordenadas del vértice de la parabola v
| ta. X
que la representa c 9
a. fx)=x*+2x+3
b. f(x)=x*—2x+5
cfx)=3x+6x+4
Razonamiento \
6 | Observa la Figura 7. Luego, explica qué tipo de transfor-

macion sufrio la parabola a para obtener la parabola b. Figura 10
Determina las funciones que las describen.

\ Y / Resolucion de problemas
\ \ . / / El movimiento de una pelota puede expresarse
\ \@ ® mediante la funcion f(x) = —5x> + 20x + 10, donde
/ X x representa el tiempo en segundos vy f(x), la altura en
9 metros. ;Qué altura alcanza la pelota al transcurrir
N

2 segundos desde el inicio del movimiento?
Figura 7
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Ecuaciones de segundo grado con una incégnita

En términos algebraicos, el perimetro y el area del rectangulo se pueden expresar ast:
Perimetro: P = 2x + 2m
Area: A =x+m

Teniendo en cuenta los datos, se pueden plantear las siguientes ecuaciones:

24 =2x+2m,dedonde 12 =x + m

35=x'm
Al despejar m en la expresion para el perimetro se tiene que m = 12 — x, y al
reemplazar este valor en la expresion del area se tiene que:
B=x-(12—x)=35=12x— %
=X = 12x+35=0

Esta es una ecuacion cuadratica, ya que la maxima potencia de la incégnita x es 2.

Al resolver esta ecuacion se obtiene que las dimensiones del rectangulo son
7 cmy 5 cm, respectivamente.

Una ecuacion cuadratica o de segundo grado es una expresion de la forma
ax* + bx + ¢ = 0,donde g, b y ¢ son nimeros realesy a # 0.
La ecuacion de segundo grado ax® + bx + ¢ = O es:

« Completa,sib #0yc # 0.

« Incompleta, sib = 0 o ¢ = 0. Es decir, presenta alguna de las formas
ax>*+c=0o0ax’*+ bx=0.

3.1 Resolucion de la ecuacion de la formaax2+c=0

La ecuacion cuadratica de la forma ax? + ¢ = 0, con a 'y c nimeros reales, se
resuelve despejando la incognita x. Puede tener dos raices o soluciones reales
0 no tener ninguna solucion real.

Ejemplo 1

« Para resolver la ecuacion 5x* — 12 = 0 se pueden aplicar las propiedades
de las igualdades, como se muestra a continuacion:
5 —12=0 Se parte de la ecuacion dada.
5 —12+12=0+12 Se suma 12 en ambos lados de la igualdad.

5x* =12 Se efecttian las operaciones.
X = % Se divide entre 5 en ambos lados de la igualdad.
12 2415
X=X |[—=F— Se extrae la raiz cuadrada.
5 5
2415 2415 ) .
X, =——0X, = —T Se obtienen las soluciones.

» Al aplicar las propiedades de las igualdades para resolver la ecuacién
3x* + 11 = 0, se obtiene que:

3+ 1T=0=3¢+11—11=0—11=32 = —11

11 /
=>x=— 3 =>x== _n No corresponde a un nimero real.
3

De acuerdo con lo anterior, la ecuacion 3x* + 11 = 0 no tiene raices reales.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destrezas con criterios de desempefio: « Reconocer los ceros de la funcion cuadratica como la solucién de la ecuaciéon de segundo grado con una incégnita.
« Resolver la ecuacion de segundo grado con una incégnita de manera analitica (por factoreo) en la solucion de
problemas.

3.2 Resolucion de la ecuacion de la forma ax* + bx = 0
La ecuacion cuadratica de la forma ax*> + bx = 0, con a y b nimeros reales,
se puede resolver mediante la factorizacion.

El método para resolver una ecuacion cuadratica de la forma ax? + bx = 0 se basa
en usar el factor comun en la expresion y analizar las condiciones de dichos factores. CULTURA del Buen Vivir

Ejemplo 2

La libertad

Observa como se resuelve la ecuacion —2x? + 6x = 0 mediante la factorizacion.
Para obrar con libertad (es decir, se-

—2x2+6x=20 Se parte de la ecuacion dada.

gln nuestra propia voluntad) es nece-
2X(—x+3)=0 Se extrae el factor comiin 2x. sario que confluyan dos condiciones,
x=00—x+t3=0 Sim - n = 0,entoncesm =00n = 0. responsabilidad para actuar y normas
x=0o0x=3 Se encuentran los valores de la incdgnita x. y leyes claras.

« Escribe sobre tres situaciones de la

En general, la ecuacion cuadratica ax’ + bx = 0 tiene dos raices o soluciones . L .
vida cotidiana donde es importante

reales de la forma:

b saber ejercer la libertad.
x=0o0x=——
a
Ejemplo 3
La ecuacion —2x> + 6x = 0 esde laformaax’ + bx =0,cona = —2yb =6.
Por lo tanto, las soluciones se pueden hallar como sigue:
_ __b 6
x,=0yx, = = =3

3.3 Resolucion de la ecuacion de la formax* + bx +c=0

La ecuacion cuadratica de la forma x*> + bx + ¢ = 0, con g, b y ¢ nimeros
reales, se puede resolver aplicando la factorizacion de trinomios.

Ejemplo 4

Para resolver la ecuacion x* + 2x — 15 = 0 se procede de la siguiente forma:

« Se factoriza la expresion algebraica.
X+2x—15=0
x+5Kx—3)=0

« Seanaliza cada uno de los factores, teniendo en cuenta que el producto es cero:
(x+5 =00(x—3)=0=>x=—-50x=3

, . . Las soluciones reales de la ecua-
Asl, las soluciones de la ecuacion x> + 2x — 15 =0sonx = — 5y x = 3.

cién de segundo grado de la forma
x* + bx + ¢ = 0 corresponden con los

. ' puntos de corte con el eje X de la gra-
Para calcular las dimensiones de un mural cuyo ancho es 3 m menos que su fica de la funcion f(x) = x> + bx + c.
largo y su area es de 18 m? se plantea y resuelve la ecuacion x (x — 3) = 18, B
con x la longitud del largo del mural. Esta ecuacion es equivalente a

x> — 3x — 18 = 0, y al aplicar la factorizacion se tiene:

X =3x—18=0=>Kx—6)(x+3)=0
=>x—6)=00(xx+3)=0
=x,=60ox,= —3

Ejemplo 5

Por lo tanto, las dimensiones del mural son 6 m de largo y 3 m de ancho.
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Ecuaciones de segundo grado con una incognita

3.4 Resolucion de la ecuacion de la formaax* + bx + c =0

La ecuacion cuadratica de la forma ax? + bx + ¢ = 0, con g, b y ¢ nime-
ros reales, se resuelve mediante la factorizacion del trinomio ax* + bx + ¢,
siempre y cuando este sea factorizable.

Ejemplo 6
Para resolver la ecuacion 10x* — 33x — 7 = 0, se puede proceder como sigue:
10x* —33x —7=0 Se parte de la ecuacion dada.
10(10x> —33x —7) =0-10 Se multiplica en ambos lados de la ecuacion
por el coeficiente de x.
(10x)*> — 33(10x) — 70 = 0 Se efectlian las operaciones.
CRazonamiento matemético) (10x —35)(10x +2) =0 Se factoriza la expresion.
. . (10x —35)=00(10x +2) =0 Se iguala a 0 cada factor.
Ecuaciones cuadraticas 7 1
g it —1 & b seludén de b eauss X, = 7 ox, = — ? Se resuelven las ecuaciones resultantes.
cion3x* + bx + ¢ =0. Luego, la ecuaciéon 10x* — 33x — 7 = 0 tiene dos raices reales:
o Silos coeficientes b y ¢ son nimeros _ 7 _ 1
' ) X, = yX, =
primos, jcual es el valor de 3¢ — b? 2 5

.4 Actividades resueltas

Comunicacion
1 ) Halla la solucién de estas ecuaciones.
asx’—9%+4=0 b.3x) —4x—4=0
Solucion:
En los dos casos se aplica la factorizacion de trinomios.

a5 —9x+4=0=56%—9%+4)=0=(5x") —9(5x) + 20 =0

=>0x=50Bx—4)=0=x =1yx, = 4

5
b3 —dx —4=0=>303C —4x—4) = 0= (3¢) — 4(3x) — 12 =0
=>Bx—6)(Bx+2)=0=x =2yx, = —%

Resolucion de problemas
@ La suma de los cuadrados de dos nimeros naturales consecutivos es 313.
@ ;Cuadles son estos numeros?

Solucion:
Six representa el nimero menor, la situacion se puede modelar mediante
la ecuacion x* + (x + 1)* = 313, la cual es equivalente a:
2%+ 2x—312=0

Entonces:
28+ 2x—312=0=2(¢+ 2x — 312) = 0= (2x)* + 2(2x) — 624 = 0

= (2x+26)(2x —24) =0=>x, = —13yx, = 12
De acuerdo con el enunciado del problema, la solucién x = —13 no

satisface las condiciones planteadas. De modo que la solucién valida es
x =12,y el nimero siguiente serax + 1= 13.

Al comprobar la solucion se tiene que 122 + 132 = 313.
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Destrezas con criterios de desempeiio:

« Reconocer los ceros de la funcion cuadratica como la solucién de la ecuaciéon de segundo grado con una incégnita.

« Resolver la ecuacion de segundo grado con una incégnita de manera analitica (por factoreo) en la solucion de

problemas.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

3 ' Une cada ecuacion con su respectiva solucion.
(

[xT =9yx,=-9 ]
[x1 = 2\/gyx2 = —2\/gj
[x1 =—\/ny2 = \/5 ]

[xw=6yx2=—6 ]
[x1=1yx2=—1 ]

4  Resuelve cada ecuacion. Luego, verifica que la solu-
® Cion sea correcta.

ax’—36=0

b.x¥—24=0

C.xX—81=0

d2x—4=0

e.4x*—4=0

axX—6x=0 b. x>+ 27x=0
c3xX+5x=0 d —3x*+4x=0
e.15x —05x=0 f.d4x —4x*=0

Razonamiento

5 ) Resuelve la ecuacion. Luego, explica en cada caso qué
® relacion existe entre las soluciones y la parabola que
representa la ecuacion de segundo grado.

axXt—5%+6=0

<

//
—

X
(0]
b. —x*+3x+4=0 Figura 2
Y
/ \
/ \
X
(0]

Figura 3

Ejercitacion
6  Resuelve las ecuaciones cuadraticas dadas. Luego,
verifica que las respuestas sean correctas.

a.6x’— 14x+8=0
b.6x*+7x—3=0
C.4x*—3x—10=0
d —10x?+17x —3 =0
e. —7/xX*+1lx—4=0

Razonamiento
7 ' Determina en cada caso si la afirmacién es verdadera
(V)o falsa (F). Justifica tu respuesta.
a. Todas las ecuaciones cuadraticas tienen
exactamente dos soluciones.

b. Las ecuaciones cuadraticas incompletas solo
tienen dos términos.

c. La factorizacién es una herramienta para resolver
ecuaciones cuadraticas.

d. La ecuacion x* + 9 = 0 tiene como soluciones a
X=3yax= —3.

e. Las soluciones de la ecuacion 26x* + 11x + 10 =0
son dos nimeros enteros positivos.

Modelacion

8  Escribe una ecuacion cuadratica que se relacione con
® lagrafica de la Figura 4.

Figura 4

Resolucion de problemas

@ Se sabe que el voltaje de cierto circuito eléctrico puede
® representarse mediante la ecuacion x> — 2x + 10 = 0.
Si la ecuacion tiene soluciones reales, el voltaje del cir-
cuito es directo, pero si las soluciones son nimeros
complejos, el voltaje del circuito es alterno. ;Qué clase

de voltaje tiene este circuito?
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Resolucion de ecuaciones de segundo grado

completando un trinomio cuadrado perfecto

Explora

La suma de dos numeros es 10 vy la
suma de sus cuadrados es 58.

« ;Qué niimeros cumplen las condi-
ciones anteriores?

Ten en cuenta

Es posible que una ecuacion de se-
gundo grado no tenga soluciones en
el conjunto de los nimeros reales. En
este caso, la parabola que describe di-
cha ecuacién no tiene cortes con el eje
X.Observa un ejemplo en la Figura 1.

Y

Oy 1 X

Figura 1

Oy 1 X

Figura 2

Si se designa a x como uno de los nimeros, entonces 10 — x representara al otro. De
este modo, al establecer las relaciones dadas en el problema, se plantea la ecuacion:

x>+ (10 — x)> = 58
Se observa que la ecuaciéon x*> + (10 — x)? = 58 es equivalente a

2x* — 20x + 42 = 0. Para resolver esta Ultima, se puede completar un
trinomio cuadrado perfecto, como se presenta a continuacion.

X —10x+21=0 Se dividen los dos lados de la ecuacién por 2.
X —10x = — 21 Se agrupan los terminos con x.
X —10x +25=—21+25 Se busca el tercer término del trinomio cuadrado

perfectoy se suma en los dos miembros de la ecuacion.
(x—5) =4 Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto.

2 , .
(X—S) Zi\/Z Se extrae la raiz cuadrada en los dos miembros
de la ecuacion.

X—5=20x—5=—2 Se resuelven las ecuaciones lineales obtenidas.
X, = 70 X, = 3 Se determinan las soluciones.

De acuerdo con lo anterior, los niimeros cuya suma es 10 y la suma de sus cua-
drados es 58 son 7y 3.

Toda ecuacién cuadratica ax® + bx + ¢ = 0,con a, b y ¢ nimeros reales, se pue-
de resolver completando un trinomio cuadrado perfecto. En general, para ha-
2

. o " ., b
llar el tercer término del trinomio cuadrado perfecto se utiliza la expresion .

Actividad resuelta

Comunicacion

1) Resuelve laecuacion de segundo grado x> — 13x + 42 = 0, completando cua-

@ drados. Luego, elabora la gréfica de la parabola que describe el trinomio. Por
Ultimo, describe la relacién entre la ecuacién y la parabola que la representa.

Solucién:

Alobservarloscoeficientesdelaecuacionx’ — 13x + 42 = 0,sededuceque

a=1yb = — 13. Asi, el término que completa el trinomio cuadrado
erfecto estara dado por b 169
P POl 4a = "4
Por lo tanto:
X=X+ R=0=x—13x=—R=x—13x+ ? =—4+ ?
(Y-
= 2) T4 7 2 4
13 1 1 13
2 =4+ = + — 2
=X ) 5 =>x==x 5 + 5
S N = __ 1 1B
=X=5 + 5 —7yx2——2 + 5 =6

Al graficar la parabola que representa la expresion x? — 13x + 42, se
obtiene la curva de la Figura 2. En ella, se puede observar que los valores
7y 6 son los puntos de corte de la parabola con el eje X.
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Destrezas con criterios de desempeiio:

la solucion de problemas.

« Resolver la ecuacion de segundo grado con una incognita de manera analitica (por completacion de cuadrados) en

« Reconocer los ceros de la funcion cuadratica como la solucién de la ecuacion de segundo grado con una incégnita.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2
(]

w

Resuelve estas ecuaciones de segundo grado. Ten en
cuenta que todas las expresiones son un trinomio
cuadrado perfecto.

a 9% —12x+4=0
C4t+4x+1=0
ext—6x+9=0

b. x4+ 2x+1=0
d 16X —24x +9 =0
fax—12x+9=0

Resuelve cada ecuacion completando un trinomio
cuadrado perfecto.

axX+2x—15=0
X —12x+4=0
ex*+10x—7=0

b. x> —=13x—30=0
d 4+ 12x—16=0
f9x+10x+1=0

Comunicacion

4

Plantea la ecuaciéon cuadratica asociada con cada

® grafica. Luego, resuelve dicha ecuacion.

a. \ Y/

Figura 3

(5 o 1X
"2
Figura 4
o
0 X

Figura 5

Resolucion de problemas

A continuacion se presentan varios rectangulos cuya

© areaesta dada. Determina la longitud de la base y la al-

tura de cada uno, teniendo en cuenta las expresiones
algebraicas correspondientes.

a.b=x+1

h=x+4
Figura 6

b.b=x+1

h=x—2
Figura 7

¢b=x+3

h=x+4

Figura 8

@ Andrea debe elaborar una maceta de base rectangu-

lar para su invernadero, de modo que el largo de la
base tenga 30 cm mas que su ancho y su altura sea de
20 cm. Ademas, la maceta debe contener 360 dm® de
tierra. ;Cuales deben ser las medidas de la maceta?

El marco de un cuadro es cuadrado y su area es de
121 cm? ;Cudl es la ecuacion que debe plantearse
para calcular la medida x del lado del cuadro? ;Cuales
son las dimensiones del cuadro?
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/5 Formula general para resolver una ecuacion
de segundo grado

Dadas las condiciones del problema, la ecuacion que modela la situacion es:

/ ™ Expresion algebraica del volumen
Explora i
Una compafia de alimentos disefia 4(x +3) =72

una caja sin tapa para empacar sus
productos con un volumen igual a
72 dm?. Sus dimensiones estan re-
presentadas en la Figura 1.

La ecuacion anterior es equivalente a 4x* + 12x — 72 = 0y se puede resolver
aplicando la formula general para resolver ecuaciones de segundo grado, que
se deduce del proceso para completar trinomios cuadrados perfectos, como se
observa a continuacion.

X/\ /\ ax’ +bx+c=0 Se parte de la ecuacion de segundo grado.
- x+3 b c
\/ X+ X + o= 0 Se divide toda la expresién entre el coeficiente de x%.
T ¢
4 dm X+ ;X i Seresta - en ambos lados de la ecuacion.
a
e R S S S
a 402 402 a e suma 4a2 para completar el trinomio cuadrado perrecto.
Figura 1 ) )
b b c 4 o
« Plantea una ecuacién que te per- X+ 2— = 4—2 - = Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto y se opera.
. . . a a a
mita encontrar las dimensiones de -
i { b b”—4ac
la caja en decimetros. X+ —==* —4 Se extrae la rafz cuadrada en ambos lados de la ecuacion.
- J 2a 4a’
b b*— 4ac I
X=——Xx— Se despeja la incognita.
2a 2a
—b = \/b’— 4ac
X = Se obtiene la férmula general.
2a
Asi,enlaecuacion 4x* + 12x — 72 =0,a = 4,b = 12y c = —72, por lo tanto:
—12 % \12'— 44+ (=72) 349
X = 4 =>X=——==>Xx,=30x,= ~6

Al considerar las condiciones del problema, se deduce que la respuesta valida es
x = 3, de modo que las dimensiones de la caja son:

ancho: 3 dm largo: 6 dm alto: 4 dm

CULTURA del Buen Vivir La féormula general para resolver ecuaciones de la forma ax® + bx + ¢ = 0,
con a, by c nimeros reales, es:

La libertad _ —b=x/b’—4ac

X —

La libertad no consiste simplemente en 2a
hacer lo que se quiere ni en divertirse )
irresponsablemente, aunque algunos Ejemplo 1
lo piensen asi. Observa cémo se aplica la férmula general en la ecuacion x> — 2x — 960 = 0.
« Conversa con tus compaferos Comoa =1,b= —2yc= —960, entonces:

sobre el significado de ser una perso- -

na libre y qué se debe tener en cuen- B —(—2) = \/(—2) — 4(1)(—960) _2F\4+3840 2+62

ta para serlo de manera responsable. X= 2(7) B 2 )

_ 2462 _ 4, o 2762 _
=X = ST =32y = T = =30

APPLICA © EDICIONES SM
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Destrezas con criterios de desempefio: « Resolver la ecuacion de segundo grado con una incognita de manera analitica (por férmula) en la solucion de

problemas.

« Aplicar las propiedades de las raices de la ecuacién de segundo grado con una incégnita para resolver problemas.

5.1 Discriminante de una ecuacion de segundo grado

La expresion b* — 4ac recibe el nombre de discriminante. Es el valor que

determina el tipo de raices de la ecuacion de segundo grado.

Dada la ecuacion de segundo grado ax® + bx + ¢ = 0, con a, b y ¢ niumeros

reales, se consideran los siguientes casos:
o Sib? — 4ac = 0, la ecuacién tiene una Unica solucion real.
o Sib? — 4ac > 0, la ecuacién tiene dos soluciones reales.

« Sib? — 4ac <0, la ecuacion tiene dos soluciones complejas.

Ejemplo 2

Observa como se determina el tipo de soluciones de las ecuaciones cuadraticas
X+ 6x+9=03+5%+6=0y2*+ 5 — 3 =0, analizando su

discriminante.
o El discriminante de la ecuacion x* + 6x + 9 = O es:
b*—4ac=6"—4-1-9=0
Por lo tanto, la ecuacion tiene una Unica solucion real.
« El discriminante de la ecuacion 2x* + 5x — 3 = 0 es:
b?—4ac=5—4-2-(—3)=49>0
De modo que la ecuacién tiene dos soluciones reales.
« El discriminante de la ecuacion 3x* + 5x + 6 = O es:
b*—4ac=5—4-3-6=—47<0

Luego, la ecuacion tiene dos soluciones complejas.

5.2 Suma y producto de las soluciones de una ecuacion

de segundo grado

Six,y x, son soluciones de la ecuacion de segundo grado ax* + bx + ¢ = 0,

se cumplen las siguientes propiedades:

X, tx,= = VXX T

Q|

Actividad resuelta

Razonamiento

1 ) Determina una ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0, tal que la suma

. 1 1
de sus soluciones sea 5 el producto sea — 3

Solucion:

Dividiendo los dos miembros de la ecuaciéon ax* + bx + ¢ = 0 por g, se

. ., . b c
obtiene la ecuacion equivalente x* + PR + 5 =0

Ademas, se cumple que:

_1 1 _ b
x1+x2— 6,enton(:es 6 = &
1 1 C
Xw-xzz—?,entonces—? =7
., 1 1
La ecuacidonesx’ —— x——= =0

6 3
x> —x—2=0.

, y se puede escribir como

Ten en cuenta

La ecuacion de la forma:
ax*+bx+c=0
es equivalente a la ecuacion:
b c
Xt —x+— =0
a a
Esto permite relacionar las raices de la

ecuacion de segundo grado con sus
coeficientes.
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de segundo grado

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2

Resuelve las siguientes ecuaciones usando la férmula
general para resolver ecuaciones cuadraticas.

a.x*+3x—10=0 b. *—=3x—4=0
¢ —X—4x—2=0 d.
e.(x+22+1=0 f. x—37—4=0
g —05x+2x+15=0 h. 15 +2x=0

—2¢—x=—6

Razonamiento

3

N

Responde las preguntas a partir de la resoluciéon de la
ecuacion x> + 2x + 4 = 0, mediante la formula general.

a. ;Se pueden determinar las soluciones de la ecuacion?
b. ;Son las soluciones niimeros reales?

c. Si el signo del término independiente cambia, json
las soluciones nimeros reales?

d. ;Cual podria ser un criterio para cuando las solu-
ciones pueden ser 0 no nimeros reales?

Observa las siguientes parabolas y sus respectivas ecua-
ciones. Luego, utiliza la fébrmula general para resolver
cada ecuacion. ;De qué tipo son sus soluciones? ;Qué
tienen en comun las parabolas que las representan?

ay=x+2%x+3

Figura 2

I\J)O

Figura 3

Formula general para resolver una ecuacion

5 | Forma ecuaciones cuadraticas con los siguientes tér-
® minos. Luego, examina los discriminantes de dichas

ecuacionesy escribe de qué tipo serfan sus soluciones.

TERMINOS INDEPENDIENTES

Figura 4

TERMINOS AL CUADRADO

Figura 5

TERMINOS LINEALES

Figura 6

« Intercambia las ecuaciones que formaste con las de uno
de tus companeros; cada uno debera resolver en el cua-
derno las que intercambid utilizando la formula general.

Determina el tipo de raices que tiene cada ecuacion es-
tudiando su discriminante. Luego, resuélvela aplicando
la formula general.

a8’ —5%+1=0
b.6x*+x+2=0
c x(2x—3)=20
dx—2¢=38
ee2xX*+tx—2=0
f.=3x%—x+1=0

g.x2—3—%x=0

APPLICA © EDICIONES SM
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Destrezas con criterios de desempefio:

problemas.

« Resolver la ecuacion de segundo grado con una incognita de manera analitica (por férmula) en la solucion de

« Aplicar las propiedades de las raices de la ecuacién de segundo grado con una incégnita para resolver problemas.

Ejercitacion

7

Resuelve las siguientes ecuaciones utilizando la ecua-

© cién cuadratica.

a.(x+1Hx—5 =16
b. (x +1)(x+4)=4
c(x—2)x—3)=4

8  Escribe la ecuacion cuadratica para la cual las solucio-
© nes son las mostradas en cada literal.
a. x, =2 b.x1=—1
X, = X,=—9
Cx, = d x, =4+2i
X, = =5 X, = 4 —12i
e x, = 1+
X, = T—1
Modelacién

9  Observa los cortes de cada parabola con el eje X. Luego,

escribe la ecuacion cuadratica que se relaciona con ella.

a.
Y
0,6, 0,4)
0,3} 0) (0,9; 0)
o} 0,6 X
1
b. Figura 7
\ Y
\ /
(-=1,0\0| 1 /2,0 X
(0,5; +2,3)
c Figura 8
Y
3,4
(2, 3) (4,3)
1
(1,0 (5, 0)
O X
Figura 9

10 Completa la tabla para cada ecuacion.

a. —xX+4x+5=0

Tabla 1
b. —=3x*+9x =0

Tabla 2
2 —12x+8=0

Tabla 3
d X —4x+13=0

Tabla 4

Resolucion de problemas

Examina la Figura 10 y determina las ecuaciones cua-
dréticas asociadas a cada parabola. ;De qué tipo son las
soluciones de cada ecuacion?

Figura 10
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0

- ™
Explora

El triangulo ABC de la Figura 1 tiene un
angulo recto en B.

C x

>

B |- X — 4 -| A  Figural

o jCudl es su area? ;Cual su perimetro?
— _J

Ten en cuenta

La ecuacion de segundo grado tiene
aplicaciones en estas areas:

o Geometria, con la aplicacion del
concepto de area.

« Economia, con la modelacion de si-
tuaciones de produccion, ganancias
y pérdidas, entre otras.

o Fisica, con la modelacion de la caida
libre o del movimiento parabdlico
de proyectiles.

« Aritmética, con la busqueda de can-
tidades que verifican diferentes con-
diciones.

Aplicaciones de la ecuacion de segundo grado

Para hallar el area y el perimetro del triangulo ABC se debe determinar el valor de x.

En este caso, como el triangulo es rectangulo, se puede hacer uso del teorema
de Pitagoras con el fin de establecer una relacion entre sus lados, con lo cual se
obtiene la siguiente ecuacion.

Suma de los cuadrados de los catetos

;

Lx +3) + (x — 4 l=((2x — 57

T

Cuadrado de la hipotenusa

Al simplificar la ecuacion anterior, se obtiene una ecuacion cuadratica que se
puede resolver mediante alguno de los métodos estudiados anteriormente.
(x +32 4 (x— 42 =(2x — 5P => —2 + 18x = 0

= —2(x—=9)=0=x =00x,=9
Deacuerdo con lascondiciones del problema, se deduce que larespuestavalida es
x =9, por lo tanto, se obtiene que las medidas de los lados del triangulo son:

x+3=12 X—4=5 2x—5=13

El area del triangulo es A = 2212 30 unidades cuadradas y el perimetro es

12 + 5 + 13 = 30 unidades.

Las ecuaciones de segundo grado permiten resolver de manera adecuada
y precisa muchos problemas que se plantean en la vida real o que estan rela-
cionados con otras areas del conocimiento.

Modelacion
El area de la cancha de la Figura 2 es 195 m?.

x+1

| x+3

| Figura 2
;Cuéles son las dimensiones de la cancha?
Solucién:

La expresion algebraica correspondiente del area de la cancha es:
(x + 1)(x + 3) = 195, que es equivalente a x* + 4x — 192 = 0.

Si se quiere resolver la ecuacion, se puede usar la formula general para
resolver una ecuacion cuadratica. De este modo:

—4 = \[41— 41 (—192) —4+ 08

X = =S>X= —/
27 2-1

Se observa que solo x = 12 satisface las condiciones del problema y con

este valor se obtiene que las dimensiones de la cancha son 13 my 15 m.

=X = 120x2= —16

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Resolver y plantear problemas con enunciados que involucren modelos con funciones cuadraticas e interpretar

y juzgar la validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema.

Desarrolla tus destrezas

Modelacion

2 Plantea una ecuacion cuadratica para cada situacion
y, luego, resuélvela.

a. La diagonal de un rectangulo mide 10 cm. Halla
sus dimensiones si uno de sus lados mide 2 cm
menos que el otro.

b. Encuentra dos nimeros positivos que se diferencien
en 7 unidades y para los cuales el producto sea 44.

¢. Encuentra dos nimeros cuya suma sea 10y su
producto sea 24.

d. Ellargo de un campo de futbol mide 30 m mas
que su ancho y su area es de 7000 m? ;Cuales son
sus dimensiones?

e. Halla el drea de un triangulo isosceles, cuya altura mide
12 my su lado mide tres metros mas que su base.

f. La diagonal de un rectangulo mide 10 cm. Calcula

sus dimensiones si el lado de menor medida es

% del lado de mayor medida.

g. ;Como se puede repartir el nimero 20 de tal
manera que la suma de sus cuadrados sea 202?
h. El area de un triangulo rectangulo mide 24 m?2. Si

. . 3 .
la longitud de un cateto esiguala — la longitud
del otro, jcuanto miden los lados del triangulo?

Resolucion de problemas
@ Para fabricar una caja en forma de prisma rectangular,
® como ladelaFigura 3, se utiliza una pieza cuadrada de
cartdn cuyo lado mide x dm.

v
>

X —]

1\2\‘,2" Figura 3

La pieza de carton se dobla de manera que se forman
cuatro rectangulos, cada uno de los cuales tiene un
area de 2x dm®.

a.;Cual es la ecuacion que expresa la relacion entre
el area total de la pieza de carton y la suma de las
areas de las caras laterales del prisma?

b. Segln la ecuacion anterior, jcual es el valor de la
longitud x?

c.;Cuéles son las dimensiones de los rectangulos que
forman la caja?

@Una compania que inicia sus operaciones, pro-
® yecta que sus utilidades anuales, p(x), en miles de
délares, se pueden calcular mediante la funcién
p(x) = 4x + 1,2x*> — 8, donde x es el nimero de afos

en operacion.

a.;Cudl sera la utilidad o pérdida de la compafia
después del primer afio?

b. ;Qué tiempo serd necesario para que la compania
alcance su punto de equilibrio?

@ Se ha determinado que para calcular el promedio de la
® expectativa de vida de una persona de t afios de edad,
donde 30 =< t =< 100, puede emplearse la funcién
q(t) = 0,0054t* + 1,46t + 95,11. Si una persona tiene
una expectativa de vida de 143 afios, ;cual sera la edad

que tiene actualmente?

En un laboratorio, los cientificos han detectado que la
® poblacion de bacterias disminuye con la administra-
cién de cierto antibidtico, pero, luego de un tiempo,
estas se vuelven inmunes y crecen nuevamente. Ellos
encontraron que la funcion que modela la poblacion
de bacterias es P(x) = G X = o X 4,donde Pesla
poblacion de bacterias( en miles de individuos) y x los
miligramos de antibiético suministrado diariamente.

;Cual es la poblacion que existe antes de que la bacte-
ria se vuelva inmune?

@ Una persona se ubica en la parte mas alta de una pla-
® ctaforma de salto. Al lanzarse desde 20 m de altura, la
trayectoria que sigue la persona esta descrita por la

11

- — — 2
X —6r+22

funcion f(x) =

©w
=
m
o
o
[}
=
Il
Q

;Cual es la distancia horizontal recorrida por la persona?

Plantea y resuelve un problema que se relacione con
® |a ecuacion x* + 3x —10 = 0, utiliza GeoGebra para
graficarla y verifica tu respuesta.



Funcion cuadratica

Comunicacion

1. Determina los elementos de la funcién cuadratica re-
presentada en la Figura 1.

L4 |

0

Figura 1

2. Representa una funcion cuadratica con las siguientes
caracteristicas.

a. Vérticeen (2, —4)

b. Puntos de corte con el eje X (—2,0) y (6, 0)
Graficas de funciones cuadraticas
Comunicacién

3. Representa las siguientes funciones.

a flx)=2—x° b. flx) = x>+ 2x

C fix) = —3x° d. f(x) =05%

e. fx)=x"+5 f. fx)=—x—5
g fx)=x*+2x+5 h. fx)=x*—4x+6

4. Halla el vértice, el eje de simetria y los puntos de corte
con el eje X de la parabola que representa cada funcion.

a. fx)=x>—16 b. fix) =9x
c flx) =x*— 2 d fix)=2¢—12x+ 18

Razonamiento

5. Determina la expresion algebraica de la funcién cua-
dratica representada en la Figura 2.

Figura 2

Practica Mas

Ecuaciones de segundo grado con una incognita

Comunicacion

6. Relaciona la ecuacién con sus soluciones.

b. (x + 87 =0
(c.x2+6x+9=0> 3. —38
(d. (x — 4)(x + 3) = o) 4. —3

Resolucion de problemas
7. Leey resuelve.
a. Halla las dimensiones del rectangulo (Figura 3).

‘ ‘

x+4

)

Figura 3

b. Halla la medida de la base y la altura del triangulo
de la Figura 4.

Areaif 66 cm?

,‘ Figura 4

|
¢. Halla la medida del lado del cuadrado (Figura 5).

X+ 6

| x—5 } Figura 5

Resolucion de ecuaciones de segundo grado
Ejercitacion

8. Resuelve las siguientes ecuaciones.

ax—4=0 b. *+2=0
¢ =3 +x=0 d 4 —2x=0
e.x*+5=x f4x>+2x—3=38
g xx+1)=2+5 h. 3¢ — x = x> — 4x

APPLICA © EDICIONES SM
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Resolucion de Problemas

Estrategia: Elaborar una grafica

Problema

Silas medidas de los lados de un tridngulo rectangulo
son tres nUmeros enteros consecutivos, jcuales son
las dimensiones del triangulo?

1. Comprende el problema

« ;Qué informacion proporciona el enunciado?

R: El tipo de triangulo y la relacion entre sus lados.

« ;Qué debes averiguar?

R: Las dimensiones del triangulo.

2. Crea un plan

» Realiza una representacion grafica de la situacion,
simboliza el enunciado y resuelve la ecuacion que
se plantee.

3. Ejecuta el plan

« Enla Figura 1 se muestra la situacion planteada.

X+ 2 /
\/ 90°[ |

b x+1 -
Figura 1

Al aplicar el teorema de Pitagoras se tiene la
ecuacion:
X+ (x+1)=(x+2)

La ecuacion es equivalente a:

X —=2Xx—3=0

Se resuelve la ecuacion por factorizacion:
(x=3)x+1)=0=x,=30x,= —1
« Se descarta el valor negativo.

R: Las dimensiones del triangulo rectangulo son 3,4y 5.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que los lados del triangulo rectangulo cum-
plen el teorema de Pitagoras.

Aplica la estrategia

1. Ellargo de unrectangulo es 2 m mas que el ancho y su
area es 48 m2 Si el ancho disminuye en 2 my el largo
aumenta en 2 m, el area disminuye en 8 m? ;cuales
son las dimensiones del rectangulo?

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

2. La funcién f(x) = x> — 4x + 7 corresponde a una
parabola. jCual es el vértice de esta parabola?

. . . 5 ,
3. Silasumade un nlimero con su reciproco es PX scudl
es el nimero?

4. Un grupo de estudiantes esta organizando un paseo
a un sitio turistico, y el costo es de $6000, todo in-
cluido. Cinco de ellos desistieron de ir, por esta ra-
z6n cada uno de los restantes debe pagar $40 mas.
;Cuantos estudiantes van a ir a la excursion? ;Cuanto
debe pagar cada uno?

Formula problemas

5. Escribe un problema con la informacion de la Figura 2
y resuélvelo.

\ v / pd

N

0 X

Figura 2
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ﬁi Funcion potencia

e N En la grafica de la funcion f(x) = — x? se observa que:
Explora
En la figura 1 se observa la grafica de la
funcion f(x) = x* « Su dominio es el conjunto de todos los nimeros reales..
y || «Su recorrido es el conjunto de todos los nimeros reales.
/ « Es creciente para todo valor de x.
1
1
X L . L
0 «Es simétrica con respecto al origen, por lo tanto es una funcién impar.
/ fl=x)=(=x°=—x*=—f(x)
I | f=x=~f
Figura 1
Estudia el comportamiento de la fun- Una funcién polindmica con un solo término, es una funcion potencia, tam-
cion e indica si es par o impar. bién se las llama funcién monomial.
(. )

Las funciones de la forma f(x) = k « x9 donde k y a son constantes diferentes
de cero, se denominan funciones potencia. La constante a es la potencia
(exponente) y k es la constante de proporcionalidad.

Las funciones basicas f(x) = x f(x) = x?; f(x) = x?, son funciones potencia
comunes, en general, toda funcién polindmica es una funcion potencia o es
la suma de funciones potencia.

Si y = f(x) varia como una potencia constante de x, entonces y es una funcién
potencia de x. En geometria, la mayoria de las funciones mas comunes
(fébrmulas), son funciones potencia.

Area del cuadrado A=) 2 1

Area del circulo A = 2 ™
Ten en cuenta

Ten en cuenta Longitud de la
) & f ) C=2m7r 1 2
f(x) = x" es una funcion par si n es par creunterencia
es una funcion impar si n es impar.
y P P Volumen del V=p 3 1

. cubo

Tabla 1

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Definir y reconocer funciones potencia con n= 1, 2, 3, representarlas de manera grafica e identificar su monotonia.
Ejemplo 1
Las graficas de las funciones f(x) = 2x 3y g(x) = — 2x>de las figuras 3y 4, se _
obtuvieron a partir de los valores registrados en la siguiente tabla. 2 —16 16
-1 -2 2
El dominio de estas funciones corresponde a todos los niimeros reales. La funcién f (x) 0 0 0
es creciente entodo su dominio, mientras que la funcién g (x)es decreciente en todo ] ) 5
su dominio. El recorrido de las dos funciones corresponde a todos los niimeros reales. ) 6 16
v Tabla 2
Y
’;/ V= 933 olx) = — Dy’
’ \AJ \ s
[ X \\ X
Figura 3 Figura 4
Modelacion .
@ Representa la funcion f (x) = 3x% determina su dominio, su recorrido y su fx) = 3
® monotonfa. \ /I
Solucion: \ /
La grafica de f(x), se observa en la figura 5. X
- Dominio: R
« Recorrido: R*
- Monotonia: :
. 4 Figura 5
- Es decreciente en el intervalo (—eo, 0].
S « Es creciente en el intervalo [0, + o).
Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion Modelacion
2 Representa la funcion f(x) = — 3x % determina su 5 | Con los valores de la tabla 3, dibuja la gréfica de la fun-
dominio, recorrido y monotonia. cion potencia y determina si es creciente o decreciente.
Razonamiento -
3 ;En qué intervalo es creciente la funcion potencia -2 |~
fx) =x -1 | =05
0 0
4 | Inventa una funcién potencia, graficala y describe sus | 05
caracteristicas. 2 1
Tabla 3



Prueba Ser Estudiante

A continuacion se presentan ejercicios con cuatro alternativas de solucion, de las cuales, una sola es la correcta. Sefiala en la tabla de
respuestas, el literal que consideres correcto.

1. ;Cuadl de las siguientes funciones, no es funcion 6. Un nimero entero es tal que el cuadrado del antecesor
potencia? de su doble es equivalente al cuadrado del numero
aumentado en 5. ;Cual es el niimero?
A fix) =2 B. f(x) = x
5 X A.8
C flx) = —=3x D.f(x) =3x" +2
B. 2

2. latrayectoria de cierto satélite se ajusta a la grafica de la
funcion f(x) = 6x> — 12, donde x representa el tiempo .12
en dias y f(x) el recorrido en kilémetros. ;Cuantos

114 p . - . D. 16
kilometros habra recorrido el satélite al cabo de diez
dias desde su lanzamiento?: 7. Laecuacion cuadratica que tiene por raices
X, =3y Xx,= —5es

A. el satélite habra recorrido 585 km

. , , A+ x+15=0
B. el satélite habra recorrido 588 km

B.xX>+5x—3 =0
C. el satélite habra recorrido 587 km

C.x*+ 3x—5=0
D. el satélite habra recorrido 586 km

D.x*+2x—15 =0

3. Lasolucion de la ecuacion 5% — 9x + 4 = 0, es: 8. Lasolucion de la ecuacion (x + 2)(x — 3) = 6,
) utilizando la ecuacion cuadratica es:
A Xxi=Tx= 7
1 Ax=+30x=4
B.xi=2x= 7+
4 B.x=—30x=2
Cx\=1x,= <
Cx=+20x=3
3
D.xi=Tnx= *
D.x=—30x=4
4. Lasolucion de la ecuacion 4x° — 4, es: 9. Laecuacion cuadratica que se relaciona con la siguiente
parabola es:
A x, =T x,=—1
\ Y
B. x,=8x,=-8 |
C x,=2x,=-2 \ [, /
. _ (-1,0\0| 1 /(2,0
D. x,= =1 x,=1
0,5; ~2,3)
5. El largo de una sala rectangular es 3 m mayor que el
ancho. Si el ancho aumenta 3 my el largo aumenta 2 m, AX—x—2=0

el area se duplica. ;Cual es el area original de la sala? ,
Bx*+x+1=0

A. 48 m? B.24 m?
Cx*—x—2=0

C.42m? D. 40 m?
D.x =x—=1=0

=
A
0
o
z
o
Y
a
o
©
<
Y
=i
a
e
<




Indicadores de logro:

« Reconoce cuando un problema puede ser modelado utilizando una funcién cuadratica y lo resuelve.
« Resuelve problemas que involucren ecuaciones de segundo grado y la aplicacion de las propiedades de las raices
de la ecuacion de segundo grado, juzga la validez de las soluciones obtenidas en el contexto del problema.

« Analiza la funcién potencia.

=
&
n
ot}
4
[}
v
o
o
©
<
v
=
=
o
<

10. El valor de x en la siguiente figura es:

- x—=75 -

B. 4cm

A.15cm

C.12cm D. 16 cm

11. Si d délares se invierten a un interés compuesto de r por
ciento anual, al final de dos afnos el capital sera A= (1 +r)2.
/A qué interés $ 100 000 aumentara a $ 114 000 después
de dos afos?

A.01 % B.03 %

C.02% D. 0,4 %

. - . 5
12.Si la suma de un nimero con su reciproco es ¢ ;cual

es el nimero?

A.2 B. 10

C.5 D. 20

13.La suma de un nimero mas el doble de otro es igual
a 11y la diferencia de sus cuadrados es 16. ;Cuales son
€s0s numeros?:

14. La diferencia de dos niimeros es igual a 3 y si al cuadrado
del primero se le resta el doble del cuadrado del segundo
se obtiene 17. ;Cudles son los niimeros?

A. los niimeros pueden ser6y 3,09y 6
B. los nimeros pueden ser 5y 2,08y 5
C.los niimeros pueden ser 3y 2,04y 1

D. los niimeros puedenser5y 2,07y 4

15. El drea sombreada es 88 cm?2. ;Cual es el valor de x?

- x |

A.25cm B.12cm

C.10cm D. 18cm

16. El volumen de un cono estd dado por la expresidon

V= % 7r’ h, en el que r es el radio de la base y h su

, 37 35 altura. Al envasar 100 cm? de liquido en un cono de 12
A.los nimeros puedenser5y 3,0 -y =
3 g cm de altura, quedan sin envasar 21,46 cm?. ;Cudl es el
B. los nimeros pueden ser 5y 6, 0 - 3;7 y 3?5 o) e
A.15cm B.25cm
C. los numeros pueden ser 8y 3,0 - 3 y 2
3 3
C.35cm D.45cm
D. los nimeros pueden ser 6y 3,0 - 337 y %5
Tabla de respuestas
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A A A A A A A A A A A A A A A A
B B B B B B B B B B B B B B B B
C C C C C C C C C C C C C C C C
D D D D D D D D D D D D D D D D




y
1

y constituye un instrumento para anticipar y prevenir. Invertir el dine-
ro siguiendo un presupuesto da estabilidad a la economia personal,

familiar o de un negocio. Ademas, permite regular los gastos, evitar

problemas de iliquidez o falta de dinero, realizar previsiones de gas-

tos, ahorrar e invertir, entre otros aspectos.

1.Entiende que un presupuesto es un calculo anticipado, en un tiempo
determinado.

a.Lee los siguientes elementos conceptuales.

El calculo anticipado de Elaborar un presupues- Un presupuesto incurre en
los ingresos y gastos de to permite establecer déficit cuando los gastos
una actividad econémica  prioridades y organizar los  superan a los ingresos; o,
personal, familiar o de un  recursos para conseguir por el contrario, presenta
negocio, durante un tiem-  un resultado deseadoen  superavit cuando los ingre-
po determinado, se llama  determinado tiempo. sos superan a los gastos.
presupuesto.

b.Simula el presupuesto del mes entrante de la familia Bolivar que pertenece a
clase media y esta conformada por dos padres y dos hijos en edad escolar. Ten
presente que en un presupuesto se registra el dinero que ingresa y la forma en
que se invertira.

Presupuesto mensual de la familia Bolivar $

Detalle $ Ingreso Detalle
Salario del papa Cuota de la casa
Ganancia del negocio de la mama
Renta por arriendo de la bodega Alimentacion

Cuota del carro
Transporte

Pension del colegio

Planes de atencion médica

Varios

LA A A A A A A A A

Total ingresos

c.;Quedo¢ el presupuesto de la familia Bolivar en déficit o en superavit? ;Por qué?

Tener un presupuesto permite gastar el dinero en las necesidades prioritarias con
responsabilidad y ver con exactitud a donde se va el dinero. Por otra parte, con
esta informacion, se puede planificar y hacer ajustes para no gastar mas de lo que
se recibe, lo cual genera tranquilidad.

Aprende a elaborar un presupuesto @_:%

Un presupuesto se elabora teniendo en cuenta los ingresos y los gastos, A Q

Facturas de los servicios residenciales

Total egresos

Construyendo la Cultura del Buen Vivir

$ Egreso o gasto

LA A A A A A A A A

SauoRIP3 WS
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Construyendo la Cultura del Buen Vivir

2.Haz tu propio presupuesto suponiendo que recibes $ 15 semanalmente. Si es
posible, usa Excel o escribe en hojas adicionales. Comparte los resultados en
grupo y concluye si estas en déficit o en superavit. Si estas con saldo en rojo,
plantea una forma de reducir gastos y busca la posibilidad de ahorrar.

Trabajo en grupo
3.Relinete con dos comparieros mas y sigan las instrucciones.
a.lLean los aspectos conceptuales.

Corresponde a los gastos necesarios para que la empresa empiece
Gastos a funcionar, es decir, son los gastos previos. Por ejemplo, gastos en

pre-operativos  estudio de mercado, en el disefio del logo o en el pago de las licencias Z
de funcionamiento. &
o2 N . . . . 6
Inversion Corresponde a la inversién para adquirir maquinaria, materia prima
en activos (cueros y telas) e insumos (pegante, suelas, cordones y remaches).
Capital Dinero necesario para cubrir gastos y costos, mientras se alcanza el
de trabajo punto de equilibrio.

Un costo es toda inversion que hace parte del proceso productivo. Por ejemplo, en una pana-
derfa, la inversion se refiere a la compra de harina y huevos o al pago del salario del panadero
o del operario de maquinaria. Un gasto es toda inversién que no es parte del proceso produc
tivo. Por ejemplo, pagos de arriendo, servicios publicos, transporte, refrigerios o una secretaria.
En el arranque de un negocio, es muy probable que los costos y gastos sean mayores que los
ingresos, entonces, hay que tener capital de trabajo para cubrir el arranque de la empresa.
Cuando la empresa comience a funcionar y se igualen los costos y gastos con los ingresos, la
empresa alcanzara el punto de equilibrio.

b.Hagan el presupuesto para el arranque de una empresa de calzado. Tengan en
cuenta la informacion de la siguiente tabla.

Presupuesto para iniciar una empresa de calzado

Ingresos Egresos
Ahorro $ Cueros $
Préstamo bancario  $ Materia prima Telas $
$ Insumos varios $
$ $
$ Magquinas $
$ $
$ Arriendo local Por 6 meses $
$ Salario dos personas ' Por 6 meses $
$ Servicios publicos  Por 6 meses $
$ Taxis Por 6 meses $
$ Varios Por 6 meses $
Total ingresos $ Total egresos $

c. Expliquen, con sus palabras, qué es el punto de equilibrio y deduzcan en
qué tiempo se espera lograr este punto en la empresa de calzado.

4.Saquen una conclusion acerca de la importancia de que todo emprendedor
aprenda a hacer un presupuesto.

(CA © EDICIONES SM




Hbilidade
Solell

Presenta tus Compartir informacion por medio de wikis te permite presentar
un tema particular de manera organizada. Cualquier persona pue-
ideas por medio de contribuir con el contenido, ya sea mejorandolo o corrigiendo-
e . lo. En esta actividad aprenderas no solo a elaborar una wiki sino
de una Wlkl también a editar las desarrolladas por tus compafieros.

L - e =

% WHISDICES - iss

1 Comienza a trabajar

a. Ingresa a www.wikispaces.com, selec- T [ P p—

The worlds best Wik platiorm

| .

ciona una cuenta Education y luego
=

una cuenta Students.

W e -
i

bl pin i i

b. Ingresa la informacién solicitada y

haz clic en el icono Join your Class- =
room now! W .
0 -
2 Crea tu wiki
a. Cuando estés en la pagina de inicio haz clic en _
el icono Create Wiki.
Znear wn nueve sl
b. Saldra una ventana emergente: selecciona m
Educacion K-12 en Your industry, luego oprime Faa indlaatry
Cont/‘nuar. Emngmrmn & 12 fFremmm ey
. P g e TTEE Ee gt et KR EgE P
c. Completa los datos solicitados en la ventana >
de identificacion de la wiki (el nombre corres- _
ponde a tu apellido y primer nombre juntos ot i
sin dejar espacios ni caracteres especiales).
d. Selecciona la casilla de aprobacion para uso P —— sarmes o
, educativo y haz clic en Crear. [l am eretes qun mriga wmks 3 p 12 Crmiens
1 c . ’
10, e. En la pantalla de creacién selecciona el icono Lia Edacatny
;‘1’; de documento para iniciar una pagina wiki, T —
‘l’gi asignale un nombre y palabras clave. Haz clic Pl ) e OO P OB SO o €047 SABAIOVALE) D WAL )
191 en el icono que parece una pagina de Word.
11
10 o .
100 f. Identifica la barra de herramientas y la zona de
1 . o vy
T trabajo en la pagina de creacion.
104 L . .
or g. Disefia una wiki en la que se trabajen las ecua-
1 . o . . .
101 ciones cuadraticas y sus aplicaciones; incluye
0 . L .
00) imagenes y definiciones tomadas de fuentes Barra de herramientas z
0 § e | e B L i S [= — T 2
TH confiables. fleiegelnfsifiniy L b i o s | z
119 :Ej
101 Zona de trabajo °
1Y% 6
Q =0
<




Habilidades digitales

3 Publica la wiki

a. Utiliza la barra de herramientas para
hacer cambios en la wiki. Guardalos (] 0 10| 2 5 ] o | | s e | it 0 b | ot 1
y previsualizalos con los botones ubi-

| Freview | Cancei | Save |~

cados en la parte superior derecha. E degocamachod Dashboard
- [ coes [ S ——
b. A| Iado derecho de Ia pagina de SN CTeC b Ot HEFTY NEDRT . 30 0 (TR FREASAZEY
inicio de tu recién creada wiki, ubica P ek i A
la flecha, oprimela para desplegar el reu
menu y selecciona la opcién +lnvitar A 0/ une iarimd T Epwntie i fn] it T ki
. h'mt._h-:rlr-llﬁul‘hk
a MIembrOS. ik i W N T S Gmmas TooCerds erdn ITETTLOE
=T
c. Escribe el correo de las personas con g Wikis: Farvoritos
. . iy + il 3 TN
quienes compartiras tu wiki. Recuerda % GEMAchedagn D @ Carvios Rammies |
Irvitar a persanas e v W

que ellas deben tener la opcion de s mqazism
editar el contenido. Modifica el men- -

saje personalizado y haz clicen Enviar. oo i s o i
B T B L

i e B e — e S
sk e et — e e e i T S

-l_l.l. L R

[|, Edita una wiki

a. Si te han invitado a visitar una wiki, lo que tienes

que hacer a continuacion es ingresar con tu

. n R b=t
cuenta a www.wikispaces.com.
b. En la barra de la derecha apareceran las paginas a3 B o4 M
wiki que puedes modificar, selecciona la de tu
interés y haz clic en el icono Editar. _
c. Edita la wiki con la barra de herramientas. Guar-
da los cambios que hiciste y cierra la sesion. * A Fages
©C UAC 0P wuseme
el g e
) 0
, ol
6 Aprende mds 10,
1‘1)1
a. Con tu wiki en modo de edicion, selecciona del menu 00l
de herramientas la opcion Widgets. - }8;
1(1)1
‘ . 10,
b. Ingresa a Prezi.com y busca presentaciones sobre los b ke SlideShare 10
métodos de solucién de las ecuaciones cuadraticas; alli e L. oo o o e e 1 Poaiicoem Tt oy b bt 10
. . q o I Chew em e preertsbon Evded s 104
selecciona una de ellas. Ubica en la parte inferior de la e I O T S e W B o1}
presentacion las herramienta para insertar y copia el ! s S S . e }8;
L - Lawiniarm
2 cédigo en el portapapeles. oM
g | o e i ?01
5 . o , 101
g c. Copia el texto que aparece en la casilla y pégalo en la B e - ey W ™
° ventana de Widgets, pase de diapositivas de la wiki, }8(1)
é previsualiza y guarda tu trabajo.
<




Evaluacion de la unidad

Funcion cuadratica c v /
Ejercitacion N /
1. Observa la figura. Luego, responde verdadero (V) \
o falso (F) segtin corresponda. i / X
\ Y /
\ /
] d. Y
0o X 2
ol 2 X
\
a. El vértice de la pardbola es (2, 1). /
b. El eje de simetria es larectay = 1. / \
\

0

. La grafica corresponde a una funcion cuadratica. »
Modelacion

d. La grafica no intersecta el eje X. g »
. J 3. Encuentra valores de k para que la grafica de la funcion

fix) = kx® + 3x + 2 interseque al eje X en dos puntos.

~— ~— ~— ~— ~—

e. La curva pasa por el punto (—3, 2).

Graficas de funciones cuadraticas ST,

Razonamiento 4. Validasilagrafica corresponde a una funcién cuadratica.

Explica tu respuesta.

2. Selecciona la parabola con vértice en (%— %) ’
y cortes con el eje Xenx, = 4y x, = —1. ~—_]
a. \ y
o} / |_— - -
o[/ X

Ecuaciones de segundo grado con una
incognita
Resolucion de problemas

5. Elarea sombreada es 88 cm? ;Cudl es el valor de x?

Y T

6. Halla dos nimeros enteros tales que su suma sea 7
y su producto, 450.

APPLICA © EDICIONES SM
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Indicadores de logro:
 Reconoce cuando un problema puede ser modelado utilizando una funcién
cuadratica y lo resuelve.

Resolucion de ecuaciones de segundo grado
completando un trinomio cuadrado perfecto
Modelacion
7. Identifica cuales de las siguientes expresiones pueden
resolverse mediante el método de completar un tri-
nomio cuadrado perfecto.
2
a. x>+ 3x+t1=0
b.xX*+4x+2=0

C. 22 —=3x=—4

2 7
2= = — =
d. 4x 5><-|-3 0
1. __ 1
e 5 X + 5x =

3
f.2x* —8x + % =0

Formula general para resolver una ecuacion de
segundo grado
Ejercitacion
8. Determina si cada afirmacion es verdadera (V) o falsa
(F), seglin corresponda.
a. La grafica de la funcion 2x> — 2x + 12 no
intersecta al eje X porque su discriminante
es menor que cero. ()
b. La ecuacion 2x* — 4x* + 2x = 0 no puede
resolverse. ()
c. Toda ecuacién de segundo grado posee una
o dos raices reales. ()
d. El nimero de soluciones de una ecuacion
cuadratica siempre sera menor o igual que 2. ()
e. La solucién de la expresion \/ﬁ =0no
es un namero real. ()
Comunicacion
9. Explica si es posible plantear una funcion cuadratica

que posea una raiz real y una raiz compleja.
Razonamiento
10. Establece los valores de k para que la grafica de la expre-
sion 3x? + 3x — k presente un intersecto con el eje X.
Modelacion
11. Identifica la expresion algebraica de la siguiente parabola.

Y

\ /
\ /
\ /

« Resuelve problemas que involucren ecuaciones de segundo grado y la aplicacion de las
propiedades de las raices de la ecuacién de segundo grado, juzga la validez de las
soluciones obtenidas en el contexto del problema.

o Analiza la funcién potencia.

Aplicaciones de la ecuacion de segundo grado

Resolucion de problemas

12. Una caja de 18 cm de altura, tiene una base rectan-
gular tal que el largo excede al ancho en 7 cm. Si el
volumen de la caja es 14400 cm? ;cudles son las di-
mensiones de la base rectangular?

13. Calcula la longitud de los lados del rectangulo si su
diagonal mide 150 cm.

x+ 30

14. Calcula el radio de un cono que tiene un volumen
de 78,54 cm? y una altura de 12 cm. La férmula para

]
encontrar el volumen de un cono es V = 3 Trh.

15. Halla la cantidad de alambre que se requiere para cercar
el terreno dibujado en el plano, si su area es igual a 48 m?2

Funcion potencia

Razonamiento

16. Dada la funcion potencia f (x) = — 4x? graficala
y determina el intervalo donde es decreciente.




Razones trigonomeétricas

BLOQUE Desde la Antigliedad, los seres humanos han construido complejos instrumentos para medir
angulos; esto se ha hecho con el fin de responder al interés de conocer de forma segura y per-

Ceometria manente la posicién de lugares geograficos en el planeta Tierra y de los cuerpos en el Universo.

y medida » Haz una investigacion sobre algunos de los instrumentos utilizados en la topografia para

determinar distancias en un terreno al que no se tiene facil acceso.

.'_Irf
'8
-\.‘\\,}_
&
L=

= 7
B \\'e
Cultura del Buen Vivir
La cooperacién

Si los integrantes de una comunidad quieren alcanzar un objetivo comun, la mejor manera de lograrlo % ¢
es mediante la cooperacion. Muchos logros sociales han sido posibles gracias a este importante valor.

« ;Crees que la cooperacion es necesaria en tu salén de clase? ;Por qué?
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Aprenderas...

» Razones trigonomeétricas en triangulos rectangulos
» Razones trigonométricas en un triangulo cualquiera @

 Resolucion de triangulos rectangulos

 Problemas de célculo de areas y volumenes o

Resolucion de problemas

. SMiEdiciones

Recursos digitales

Habilidades lectoras
O

Una computadora de hace 2000 aiios

ace mas de cien afios (en 1900), un extraordinario mecanismo

fue encontrado por pescadores de esponjas en el fondo del mar,

cercadelaisla Antikythera. El hallazgo deslumbré a los expertos
en el mundo antiguo por tratarse de un mecanismo extrafio y de gran
complejidad.

Las investigaciones revelaron que databa del siglo I antes de Cristo,
y es de resaltar que no se conoce ningin mecanismo tan sofisticado
que se hubiera fabricado durante los siguientes mil afios. Tras décadas
de conjeturas e investigaciones, se ha determinado que estaba dedi-
cado a los fendmenos astronémicos, funcionando como una compleja
“computadora” mecanica que sigue los ciclos del sistema solar.

La méquina tiene unas treinta ruedas de bronce y esferas, y esta cu-
bierta de inscripciones astronémicas. Pudo servir para calcular la po-
siciéon de ciertas estrellas, al menos del Sol y la Luna, y quiza predecir
fenémenos astronémicos.

Nuevos analisis y la reconstruccién del instrumento, con 72 engrana-
jes, sugieren que podria haber mostrado los movimientos relativos a
los cinco planetas conocidos en ese tiempo.

Mas alla de plantear el problema del origen exacto del artefacto, su
descubrimiento ha servido para replantear gran parte de la historia
antigua, ya que su sola existencia pone en evidencia la presencia de
una tecnologia que no se creia posible antes de la Edad Media, con la
que los investigadores de ese tiempo fueron capaces de construir en-
granajes tan precisos con conocimientos astronémicos exactos.

Sm Ediciones. (2016). Colombia. Matematica 10.
Actividades
Interpreta
1. ;Qué caracteristicas del artefacto encontrado en la isla de Antikythera
han causado el asombro de los cientificos?

Argumenta

2. Segun las investigaciones, ;qué funcion cumplia el artefacto?
Propon

3. Escribe una conjetura acerca de como pudo ser posible la construc
cion de un artefacto tan sofisticado en aquella época.



Bloque Geometria y medida

q Medidas de angulos

1.1 El grado sexagesimal

~,  Para hallar la medida de los angulos centrales o, 3, y y 9, se fija como primer

Explora lado de los angulos el semieje positivo de las abscisas.
Observa la Figura 1 Si el sentido de giro es contrario al de las agujas del reloj, la medida de los angulos es un
y numero positivo; si el sentido es el mismo de las manecillas, es un ndimero negativo.

El grado sexagesimal es la medida de cada uno de los angulos que resultan al
dividir el angulo recto en 90 partes iguales. Su simbolo es °.

Un grado se divide en 60 minutos: 1° = 60".

(1
N

Un minuto se divide en 60 segundos: 1" = 60

Ejemplo 1
Figura 1 , o ,
Para expresar el angulo de 7225° como la suma de un numero entero de
« Hallala medida de los dngulos cen- vueltas y un angulo menor que 360°, se divide por 360°, de modo que el
trales marcados en la figura. cociente es el nimero de vueltas y el residuo es el angulo buscado.
= J

7225° =20 - 360° + 25°

1.2 El radian

El radian es la medida del angulo central de una circunferencia cuyo arco
tiene la misma longitud que el radio. Su simbolo es rad.

Como el angulo de un giro completo abarca
toda la circunferencia, y la longitud de una
circunferencia con radio r es 21rr, este angulo

mide 217 rad. Por lo tanto, se tiene la equivalencia:
Ten en cuenta

o
Un angulo central tiene su vértice en 360° = 2m rad
el centro de una circunferencia y sus = Trad = 57° 17’ 44"
lados son dos radios de la misma.

Ul Elradian es independiente del radio de la circunferencia que se considere, ya que
todos los sectores circulares determinados por un mismo angulo son semejan-
tes entre si (Figura 2).

Figura 2

Los angulos que determinan arcos de mayor longitud que la de la circunferencia
pueden expresarse como la suma de un niimero entero de vueltas y un angulo
menor que 360° o 21 radianes.

1.3 Conversion entre unidades de medida de angulos

Para hacer conversiones de medidas de angulos entre los sistemas sexagesimal
y de radianes, se parte de la equivalencia estudiada anteriormente (360° = 27 rad).

Ejemplo 2
Para expresar 125° en radianes, se plantea la siguiente regla de tres:
2mrad _ x _125°-2mrad 25w
= = x= = rad

360° 125° 360° 36

APPLICA © EDICIONES SM



Bloque de Geometria y medida

APPLICA © EDICIONES SM

Destreza con criterios de desemperio: Definir e identificar medidas de angulos en la solucién de ejercicios y problemas.

Actividades resueltas

Ejercitacion

1 ) Expresa en radianes el angulo de 155°.

Solucion:
Al utilizar la equivalencia entre grados y radianes, se obtiene:
—I o ‘l o
wra;:l _ xo = 55 trad: ELLI 180°  _  x
180 155 180 36  rad 1rad

. .4
Expresa en grados el angulo de 2,4 rad.

Solucién:

.  rad 24 rad
Se plantea una regla de tres simple: =

180° X
180° - 2,4 rad
Entonces: x = ———
r rad
X = L 137,5099°
’1T
Desarrolla tus destrezas

Comunicacion Comunicacion
3 Indica a qué angulo menor que 360° equivalen los 7 ) Calcula el édngulo equivalente, en sentido positivo,
® angulos que se indican a continuacion. a cada uno de los siguientes angulos. Utiliza la misma

a. 720° b. 1050° . 990° unidad de medida en que vienen dados.

d. 840° e. 600° f. 1260° a. —330° b. — T 1ad

4

Ejercitacion c. —120° d —Z rad
4 | Indica la medida en radianes de los siguientes angulos.
® a0 b. —45° c. —60° Ram"ar_"_ie"m -

d o . ¢ o 8 | Clasifica cada afirmacion como verdadera (V) o falsa

- 120 e 30 - 7240 (F), sea un angulo B en posicién normal.

8 90 h. =270 135 a. Su lado final debe estar en el primer cuadrante.

J- =300 k. 36 L —20 b. Su rotacién debe ser en sentido contrario al de las

m. 216° n. —160° . 324° manecillas del reloj.
5  Expresa la medida en radianes del angulo o, menor « zﬁs\gsr;fe debe estar sobre el eje positivo de las
® que 360° al que equivalen estos angulos. )

A 480° b, —1235° ¢ 930° d. 1440° d. Su Iado-|n|C|al debe coincidir con el eje positivo de

las abscisas.

6 | Expresa en grados los siguientes angulos.

Resolucién de problemas

a. — 2 rad b. 0,8 rad C. 3m rad @ Dos angulos a y b son complementarios si la suma de
6 9 @ sus medidas es igual a la medida de un angulo recto,
d. —3mrad e. 4mrad f. — ; rad es decir,a + b = 90°. ;Cudl es la medida, en radianes
, . ,
7w . ) 137 . 5w . y en grados, del angulo complementario en cada caso?
g~ e - a 15° b. 38°
. Ik ™ 5T
. rad k. —— . — 5T 13
) 5 5 6 c d ——

12 36



Bloque Geometria y medida

2

~
Explora
Observa la Figura 1.
C/
C
A B A’

Figura 1

o ;Cudl es la relacion entre el valor
de las razones de las longitudes de
los lados de los tridngulos?

- J

Ten en cuenta

Dos triangulos son semejantes si los
angulos correspondientes son congru-
entes y los lados correspondientes son
proporcionales.

A
ﬁcasi"’ T
&

A’}_i C, 4_{87
Figura 3
b c
AABC~ AABC S — = = = =
a’ b’ c

y
XA= XA, XB=xB"yAC= xC"

Razones trigonométricas en triangulos rectangulos

En la figura se observa que AABCy AAA'C' comparten el angulo A, y que los angulos
By A’ son congruentes por ser angulos rectos. Por tanto, por el criterio Angulo-Angulo
se puede afirmar que AABC ~ AAA'C’. En consecuencia, se tienen estas relaciones:

BC _ A'C AB _ AA’ BC

AC AC AC AC’ AB

A'C!

AA’
A estas razones iguales se les denominan seno del angulo A, coseno del angulo
Ay tangente del angulo A, respectivamente.

Las razones que se pueden establecer entre las longitudes de los lados de un
triangulo rectangulo reciben el nombre de razones trigonomeétricas.

De acuerdo con el planteamiento anterior, las razones trigonométricas de

un angulo agudo a en un triangulo rectangulo son:
B
C _{7
/ a

longitud del cateto opuesto a o
longitud de la hipotenusa

senode o =

longitud del cateto adyacente a a
longitud de la hipotenusa

cosenode o =

longitud del cateto opuesto a a
longitud del cateto adyacente a «

tangente de o =

a b a Afb——b——i¢
sena = — cosa = — tanx = — .
c C b Figura 2
Ejemplo 1

Los triangulos ABCy A’B'C’ dela Figura 4 son semejantes, ya que son triangulos
rectangulos y tienen los angulos a y a congruentes; por consiguiente, los
lados correspondientes son proporcionales.

/B o c E

REp—

Figura 4

Las razones son:

a _a . , .
— = — = —_Estarazén se denomina seno del angulo a.
c c 5
b _ b 4 . .
— = — = —.Aestarazdn se le llama coseno del angulo a.
c c 5
!
a a 3 . .
P Esta razon es la tangente del angulo o

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:
numeéricamente triangulos rectangulos.

Actividad resuelta

Razonamiento

1 ) Halla las razones trigonomeétricas del angulo agudo de mayor amplitud de un
triangulo rectangulo cuyos lados miden 8 cm, 15 cmy 17 cm, respectivamente.

Definir e identificar las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo (seno, coseno, tangente) para resolver

Solucion:
El cateto opuesto al angulo agudo de mayor amplitud es el que mide
15 cm (Figura 5). De esta forma: 17.cm
15 cm
C 15 Cateto adyacente 8
sena — Catetoopuesto  _ 12 cosaq = o =2
Hipotenusa 17 lpotenusa 17
Cateto opuesto 15 X 0‘\ RS
tana = = — [-———8am - Figura 5
Cateto adyacente 8 gura >

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2  Halla las razones trigonométricas del angulo « en

® cada triangulo rectangulo.
52m
«\)\
N
\</

a. b.
— 12 m /’\X
16 m
Figura 7 Figura 8

gura 7

3 | Calcula las razones trigonomeétricas del angulo agudo
® de mayor amplitud de la Figura 9.

o Figura9
Comunicacidn

4 ) Halla las razones trigonométricas de los angulos
agudos de un triangulo rectangulo si se sabe que la
hipotenusa y uno de sus catetos miden 13 cmy 5 cm,
respectivamente.

5 | Describe tres formas distintas de hallar la hipotenusa
en un triangulo rectangulo cuando se conocen un
cateto y un angulo.

Razonamiento
6  Escribe, en funcion de m, ny p, el seno, el coseno y la

tangente del angulo a de cada uno de los triangulos
rectangulos que se muestran a continuacion.

a. e

\ |
\ n \

Figura 10 Figura 11

Ejercitacion
7 ) Calcula las razones trigonomeétricas del angulo agudo
de menor amplitud (Figura 12).

6m 8m

} 10m | Figura 12

Comunicacion

8 | Discute con un compafero: ;Qué relacion existe
entre las tangentes de los dos angulos agudos de un
triangulo rectangulo?

La hipotenusa y los catetos de un triangulo rectangulo
® miden 20 dm, 16 dmy 12 dm, respectivamente.

;Cuales son las razones trigonométricas del angulo
agudo de menor amplitud del triangulo?
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En un triangulo rectangulo isdsceles,
los dos catetos tienen la misma lon-
gitud y los dos angulos agudos son
congruentes e iguales a 45° (Figura 1).

N

45° ]

|
| X |

Figura 1

« Calcula los valores de sen45°,
c0s45° y tan45°.
\ J

Figura 3

3 ) Razones trigonométricas de angulos especiales

3.1 Razones trigonométricas del angulo de 45°

Por el teorema de Pitagoras, la hipotenusa del triangulo rectangulo isdsceles mide:
c=Ax? +x? =2 = X\/E

De acuerdo con las definiciones de las razones trigonomeétricas, para el angulo
de 45° se tiene que:
x _\2

X 1 \/E

sen45°’ = —= = T =YL 0s45° = 2= = Yo tangse = X =1
X

X\ 2 X\/E

A partir de la definicion de las razones trigonométricas en un triangulo rectan-
gulo, es posible calcular los valores correspondientes a los angulos especiales

tales como 45°, 30° y 60°.

3.2 Razones trigonométricas de los angulos de 30° y 60°

iy S ‘ ~
La altura de un triangulo equilatero lo di-

vide en dos triangulos rectangulos cuyos
catetos menores corresponden a la mitad
del lado, como se muestra en la Figura 2.

>

La medida de la altura es:

60°
e X _ 3X2_X\/5 \\%LL‘
O ’

Asi, las razones trigonométricas del angulo de 60° son:

Figura 2

~ 3
Il
=

sen60® = —=— = ——; c0s60° = ; tan60° =

< NI

1
2

N |

Por su parte, las razones trigonométricas del angulo de 30° son:

X3

X \/— X
1 3
sen30° = 2 = —; cos30° = L = _3; tan30° = L - —
X 2 X X\/g 3
2
Ejemplo 1

Para calcular la altura del triangulo de la Figura 3, si se sabe que uno de los
angulos agudos mide el doble que el otro, se procede como sigue.

Sea a la medida del angulo agudo de menor amplitud y h la altura del
triangulo, entonces:
90°+ a +2a = 180°= a = 30°

h 3 h

c0s30°= — =—=—— =h=476m
55 2 5,5

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Actividad resuelta
Resolucion de problemas

@ Un faro de 45 m de altura ilumina
un barco con un rayo de luz que
forma un angulo de 30° con la ho-
rizontal (Figura 4). jA qué distancia
se encuentra el barco del faro?
Solucion:

Sea x la distancia del barco al faro, se tiene que:

o X o
tan60” = —— = x = 45 - tan60
45

=453
=77,94m

Por tanto, el barco se encuentra a 77,94 m del faro.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

2 | Completa la Tabla 1.

@ o sena | cosa | tana
2
2
3
30°
Tabla 1
3 | Determina la medida de la altura del triangulo ABC de
la Figura 5. B
{ _
60° 18 cm
h
| 5 -
A c Figuras
Comunicacion
4 | Contesta estas preguntas.
. _ N3 . : .
a. Siel senae = —, jcual es la medida del angulo o?

. 1 /s
b. Siel sena = Ex ide qué angulo se trata?

. 3 , . .
c. Silatan = —, jcuanto mide el angulo 3?
3

5  Calcula la medida de los angulos del triangulo de la
Figura 6. N A

Y
Figura 6

Definir e identificar razones trigonométricas de angulos especiales (seno, coseno, tangente) para resolver
numeéricamente triangulos rectangulos.

Ten en cuenta

La civilizacién egipcia fue una de las
primeras en aplicar la trigonometria en
sus construcciones arquitectonicas.

Razonamiento

6 | Indica cudl es la relacion entre cada par de valores.

a. sen60° y cos30°
b. cos60° y sen30°

c. tan60° y tan30°

Ejercitacion

7 | Calcula el valor de cada expresion.
a. sen45° + sen60°
b. sen30° + cos60°
c. tan45° — (cos60° + sen30°)
d. tan30° - tan60° - tan45°

e. sen45° + %cos45°

f. 3cos60° — 2sen30°

tan30° + tan60°
1+ tan30° : tan60°

Resolucion de problemas

« Inteligencias

En un triangulo rectangulo ABC, XA = 45° = X.C. Si
@ la hipotenusa mide 10 cm, jcuanto mide cada cateto?

@ iQué distancia separa a dos carros A 'y B que se
@ desplazan sobre una via, uno al encuentro del otro, si
un hombre con binoculares, situado a 200 m de la via,
observa al auto A con un angulo de 30° y al auto B con

un angulo de 452
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Observa la Figura 1.

e .
Al b - C
Figura 1
» Haz uso del teorema de Pitagoras
para demostrar las siguientes rela-
ciones trigonométricas:

sen’at + cos’a= 1

tana ="
cosa
;
tan‘a + 1= —=
cos’a
_ J

Ten en cuenta

(sena)? = sen’a

(senat)? # sena?

Relaciones entre las razones trigonometricas

Seglin la informacion representada en la Figura 1, por el teorema de Pitagoras se
tiene que a? + b?= ¢ Asi, dividiendo por ¢ se obtiene:
2 2
a b c
- _|_ -

2
= —, le)
c? c c

2 2
a b
c C
a
Como senat = — y cosow = —, entonces:
c c
(sena)’ + (cosa)? = 1
La anterior expresion es equivalente a la igualdad:
sen’a + cos’a = 1

Esta relacion es la identidad fundamental de la trigonometria.

Asimismo, se verifica que:

senx
cos

4 = tana
b

ol |0l

Si se dividen los dos miembros de esta ecuacion por cos’a, se obtiene:

sen’a cos’fa 1 1

= tana + 1=

cos’o cos’a cos’o cos’a

Para cualquier angulo agudo a de un triangulo rectangulo se verifica que:

sen’at + cos’a = 1

sena 1
‘e + 1= ———
cosa cos’a

tana =

Ejemplo 1

Para calcular los valores del coseno y la tangente de un angulo agudo o, si se
conoce que sena. = 0,6, se puede utilizar la identidad fundamental como sigue.

sen*a + cos’a = 1= (0,6)* + cos’a = 1= cos’a =1 — 0,36
= cosa = /0,64 = cosa = 0,8
Por su parte:

« = tano = & = tana = 0,75
cosaol 0,8

Ejemplo 2

Se puede calcular el valor de la tangente de un angulo agudo a, si se sabe que
el valor del coseno es 0,5, como se muestra a continuacion.

tanzochT=¥:>tan?oc+1:L
cos’al (0,5)
= tan‘o = - 1
0,25
= tan’a = 3

= tana = \/5

APPLICA © EDICIONES SM
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Bloque de Geometria y medida
Destreza con criterios de desemperio: Definir e identificar las relaciones entre las razones trigonométricas (seno, coseno, tangente) para resolver

numéricamente triangulos rectangulos.

Actividad resuelta
Ejercitacion A

1 ) Calcula el valor del seno y la tangente de un angulo agudo o, si el coseno

2
vale B Apdyate en la informacion de la Figura 2.

Solucion:
. . ., Tu
Si se aplica la ecuacion fundamental, resulta que:
2
2 7 7
sen‘a + 5 = 1= sen’q = — :>sen0L=T
7
Por su parte, tana. = xne - = 7 =M .
: = = c T FET 3
cosa ﬁ N gu -
3 Figura 2
Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion Razonamiento
L . 1
2 | Calcula, en cada caso, las restantes razones trigonomé- 5 ' Dibuja unangulo menor que 180° cuyo coseno sea — 5
® tricas de un angulo agudo si se conoce que: y halla las restantes razones trigonométricas.
\/5 1 6  Aplica la identidad fundamental de la trigonometria
a. sena = — b. cosa = — e .
3 ® ysimplifica las expresiones.
4 _
 tana = \/g d coso = & a. (sena + 1)(senac — 1)
5 b. cos’a (tan’a + 1)
e. tana =5 f. cosae = 038 c. (1— cosa)(1 + cosar)
Comunicacion d. tana - | ! —sena
) cosa \ sena
3 ) Completa la Tabla 1 con valores aproximados.
7 ' Demuestra las siguientes igualdades trigonomeétricas.
seno 0,92
® . wnfa-(1—sena)=sen’a
coso 0,12
p, Sena-cose o
tana 0,75 ) tana

fablat c. (1+rtan’a)- cos’a =1

4 | Calcula el valor exacto (utilizando radicales) de las razo- .
. . . Resolucion de problemas
nes trigonométricas que faltan en la Tabla 2 (e < 90°).
Una identidad trigonométrica es una igualdad entre
sene 1 expresiones trigonometricas (senc, cosa y tana) y es
3 valida para todos los valores del angulo. Demuestra

N que la expresion 2sena cosae — sena = 0 No es una
3

cosa identidad.

@ Una sefal de peligro en una carretera nos advierte que

@ lapendiente es del 12%. ;Qué angulo forma ese tramo
Tabla 2 de carretera con la horizontal? ;Cuantos metros se
habran descendido después de recorrer 7 km por esa
carretera?

tana 2
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plano cartesiano.

Y

i

El angulo o de la Figura 1 esta situa-
do en posicion normal, es decir, su
vértice coincide con el origen del

\

: _ 2 ,
» Sisesabe que cosa = ———, jcua-

les son los valores de sena y tana?

Figura 1

Ten en cuenta

sen90° = 1
c0s90° =0

tan 90° no existe (Figura 3).

Y

P (0, 1)

\90

Figura 3

5.1 Circunferencia goniométrica

Razones trigonométricas de un angulo cualquiera

Las definiciones de seno, coseno y tangente se pueden extender a un angulo
cualquiera haciendo uso de un sistema de coordenadas cartesianas y una
circunferencia de centro Oy radio r = 1denominada circunferencia goniométrica.

Cada angulo o determina un punto P(x, y) sobre la circunferencia goniométrica.
El radio y las coordenadas de este punto forman un triangulo rectangulo, tal que:

sena — l
1

2.° cuadrante

P y)

=Yy

sena=Yy 20
cosa=x <0

tana :l<0
X

3.“cuadrante

sena=y <0
cosa=x S0

tanoc:—y 20
X

P(x )

tana=—-<0

X
cosu = — =X tanoczl,conxvﬁo
1 X
Y 1.%cuadrante M
P(x,y)
1
\a o
[0
0 X sena=y =0 X
cosa=x 20
tana =Y 20
X
Y 4.° cuadrante Y
o
/N // !
X
0 X
sena= ysO0 K
cosa= x20 1
y x v

X

Figura 2

Asl, para calcular los valores sena y tana para el angulo « de la Figura 1, se
puede hacer el siguiente razonamiento.

« Como a pertenece al tercer cuadrante, entonces sena < 0 y tana

Al aplicar la identidad fundamental, se tiene que:

sen’oe +

« Por otra parte:

2

2
=1:sen2a=1—? = sen’o =

2
= sena = i7:>seno¢= -

tana =

cosa

[¢2
— tana

=l 1

= tana =

l\)k‘
S

= 0.

Las razones trigonométricas no dependen del radio de la circunferencia, ya que
los triangulos rectangulos determinados por el angulo o son semejantes entre

si. Ademas, como r = 1, se cumple que:

lsena| <1

|cosar| < 1

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Determinar las razones trigonométricas de un angulo cualquiera.

5.2 Razones trigonométricas de angulos suplementarios
y de angulos que difieren en 1800

Angulos suplementarios: o y 180° — o

Los angulos a y 180° — a son suplementarios, por lo que:
sen(180° — &) = sena cos(180° — a) = —cosa

tan(180° — a) = —tana

Ejemplo 1

Los puntos Py P’ son simétricos con respecto al eje de ordenadas (Figura 4).
y' =y=sen(180° — a) = sena

x' = —x=cos(180° — a) = —cosa
sen(180° — ) _ sena
cos(180° — ) - —cosa

tan(180° — o) = = —tana

Angulos que difieren en 180% oy 180° + «

Los angulos o y 180 + a difieren en 180°, por lo tanto:
sen(180° + a) = —sena cos(180° + o) = —cosa

tan(180° + o) = tan«

Ejemplo 2
Los puntos Py P’ son simétricos con respecto al origen de coordenadas
(Figura 5).

y'= —y=1en(180° + a) = —sena

x'" = —x=cos(180° + a) = —cosa

tan(180° + a) = sen(180o +a) _ —sena _ ana
cos(180° + a) —cosa

Ejemplo 3
« Para hallar la razones trigonomeétricas de 135°, se tiene en cuenta que 135°
y 45° son angulos suplementarios; es decir:

sen135° = sen(180° — 45°) = sen45° = ﬁ
s
0s135° = c0s(180° — 45°) = —cos45° = — V2

2
tan135° = tan(180° — 45°) = —tan45° = —1

o Estas son las razones trigonométricas del angulo 270° = 180° + 30°.

sen210° = sen(180° + 30°) = —sen30° = —

€0s210° = cos(180° + 30°) = —cos30° = —

"’|® r\)|—\

tan210° = tan(180° + 30°) = tan30° = =

« [&

P (x,y')

180° + «

P (x,y’)

Figura 4

P(x,y)

Figura 5
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Q Razones trigonométricas de un angulo cualquiera

Ten en cuenta

En la practica, se toma el semieje posi-
tivo de las abscisas como lado inicial de
los angulos de giro. El sentido es positi-
vo si es contrario al de las agujas del re-
loj, 0 negativo si tiene el mismo sentido
que las agujas del reloj.

P(xy)

P (x’,y’)

Figura 6

Figura 7

TECNOLOGIAS
de la informacién y la
comunicacién

www.e-sm.net/9smt13

Evalla tus conocimientos sobre el cal-
culo de las razones trigonométricas de
un angulo cualquiera.

5.3 Razones trigonométricas de angulos opuestos

y de angulos complementarios

Angulos opuestos: a y —a

Los angulos ac y —a son opuestos, por lo que:
sen(—a) = —sena

tan(—a) = —tana

Ejemplo 4

cos(—a) = cosa

Los puntos Py P son simétricos con respecto al eje de abscisas (Figura 6).

y'=—y=sen(—a) = —sena

x' = x= cos(—a) = cosa

o= 255 -

—sena

= —fana
cosx

Angulos complementarios: & y 90° — «
Los angulos o y 90° — a son complementarios, por lo
sen(90° — a) = cosa

1
tana

tan(90° — a) =

Ejemplo 5

Los triangulos AOPQ y AOP'Q" de la Figura 7 son congruentes.

y' =x=sen(90° — a) = cosx
x" =y=cos(90° — o) = sena

sen(90°—a) _ cosa T

tanto:

cos(90° — a) = sena

tan(90° — o) =

cos(90°—a) sena tana

Actividad resuelta
Ejercitacion

1 ) Calcula las razones trigonométricas de 330°.
Solucion:
Al trazar el angulo 330° en posicion
normal (Figura 8) se observa que su
lado terminal coincide con el angulo
—30°. Por lo tanto:

—sen30° = — i
2

3
2

sen330° = sen(—30°) =
€0s330° = cos(—30°) = cos30° =

tan330° = tan(—30°) = —tan30° = —

&

Figura 8

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Calcula las razones trigonométricas de los siguientes
® angulos.

a. b. 270°
c. 150° d. 225°
2 ¢ 3m
3 4
g. 135° h. 240°
Y .5
i — jo —
4 6
k. —120° | 2T
2
m. —300° n. o™
3
f. —225° 0. T
2
3 | Calcula el valor de las siguientes razones trigonomé-
tricas.
5T 3 3
a. sen — b. sen— C. COS—
6 4 4
d. cos 2m e. tan 3 f. tan o™
4 ) Calcula los valores para los siguientes angulos negati-

® Vos.

a. sen(—60°) b. cos(—45°)

C. sen i d. cos| -
4 6

e. cos|— = f. tan(—30°)
10

Comunicacion

5 | Halla las otras dos razones trigonomeétricas de un an-
gulo o, tal que tana = 4.

Razonamiento

6 | Halla el valor de los angulos que se muestran en las

Figuras 9y 10.
a. Y b. 14
N AR
0 X 6 X
sena :% cosa ::g—
Figura 9 Figura 10

Determinar las razones trigonométricas de un angulo cualquiera.

7  Calcula los valores que se piden, si a es un angulo agu-

e doysena = 064.
a. sen(180° — «) b. cos(90° — &)
c. sen(—a) d. sen(180° + «)

8 | Halla, en cada caso, las otras dos razones trigonome-
tricas del angulo o

. 4 o o
a. Sicosa = —7y180 sSa <270

-2 y270° < o < 360°
10

b. Sisena

C. Sitana = —y/8y90° < o < 180°

9 | Encuentra las razones trigonométricas de estos angulos

. 10
si se sabe que cosow = I y %T < o <21
a. o+ b. 2m — «
CT—« d T -«
2

10 Halla las razones trigonométricas de los angulos suple-

. . ™
mentarioyopuestodea, sitana = —/15Y B S

Resolucion de problemas

En la Figura 11 aparece dibujado el primer cuadrante
@ delacircunferencia goniométrica.

En esta se consideran dos angulos o y [ tales que
la amplitud del segundo es igual a la del primero
aumentada en un 50%.

=T

senp

Figura 11

a. Halla el valor del seno de cada uno de los angulos
si e = 30°. Determina en qué porcentaje aumentd
el seno de 3 en relacién con el de .

b. ;En qué porcentaje aumenta el seno de {3 si el
angulo o mide 60°?

c. jCrees que los senos de los angulos son
proporcionales a las amplitudes de los mismos?
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La calculadora cientifica permite ob-

tener las razones trigonomeétricas de

un angulo cualquiera sin importar

si su medida esta dada en grados

o en radianes.

» Determina las funciones de la cal-
culadora cientifica que facilitan es-
tos calculos.

o J

Trace " Zoom Viindow Skewdh  GooN O

F1 JUF2 (k3 FlFa |0 F5 | F6

seTup
pr— SELWP
SHIFT MENU
Biock X aurr
ALPHA A EXIT
z
X617

abre

CAPTURECUIP. PASTE INS OFF
Py e S

*] DEL AC™

(-) J E

n
EXP

P(xy)
o

!360‘4 o X

Figura 2

/g Trigonometria con la calculadora

En primer lugar, se debe comprobar el modo de la unidad angular en la que esta
funcionando la calculadora. Generalmente, la unidad por defecto es el grado
sexagesimal; de no ser asi, es necesario consultar el manual para aprender a
utilizar el modo en radianes y en el sistema sexagesimal.

En la Figura 1 se han sefialado las teclas correspondientes a las funciones seno,
Coseno y tangente.

Ejemplo 1
Para hallar el valor de sen25°, c0s95,48° y tan 6?“ con ayuda de la calculadora,
se procede como sigue:

» Para sen25° se digita la secuencia:

Seguin el tipo de calculadora, puede variar el orden en el que se digitan la medida
del angulo'y la funcion. En cualquier caso, el resultado es el mismo: sen25° = 0,4226.

+ Andlogamente, para cos95,48° se digita:

El resultado es cos95,48° = —0,0955.

o 6 . .
« Por ultimo, para tan = se ajusta el modo de la calculadora para trabajar

con radianes (modo RAD) y se utiliza la secuencia:

sulrr EXP  abic; 5 |EXE

Asi, se obtiene que tan 6?17 = 0,7265.

6.1 Ecuaciones trigonométricas

Las ecuaciones trigonomeétricas son aquellas en las que aparecen una o mas
razones trigonomeétricas de la incognita.

- Actividad resuelta
Comunicacion

@ Indica la medida de todos los angulos x que cumplen que senx = 0,5.

Solucion:
Para resolver ecuaciones trigonométricas con ayuda de la calculadora,
se pueden digitar estas secuencias:

D S <o D

En este caso, se digita:

Se obtiene 30°, pero como senx > 0, se sabe que x es la medida de angulos
que pertenecen al primer o segundo cuadrante, es decir, x = 30° 0 x = 150°.
Ademas, las razones trigonométricas de un angulo y todos los que se expre-
san como un ndmero entero de vueltas mas este son iguales (Figura 2).

Asi: x = 30° + 360°%, con k € Z,y x = 150° + 360°%, con k € Z.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Hallar angulos y resolver ecuaciones trigonométricas con el uso de la calculadora.

MatemaTICS
-
Construye angulos en la circunferencia goniométrica con GeoGebra

Para trazar angulos en la circunferencia goniométrica y conocer su medida —sin importar en cudl cuadrante se encuentre su lado
terminal—, se pueden utilizar algunas de las herramientas de la barra principal de GeoGebra, como se muestra a continuacion.

8ann

[RYA AL D GO, 4] [N e = [

En el menu selecciona la opcion Circunferencia (centro, radio). Haz clic sobre el punto (0, 0) y, en el cuadro de
dialogo en el que se pide introducir el radio, digita 1. De esta manera obtienes la circunferencia goniomeétrica.

En la barra de Entrada, introduce, uno a la vez, los puntos de corte de la circunferencia con los ejes:
B=(1,0), C=(0,1), D=(—1,0) y E=(0,—1).

A
Selecciona el ment . Luego, haz clic sobre un punto de la circunferencia en el primer cuadrante. Este punto se

nombra automaticamente como F. Para desplazarlo, seleccidnalo con el puntero R

En el ment E selecciona la opcién Segmento v tra-

. K A L] i wE |
za los segmentos BA y AF en el orden que indican las R ls i I}': '3': @7 "5:-_ P "'-E
nd’ ¥ Wi Agehakn GF] B Vista Grifics T
i 4 / 4 Civeca
letras. Para medir el gngulo BAF, en el menu === g PR
| 1A | - Furll S
selecciona la opcion Angulo. I'—|'az clicenlos tre§ pun . .
tos en el orden B, A y F. Verifica que la medida del B §=0,0 £ 4
, L s g o dnait
angulo BAF aparece en color verde. # 0=iLn i
& L=, 0l [ ] 1] ]
i = 085, 0ri /
Selecciona el punto F y muévelo libremente. Obser- ol L3
va como varia la medida del angulo, segtin en donde —— - E= - o—
Lritaili L
se encuentre el punto F. L
- ®
Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Halla el seno, el coseno y la tangente de estos angulos 4 | Soluciona las ecuaciones trigonométricas que se pro-
® con ayuda de la calculadora. ponen. Expresa los resultados en grados.
o o1l 3
a. 275 b. 124716 a. Ccosx =—§ b.1—cosx=0
2T
- 3
c. 15rad d. 5 rad C. senx = —% d. tanx = —1
e. —120° f. —arrad ) o ) ) o
5 ) Soluciona las siguientes ecuaciones trigonométricas.
Comunicacién Expresa los resultados en radianes.
3 Resuelve las siguientes ecuaciones trigonomeétricas. a. tanx = —2 b. 2 = Scosx = 6
o 2 c. senx = — 1 d. tanx = 1
a. tanx = —1 b. cosx = 7
Resolucion de problemas
c.senx =0 d. cosx = —0,7561
Si v es un angulo agudo tal que cosae = 0,2, jcudl es el
e. senx =1 f. cosx =0

valor de la tana?
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fEprora h

Seglin el teorema de Pitagoras, en un
triangulo rectangulo el cuadrado de
la medida de la hipotenusa es igual
a la suma de las medidas de los cua-
drados de los catetos.

« Utiliza argumentos geométricos
para demostrar este teorema.

_ /

CULTURA del Buen Vivir

La cooperacion

Trabajar en cooperacion trae ventajas.
Algunas de ellas son: mayor coordina-
cion, valoracion positiva de los demas y
mayor satisfaccion personal, entre otras.

o ;Qué tipo de actitudes caracterizan
a una persona cooperativa?

Para demostrar geométricamente la relacién que plantea el teorema de Pitagoras,
se pueden seguir estos pasos.

1.° Se parte del tridngulo rectangulo de hipotenusa a y catetos b y ¢ (Figura 1).

2.°Se construye un cuadrado de lado a y se dibujan cuatro triangulos
congruentes al primero (Figura 2).

3.2 Se rotan dos de los triangulos (como se ve en la Figura 3).

4.° Si se prolonga un lado, se observa que la nueva figura esta formada por dos
cuadrados, uno de lado b y otro de lado c. Con esto, el area del cuadrado
de lado a es igual a la suma de las areas de los cuadrados de lados b y ¢,
respectivamente; es decir,a? = b? + ¢? (Figura 4).

e
S ->/L\ﬂ\
/A /4

/\ b —H]
Figura 1 ¢ / Figura 2
~X

[—o°—

F———»b

a

~

b

] A=b?+c

Figura 4

/ Figura 3
\ g

7.1 Medidas indirectas

Algunas longitudes no se pueden medir directamente con instrumentos; por
ejemplo, alturas muy elevadas o lugares inaccesibles. Por eso se dice que son
medidas indirectas. En esos casos, se pueden utilizar relaciones como el teore-
ma de Pitagoras.

Ejemplo 1
En la Figura 5, la torre esta situada formando un angulo recto con los ex-

tremos del lago. En este caso, se puede utilizar el teorema de Pitagoras para
hallar la medida a del largo del lago.

a’=b?+c?=a?= 40>+ 30> = 2500 = a = /2500 = 50

Entonces, el largo del lago mide 50 m.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Demostrar el Teorema de Pitagoras utilizando areas de regiones rectangulares.

7.2 Reconocimiento de triangulos rectangulos

Un triangulo de lados conocidos a, b, ¢ es rectangulo si cumple el teorema Ten en cuenta

de Pitagoras. Las medidas de los lados de un tridn-

gulo rectangulo son tres nimeros que
Para saber si un triangulo es rectangulo, se pueden hacer dos cosas: reciben el nombre de terna pitagorica.

Por ejemplo, 3,4y 5 forman una terna
pitagdrica porque:
=413
5/

1.Se miden sus angulos con un
transportador para comprobar
si alguno de ellos es recto. Al
medir los angulos del triangulo
de la Figura 6, se comprueba
que XA mide 90° y, por tanto,
el triangulo es rectangulo.

Figura 6

2. Si se conoce la medida de sus lados, o se pueden medir, basta comprobar si
cumplen o no con el teorema de Pitagoras.

a’=b?+¢?

TECNOLOGIAS

de la informacién y la
comunicacion

Ejemplo 2

Observa como se justifica que el AABC de la Figura 7 es rectangulo. www.e-sm.net/9sme14

Complementa tus conocimientos
A sobre el teorema de Pitagoras.

C“f/13cm/‘\B

Figura 7

En el triangulo ABC la hipotenusa mide 13 cm, y los catetos miden 5 cm 'y 12 cm,

respectivamente. Se comprueba si se cumple el teorema de Pitagoras ast: @azonamiento matemético)
132 = 169 En la figura, AMNO y AMNP son
= El tridngulo es rectangulo. triénglulos recténgulo§ congruentes
122 4+ 52 = 144 + 25 = 169 cuyo angulo menor mide 30°.
p o)
Ej |
jemplo 3 5

Observa como se comprueba, sin dibujar, si el triangulo de lados 4 cm, 3 cm
y 2 cm es rectangulo o no.

Si es rectangulo, la hipotenusa debe ser el lado mayor (el lado de 4 cm) y se i Q ‘ 4
debe cumplir el teorema de Pitdgoras: 4> = 3? + 22 Figura 8

« ;Cual es la medida de los angulos
del cuadrilatero QNSR?

Como 16 # 13, no se cumple el teorema de Pitdgoras; por tanto, el triangulo GGG
no es rectangulo.

Entonces, se calcula: 4> =16y 3* + 22 =9+ 4 =13
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Teorema de Pitagoras

7.3 Calculo de distancias

El teorema de Pitagoras permite calcular la distancia entre dos puntos que
son vértices de un triangulo rectangulo o que tienen alguna relacion con él.

Ejemplo 4

El dormitorio de Pablo es rectangular, y sus lados miden 3 my 4 m. Se decidio
dividirlo en dos con una cortina que une dos esquinas opuestas (Figura 9).
Para determinar cuanto mide la cortina, se procede asi:

La diagonal y los lados del dormitorio forman un triangulo rectangulo en el

que la diagonal es la hipotenusa. A o
Por el teorema de Pitagoras: \
2 — 2 2

d?=3+4 4

Se opera:d? =9 + 16 = 25 3m

Se despeja:d =25 =5 N ’

Por lo tanto, la cortina mide 5 m. 3 aAm 1‘ o
Figura 9

Ejemplo 5
El trazado de un rascacielos es como el de la Figura 10. Se puede calcular la
medida del lado oblicuo aplicando el teorema de Pitagoras.

Al trazar la altura, se obtiene un triangulo rectangu-

lo: la hipotenusa es el lado oblicuo, un cateto es la 4Am

altura, y el otro, la diferencia de las bases (Figura 10). X >‘./

Por el teorema de Pitagoras: d’ = 8 + 6’ \

Se opera:d? = 64 + 36 = 100 8m h

Se despeja:d = /100 =10 I

Asi que, el lado oblicuo mide 10 m. } 10-4
B 10 m

Actividad resuelta

Resolucion de problemas

@ Calcula la apotema de un hexagono de 10 cm de lado (Figura 11).

¢ solucién:

En un hexagono regular, el segmen-
to que une el centro con un vértice
mide lo mismo que un lado. Enton-
ces, la apotema es un cateto de un  / < N\
triangulo rectangulo, y el otro cateto
mide la mitad del lado.

10 cm

7 h
Aplicando el teorema de Pitagoras: i
0=+ \/ Y

]
h =102 — 52 =75 = h = /75 =~ 866 cm W sam
Entonces, la apotema mide aproximadamente 8,66 cm. Figura 11

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

2 Indica cudles de las siguientes ternas de numeros
forman una terna pitagoérica. Justifica.

a. 28,195,197 b. 17, 144, 140
c. 11,61,15 d. 11,61, 60
e. 7,24,25 f.8915

g. 9,10, 11 h. 16,63, 65

i. 6,810 j. 7,10,13

3 | Calcula el lado desconocido del triangulo de la figura 12
°

Figura 12

Comunicacion

4  Determina el perimetro del rectangulo de la Figura 13,
cuyas medidas de la base y la diagonal son 7 cm
y 7,5 cm, respectivamente.

T a=75cm

(o

b b=7cm —"n-— |

Figura 13

5 | Calcula la hipotenusa de un triangulo rectangulo si se
® sabe que los catetos miden 1 dm y 12 dm, respectiva-
mente.

Razonamiento

6 Determina, sin hacer el dibujo, si son triangulos
® rectangulos los triangulos cuyos lados tienen las
medidas dadas.

a. 6dm, 710dmy 8 dm

b. 50 cm, 120 cm y 130 cm
c.1Tem,9cmy2cm
d.25cm,20cmy 15cm
e.3dm,5dmy6dm

f. 7cm, 10cmy 15cm

Calcular distancias empleando el Teorema de Pitagoras.

7  Halla la apotema de un hexagono regular cuyo lado
mide 16 cm.

8  Calcula la medida de estos segmentos.
a. Laaltura de un tridangulo equilatero de 8 cm de lado.
b. La altura de un trapecio isdsceles de bases 4 cm
y 6 cm, y lados congruentes de 5 cm.
9 | Leey realiza lo que se indica a continuacion.

Los lados de un triangulo miden 3 cm, 4 cmy 6 cm.

a. Dibuja el triangulo y mide sus angulos. ;Es rectangulo?
b. Comprueba si cumple o no el teorema de Pitagoras.

Resolucion de problemas

Los lados de un tridngulo miden 45 cm, 27 cm'y 36 cm.
¢Es un triangulo rectangulo? Justifica tu respuesta.

@ ;Cuanto mide el lado de un cuadrado inscrito en una
circunferencia de 7 cm de radio?

@ Un terreno rectangular es dividido por un rio que lo
atraviesa diagonalmente (Figura 14). El duefo necesita
encerrar la parte del terreno en que se encuentran los
animales. ;Cuanta malla utilizara si las medidas de los
lados que forman el angulo recto son 12 my 15 m?

Animales

12 cm
Plantas

}-7 15 m H Figura 14

@ Dos aviones salen del mismo aeropuerto. Uno se dirige
hacia el norte y el otro hacia el oriente. Cuando se en-

cuentran, a 1580 km uno del otro, uno de ellos ha reco-
rrido 800 km. ;Qué distancia ha recorrido el otro avién?

@ En el centro de una plaza de forma circular de 300 m
de diametro hay una estatua sobre un pedestal que
mide 2,5 m de altura. Con un teodolito situado en el
borde de la plaza, se observa la parte mas alta de la es-
tatua bajo un angulo de 6°. Si la mira del teodolito se
encuentra a 1,2 m del suelo, ;cuanto mide la estatua?
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Dado que ABC es un triangulo rectangulo, se sabe que mx.C = 90°. Ademas,
= por serisésceles, los angulos agudos son congruentes entre si. Es decir:

Explora
plo MXA + mAB = 90° = mxA = mxB = 45°
La hipot del triangul tangu- : . o s
4 |,po enusa Cel tianguio rectangu Para averiguar la medida del cateto b, se puede plantear la siguiente ecuacion.
lo isbsceles de la Figura 1 mide 10 cm.
AX Aproximacion a las milésimas
o_ b
sen45” = —, = b = 10sen45 = 10 - 0,707 = 7,07 cm
¢=10cm 10
b Al ser a = b, el lado a mide también 7,07 cm, con lo cual el triangulo queda
resuelto, pues se sabe que:
v a=707cm  b=707cm c=10cm
c B
C| a | MXA =45 mxB=45 mxC=90°
Figura 1
« Halla la medida de los 4ngulos Resolver un triangulo es hallar la medida de todos sus lados y de todos sus angulos.
agudos y de los catetos.
Ejemplo 1
- J En el triangulo rectangulo de la Figura 2, se ob- B

servaque mXA =90°a=5cmyb=4cm.

Para determinar la medida del cateto ¢, la me-
Ten en cuenta . , , .,

dida de los angulos y el area del triangulo, se a=>5cm
La proyeccion de un cateto sobre la hi- puede proceder de la siguiente manera.
potenusa es el segmento contenido en
la hipotenusa que une el pie de la altu-

ra trazada desde el vértice del angulo
s 2 — j—
recto con uno de los otros vértices. =c¢=9=c=3cm

.4 -cosC=£=—=O,8

« Por el teorema de Pitagoras, se cumple que:
aA=b+=0=5—4 1
Afb—p=4cm—aoC

Figura 2

Por lo tanto, C = arccos0,8 = 36° 52" 12"
« Dado que, mXA + mXxB + mxC = 180°= mXB + mxC = 90°
= mAB = 90° — mx.C
= mXB=90° — 36°52" 12"
= mA.B =537 48"

Resolucion de triangulos
rectangulos

. , bc 4-3 )
o Finalmente el area es - = — =6cm’

Abre la aplicacion Right Angle 5

Triangle Solver y utilizala para ve-
rificar tus soluciones de triangulos

rectangulos. 8.1 Teorema de la altura

El cuadrado de la altura sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo es
igual al producto de las proyecciones de los catetos sobre la misma.

Ejemplo 2

A
Por el teorema de Pitagoras, el tridngulo /

a

rectangulo BCH de la Figura 3 cumple que: / b
a=m>+n \ m

B

)

Figura 3

Por el teorema de la altura se tiene que h> = m - n.

Luego,a* =m*+m-n=m(m+n)=m-c

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Aplicar el Teorema de Pitagoras a la resolucién de triangulos rectangulos.

Ejemplo 3
Para calcular la medida del lado a del

triangulo rectangulo de la Figura 4 se Ten en cuenta

aplican el teorema de la altura y el teore- , .
En la Figura 5, se observa el triangulo

ma de Pitagoras. - ,
/ rectangulo ABC.
« Por el teorema de la altura: \Co

a b y:
R =9-16= = 144=h=12m /// \\\y ////}\\
a
« Por el teorema de Pitagoras: L om—5—16m ] h
B

‘ i A / b
—_ — — c
=9+ 127=a=25=a=15m ‘ ng‘q v m = n \
B, = A
Figura 5
8.2 Teorema del cateto Por el teorema del cateto se cumple
que:
El cuadrado de un cateto de un triangulo rectangulo es igual al producto de a=m-c
la hipotenusa por la proyeccion del cateto sobre la misma. =n-c
Ejemplo 4
Para resolver el triangulo rectangulo de la Figura 6, en primer lugar se tiene en
cuenta que las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa miden 18 m c
y 32 m, respectivamente. Por lo tanto, la medida de la hipotenusa c es: /\
18+ 32=50m
a b
Ademas, por el teorema del cateto se cumple que:
a*=18:-50=a*=900=a = 30
18 m 1 32m iA
b’ =32-50= b’ = 1600 = b = 40 B c |
13 Figura 6
Como cosB = o = 0,6, entonces MX.B = arccos0,6 = 53° 7' 49",
Andlogamente:
mMX.A = arccos 32 36°52" 12"
40
Por lo tanto:
a=30cm b =40cm c=50cm R
mXA=36°52" 12" mxB=53°749" mxC=90°
Ejemplo 5 g=7cm p
El triangulo PQR de la Figura 7 es rectangulo con el angulo recto en Q.
Ademas se observa que mX_P = 60°, por lo cual, mX R = 30°.
60°
» Para averiguar la medida del cateto p, se tiene en cuenta la definicion de la F\—rE\ 0
razén trigonomeétrica seno: s
igura /
p

sen60° = el =p =7+ 5n60°=p=7-(087)
= p=609cm
« Aplicando el teorema de Pitagoras, se obtiene:
g=ptr=r=q-p
=r=7"—(609)7= r’= 49 — 37,0881
=r=119119=r=35cm



Q Resolucion de triangulos rectangulos

Actividad resuelta

Ana

Resolucion de problemas
Las casas de Sofia, Ana, Gabriel y Martin estan ubicadas como se muestra
en la Figura 8. Si la distancia de la casa de Soffa a la de Martin es de 3 km
y la distancia de la casa de Sofia a la de Gabriel es 1,08 km, ;a cuantos

Martin

Soffa

Gabriel

kilobmetros corresponden las siguientes distancias?

Figura 8

Bloque Geometria y medida

N

P
JA

Figura 9

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

a. De la casa de Gabriel a la de Martin
b. De la casa de Sofia a la de Ana
c. De la casa de Ana a la de Gabriel

Solucion:
La situacion se puede representar como en la Figura 9. Ast:

a. Distancia de la casa de Gabriel a la de Martin:

m=c—n=3—108=192km

b. Distancia de la casa de Soffa a la de Ana (por teorema del cateto):

b»’=n-c=108-3=324=b=183

c. Distancia de la casa de Ana a la de Gabriel (por teorema de Pitagoras):

Razonamiento

h'=b—n?=h? = (18)? — (1,082 = h? = 2,0736 = h = 1,44 km

2 | Calculala medida de los lados y los angulos que faltan
® en los tridngulos rectangulos de las Figuras 10 a 15.

a. b. 5 9com —
¢
12 cm A
°B Figura 10 Figura ]A
B
C. \A’\llcm\,{ d B
/ B
11 cm
20 cm /&
[ F 12 F 1\/ 10.em
igura igura 13
c Y/
f. B
c b
A ]
k 18 cm |
Figura 15

3 Responde estas preguntas. Razona tus respuestas.

®  a.;Qué elementos de un triangulo rectangulo hay

que conocer para resolverlo?
b. ;Se puede resolver un triangulo conociendo solo
dos de su angulos? ;Por qué?
Comunicacion
4 | Leeyresuelve.

Un angulo de depresion es el que se forma entre la
linea horizontal y la linea visual entre un observador
y un objeto situado por debajo de la horizontal.

Desde la cima de un faro de 8 m de altura se divisa una
lancha con un angulo de depresion de 8°. Observa
cdmo se representa la situacion en la Figura 16.

1,
J

Figura 16

Calcula la distancia entre la lancha y el pie del faro en
ese mismo instante.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Resolver y plantear problemas que involucren tridngulos rectangulos en contextos reales e interpretar y juzgar la

validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema.

Razonamiento

10

11

Halla la longitud de los lados de un triangulo rectangulo
cuyas proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa
miden 6,4 cm y 3,6 cm, respectivamente.

Resuelve el triangulo rectangulo cuya hipotenusa
mide 20 cm, si la proyeccion de uno de los catetos
sobre ella mide 4 cm.

Halla las medidas de los angulos de un triangulo rec-
tangulo sabiendo que la hipotenusa y uno de los ca-
tetos miden 4 cm y 2 cm, respectivamente.

Calcula la medida de la altura sobre la hipotenusa y la
distancia desde su pie hasta los extremos en un triangu-
lo rectangulo, en el cual los catetos miden 6 cmy 8 cm.

Calcula la medida del lado de un rombo en el que
la diagonal mayor mide 8 cm y forma con cada lado
contiguo un angulo de 26°.

Explica si es posible resolver un triangulo rectangulo
conociendo la altura sobre la hipotenusa y la proyec
cion de uno de los catetos sobre la misma.

Halla la medida de los angulos del trapecio rectangulo
de la Figura 17.

Bl— 9om —]¢

|

7cm

|

Al

12 cm \D

Figura 17

Resolucion de problemas

@ Las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa

de un tridngulo rectangulo tienen la misma medida.
a. ;Como es el triangulo?

b. ;Cuanto miden sus angulos agudos?

@ Usa el teorema de la altura para proponer cémo se

podria construir un segmento cuya longitud sea
media proporcional entre dos segmentos de 4 cm
y 9 cm. ;Como se podria construir si los segmentos
sondeacmybcm?

@ De un triangulo rectangulo se conoce que su hipote-

nusa mide 20 cm y la suma de los catetos mide 24 cm.
;Cuanto mide su area?

Los catetos de un triangulo rectangulo miden 12 m
y 27 m. ;Cudl es la longitud de la altura del triangulo
con respecto a la hipotenusa?

Para medir la distancia entre dos puntos, A y B, muy
@ alejados se situaron dos personas sobre ellos. Una ter-

cera persona esta en un punto C, a 50 m de distancia
de A, como se observa en la Figura 18

Figura 18
:Cudl es la distancia que separa los puntos A y B?

@ Juan subio en un globo aerostatico hasta una altura de
® 50 m. Sus padres siguen el vuelo desde el suelo, como

aparece en la Figura 19.

Figura 19

a. ;A qué distancia del punto A se encuentran los
padres de Juan?

b. Si el globo contintia subiendo en la misma direc
cion y se detiene cuando el angulo de observacion
de Juan es de 60°, ;a cuantos metros de altura se
encontraria el globo en ese momento?

En el momento del dia en que los rayos del sol forman
® un angulo de 60° con la horizontal, la sombra que

proyecta un arbol en el suelo es de 2,6 m. ;Cuanto
mide la altura del arbol?

Unas cigliefias construyeron su nido sobre el tejado

® de un edificio a 25 m del suelo. Un nifio lo observa

desde un punto situado a 50 m del edificio. Calcula el
angulo de observacion.



Medida de angulos
Ejercitacion

1. Completala Tabla 1.

135°

175°

235°

330°

360°
Tabla1

Razonestrigonométricas detriangulosrectangulos

Ejercitacion

2. Halla las razones trigonométricas de cada triangulo
rectangulo de las Figuras 1 a 4.

a. b.
n a
a | [ O
k AL
Figura 1 Figura 2
c d.
3 > \/E /5
[ Q @ [
: N;
Figura 3 Figura 4

3. Halla el valor de la hipotenusa y las razones trigo-
nomeétricas del angulo a en cada caso.

a. b.

Figura 5

. Figura 6
Comunicacién gura

4. Leey resuelve.

. 5 12
Sisenf = — ycosP = —:
13 13
a. Representa el triangulo rectangulo y ubica los
valores correspondientes.

b. Calcula la razén trigonométrica tangente para el
angulo 3.

c. Calcula las razones trigonométricas para el otro
angulo agudo del triangulo.

Practica Mas

Razones trigonométricas de angulos especiales

5. Encuentra el valor x en cada triangulo.

a. b.
22
17/30° X
] 0 45
Figura 7 Figura 8
C d.
[
7 00> x Oo A
5
3
Figura 9 Figura 10
e f.
2
[
X160 X
457
Figura 11 13
Figura 12

6. Evalla cada expresion utilizando las razones trigo-
nométricas de los angulos especiales.

a. sen30° + cos60°
b. tan45° + sec60°
c. cos45° — cos30°

d. sen30° - cos30°

Resolucion de triangulos rectangulos
Resolucion de problemas

7. Resuelve la siguiente situacion.

« Si la sombra del arbol de la Figura 13 es de 12 m, halla
su altura.

Figura 13

APPLICA © EDICIONES SM
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Estrategia: Descomponer una figura

Problema

Observa los triangulos de la Figura 1.

B
X
C
45°
A /30 91 |p
20m

Figura 1

;Cudl es el valor de x?

1. Comprende el problema

« jQué informacion puedes observar en la Figura 1?

R: dos tridngulos rectangulos con un lado en comun

« ;Qué debes encontrar?

R: el valor de x en la figura

2. Crea un plan

« Identifica cada uno de los triangulos involucrados,
establece relaciones entre sus lados y propon una
estrategia para calcular el valor de x.

3. Ejecuta el plan

« En la figura, los triangulos rectangulos ADB y ADC,
tienen en comun el lado AD.

« Ellado BD en el triangulo ADB mide 20 m; por ser
isbsceles cada uno de sus angulos agudos mide 45°.

« Enel triangulo ADC, tan30° = g—g:

= CD = 20 - tan30°

= CD=115m

Ademasx + CD =20m,

=x=20m—CD

x=20—1154

x=2845m

R: El valor de x en la Figura 1 es 845 m.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que la hipotenusa del triangulo rectangulo
ADB mide 2082 m

Resolucion de Problemas o

Aplica la estrategia
1. Enlacircunferencia de la Figura 2 se ha trazado una de

sus cuerdas. 5

/.

;Cudl es la longitud de dicha cuerda?

A

Figura 2

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

2. la rueda de una bicicleta tiene un didmetro de
120 cm, si su extremo gira un angulo de 120°, ;a cuanto
equivale el angulo de giro en radianes?

3. ;Cual es la relacion entre el lado /'y la altura h en un
triangulo equilatero?
4. El sen para 6, un angulo en el tercer cuadrante,
5 .
es ———. ;Cual es el valor de cos0?
3

Formula problemas

5. Inventa un problema que involucre la informacion de
la Figura 3 y resuélvelo.

\ 60°

52

\ 60°

Figura 3
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Longitudes y areas de figuras planas

fEprora

-

En la Figura 1 se muestra el plano de
un teatro, en donde el 4rea sombrea-
da corresponde a la zona de silleteria.

« Segln la informacion de la figura,
icudl es el drea de la zona en la que
se encuentran las sillas?

\

J

§I

Figura 3

En la figura se observa que el plano del teatro tiene una forma irregular, por eso para
hallar su area se pueden considerar, por separado, las figuras ABEF y BCDE (Figura 2).

3 F

TD
20m

| —

- H

Ch % 150°

30m L
I/ 40 m |” Figura 2
B

« Se traza una altura h del trapecio isdsceles BCDE desde el vértice C (Figura 2).
Entonces, ABCH es un triangulo rectangulo y a = 150° — 90° = 60°.

sen60° = n = h = 2598 my cos60° = BH = BH=15m
30 o 30
Como BC = DE, se tiene que BE mide 15 + 20 + 15 =50 m.

Por lo tanto, A - B b . h = 502ﬂ - 2598 = 909,3 m?

Trapecio 2

« El area del rectangulo ABEF es 40 - 50 = 2000 m?”.
Por ser AF = BE, el radio de la circunferencia que pasa por A 'y por F mide 25 m.

Asi, A =qr?=a-25 =19635m>

7" “Circulo

« Entonces, el area ocupada por la zona de silleterfa es:

A =9093 + 2000 — 19635

=1927,55m?

Ademas de ayudar en la solucion de triangulos rectangulos, las razones
trigonométricas proporcionan herramientas para el calculo de longitudes
y areas de algunas figuras planas.

Ejemplo 1
Se quiere calcular el area del pentagono regular de lado 8 cm que se muestra
en la Figura 3.
« Para hallar la medida de la apotema, se une el centro con dos vértices con-
secutivos. Los radios OA y OB determinan el angulo central O. Luego:
360°
mXx0 = s

La apotema divide el X AOB en dos angulos congruentes vy al AB en dos
segmentos congruentes. Asi, & = 36°y AM = 4 cm.

=72°

Por ser AAMO un triangulo rectangulo, se tiene:

AM AM
tanae = — =g =
a tana
Entonces, la apotema mide a = =551 cm.

tan36°
Por otra parte, si el perimetro del pentagonoesp =5+ 8 = 40 cm,

su area A se puede calcular como se muestra a continuacion:
p-a _ 40-551
2 2

A:

= 110,2 cm?

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Calcular la longitud y el &rea de figuras planas aplicando razones trigonométricas.

Razonamiento CULTURA del Buen Vivir
Determina la longitud del lado y de la apotema de un octagono regular
® inscrito en una circunferencia de 49 mm de radio. Halla su area. La cooperacién
Solucion: Un aspecto importante de la coope-

Segln la informacién proporcio-
nada, el poligono se puede repre-
sentar como en la Figura 4.

racion consiste en ayudar y servir a los
demas de manera desinteresada.

o Escribe tres maneras en las que
puedes cooperar con un comparero
de clase para explicar a alguien los
conceptos matematicos que no

Como el octagono es regular,
entonces se deduce que:

mX.POQ = 360° = 45° entiende. ¢
- .
Dado que la apotema a divide al
X POQ en dos angulos congruen-
tes y forma un angulo recto con Figura 4
el lado del octagono, entonces:
XQOR = 22,5°
Asi, sen22,5° = % = PR = 49 - sen 22,5° = 18,75 mm.
Ademas, PQ = 2PR, por lo cual, el lado del octagono es:
PQ =2-1875° = 375mm
Para determinar la apotema, se tiene en cuenta que:
C0s22,5° = 40—9 = a =49 - c0s22,5° = 4527 mm
Por Ultimo, el area del octagono regular es:
A pra _ (8-375) - 4527 = 67905 mm?
L 2 2 .
Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 Calcula el areay el perimetro de los poligonos que se 5 | Halla el perimetro y el area de un rectangulo en el que
® presentan en las Figuras 5y 6. la diagonal mide 28,84 dm y forma con la base un an-
lo de 33°41" 24",
a.T b. ( gu
§ 53,84° p Resolucion de problemas
[©)]
- @ En la Figura 7 se muestra el plano de un terreno con
{ ® forma de paralelogramo.
Figura's Figura6 a.;Cudl es el area del terreno?

b. Si se quiere cercar el terreno con tres vueltas de

Comunicacion . . .
alambre, ;qué cantidad se necesita?

3 Calculalalongitud de los radios de las circunferencias
inscrita y circunscrita en un octagono regular cuyo <

lado mide 12 m. \
. / . . 6m
4 ) Halla el area de un pentagono regular inscrito en una
circunferencia de 10 cm de radio. ‘ - 725 %

Figura 7
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Areas y voliumenes de cuerpos geométricos

(8)

10.1 Area y volumen de prismas
N

Explora Para resolver el problema es importante recordar que un prisma es un sélido
conformado por dos poligonos paralelos congruentes, que se denominan bases,

En una fabrica de chocolates se em-
bric chocolates se € y por tantos paralelogramos como lados tengan las bases.

pacan los nuevos productos en cajas
cuya forma es un prisma trapezoidal,
como se ve en la Figura 1.

Ademas, es necesario saber que el volumen de un sélido es la medida del espacio
gue ocupa, pero, también, la medida de la cantidad de material que puede albergar.

Como se observa en la Figura 1, las bases de las cajas son trapecios, por lo tanto:

15cm ‘
6 tmP\ —9 cm— ‘ = BFb 159 e
T Trapecio 2 2
2lem Elvolumen del prismaesV=A,__  -h=V=72 cm?+21cm = 1512 cm’.
\ Ahora, como cada chocolate tiene un volumen de 7 cm? entonces en la caja caben
Tgw : 1512 + 7 = 216 chocolates.

El area total de un prisma es la suma entre el area lateral y el area de las dos bases.

« Si se empacan chocolates de 7 cm? )
El volumen corresponde al producto del area de la base por la altura.

de volumen, jcuantas unidades ca-

ben en la caja? . . , ,
S ) Si en un prisma, P, es el perimetro de la base; A, el area de la base,

y h, la altura, entonces el area tortal, Ay el volumen, V, son respectivamente:

A =Ph+2A V=Ah

Ejemplo 1
Para calcular el area total y el volumen del prisma triangular de la Figura 2,
cuya base es un triangulo isésceles, se realiza lo siguiente:

« Se calcula la altura, h, del triangulo isosceles de la base:
T h=y3—-2=+5

Se calcula el perimetro de la base, P;;

PB =10cm
8cm

Se calcula el area de la base, Ay i
445
/\ A= - = 2J5 cm?

3cm « Por lo tanto, el area total A, es:

A, =108+ 225 = 4(20+5) e’

—4cm—/

Figura 2

Asi, el volumen, V, es V = 2/5 - 8 = 16x/§ cm?,

10.2 Area y volumen de piramides

Una piramide es un poliedro limitado por una base, que es un poligono
cualquiera, y por caras, que son triangulos coincidentes en un vértice comun.

El area total de una piramide es la suma del area de las caras laterales y el area
de la base. El volumen de una piramide es la tercera parte del volumen de un
prisma con la misma base y la misma altura.

Si'en una piramide, A, es el area lateral; A, el area de la base, y h, la altura,
entonces el area total, A, y el volumen, V, son respectivamente:
Ah

3

A=A +A, V=

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio: Calcular el volumen de piramides, prismas, y cilindros aplicando las formulas respectivas.
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Ejemplo 2

El area total y el volumen
de la piramide cuadrangular
de la Figura 3, cuya altura es
7,23 cm, se calculan as:

AB

1

(Razonamiento matematico )

La base de una piramide es un triangulo
equilatero de lado x. Una de las caras
laterales, perpendicular al plano de la
base, es también un triangulo equilatero.

1 [ | D
A =4 AR/ 16 =76cm’
2
A, h c
l A
i Figura 3 g Figura4
16 - 7,23 . ,
V= —""==13856cm’ « ;Cudles son el area total y el volu-
men de la piramide?
. 4

10.3 Area y volumen de cilindros

Un cilindro es un sélido limitado por dos bases circulares y una cara curva. Se
obtiene cuando un rectangulo rota una vuelta entera alrededor de uno de sus
lados. En la Figura 5, se observa un cilindro de altura h, cuyo radio de la base es r.

Elareatotal de uncilindrorectoeslasumadel area lateral y el area de las dos bases.
El volumen corresponde al producto del area de la base por la altura.

Si A eselarea lateral de un cilindro recto, A, es el area de la base, h es la altura
y r es el radio de la base, entonces el area total, A, y el volumen, V, se calcu-

lan respectivamente como:
A=A +2A, V=Ah

A, =2mrh + 2mr? = 2mr(h +r) V = 7rzh

Figura 5

Ejemplo 3
En el cilindro recto de la Figura 6, la altura 3

. cm—|
es de 10 cm vy el radio de base, de 3 cm. <b
Para calcular el area total y el volumen de 1
este sélido, se aplican las férmulas estu-
diadas anteriormente, como sigue:
A, =2mr(h +r) 10 cm

=2m-3cm-(10cm + 3cm)

=6mcm-13cm

= 781 cm? N |
V =r’h

Figura 6

=m-(3cm)’ - 10cm

m-9cm?- 10 cm

= 901 cm’.

Por lo tanto, el cilindro tiene 78 cm? de area total y 90 cm? de volumen.
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10

Areas y volumenes de cuerpos geomeétricos

10.4 Area y volumen de conos

Un cono, como el de la Figura 7, es un sélido limitado por una base circular y una cara
curva, se obtiene al rotar un triangulo rectangulo alrededor de uno de sus catetos.

El area total del cono es la suma del area lateral con el area de la base. El volumen
del cono es la tercera parte del volumen de un cilindro con la misma base y la
misma altura.

SiA eselarealateraldeunconodealturah, A eselareadelabasederadioryg la
generatriz,entonceselareatotal, A_yelvolumen, V,delconosonrespectivamente:

= — B
A=A +A, =

3
A =mgr+ar’=mar(g+r) V=

Figura 7
Ejemplo 4
Para determinar el area total y el volumen de un cono de altura 12 cm,

y cuyo diametro de la base mide 5 cm, es necesario, en primer lugar, calcular
la generatriz g del cono.

« Por el teorema de Pitagoras se tiene que:

g=N+r =122 +(2,5) = 1226 cm
« Por lo tanto:
A =m 25 (1226 + 25) = 369 cm’

\/:

~ Actividad resuelta
Razonamiento

Determina el area total y el volumen del solido representado en la
Figura 8, si se sabe que el radio de la base es 2 cm.

. 2.,
LIRS R A E (2'35) 12 = 25 cm?

Solucion:

Se observa que la figura esta compuesta por un cilindro y un cono. Por
lo tanto, para determinar el area total, se suman el area lateral del cono, el
area lateral del cilindro y el area de una de sus bases.

Por el teorema de Pitdgoras, la generatriz del cono esta dada por:
g= 4 +2 =2/5cm

De modo que:
A A A

l L Cono lC\Imdro lB

AT=I(1T-2\/§-2)I+I2-1T'2'6 b2

= 411'(7 + JE) cm?
El volumen del sélido es la suma de los volimenes del cono y del cilindro:
Figura 8 = w204 6= 88 3
olido 3

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 | Halla el area total y el volumen del siguiente sélido.

Un prisma de 47 mm de altura con base hexagonal
regular de lado 20 mm

Comunicacion

3  Calcula el area total y el volumen del prisma de la
Figura 9, si se sabe que su base es un hexagono regular.

r

|
- |5cm
Ao - i
. |
3,5cm
F4,2 Cm*‘ Figura 9

4 | Hallael area total y el volumen de un cilindro de altura
4 dm, si se sabe que el radio de la base mide 1 dm.

5 Determina el volumen del solido de la Figura 10.

—

Figura 10

10u

4u /\'/

6 | Halla el drea total y el volumen del ortoedro presentado
® enlaFigura 11.

Figura 11

Calcular el volumen de piramides, prismas, conos y cilindros aplicando las formulas respectivas.

Resolucion de problemas

@ ;Cual es el espacio ocupado por las piramides de las
®  Figuras 12y 13, si sus bases son poligonos regulares?

a.
15¢cm
\ 6,9 cm
\k 10 cma\
Figura 12 Figura 13

:Que cantidad de cartdn se necesita para fabricar un
® empaque de9,5cm delargo, 2 cm deanchoy 3cmde
profundidad?

@ ;Cuanto metal se requiere para fabricar una lata cilin-
drica como la de la Figura 14?

~——20cm

A Ve
+un
v Figura 14

Para cada una de las Figuras 15 a 18, asignales medidas

® cinventa un problema donde se pida calcular el area
total y el volumen de cada una de ellas.

a. b.

Figura 15 Figura 16

5 pococoooo L
.

Figura 17 Figura 18
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Areas y volimenes de cuerpos compuestos

La torre corresponde a un cuerpo geométrico compuesto, formado por un
) cubo y una piramide cuadrangular. Luego, una manera de calcular el volumen
total es calcular los voliimenes parciales de los solidos y sumar los resultados.

Explora

La torre principal de una capilla fina-
liza con un sélido geométrico como Para calcular el area y el volumen de un cuerpo compuesto, se deben descom-
el que se muestra en la figura 1. poner en cuerpos simples, calcular los volimenes o areas parciales, y sumarlos.

Ejemplo 1
Calculaelareay el volumen del cuerpo de la figura 1. Para ello, se descompone
el solido en las formas simples.

o Ten en cuenta que la superficie del cuerpo compuesto esta formada por cinco
{ caras del cubo y por las cuatro caras laterales de la piramide cuadrangular.

Entonces para calcular el area se procede ast:

: 6m
. - |
£ 6 é 6m
\~76 m 4,‘\/ Figura 1 : \
« ;Qué proceso seguirfas para poder - 6 r?
calcular el area total de la torre? —6m —4  Figura2
- J
A, =5-6"=180cm’ X=\/32+82=\/73z8,54cm
4-6+854
,= —2 =~ 102,48 cm’?

Por tanto, el area del cuerpo es la suma de las dos areas.
A=A +A =180+ 10248 = 282,48 cm?
Ahora, se calcula el volumen total de la torre.

V. =A h=(6-6)6=216m V=—2A -h=

1
—(6:6)-8=9%m’
cubo base 3 base 3 ( )

Entonces, el volumen total es 216 m*+ 96 m* = 312 m?

Actividad resuelta
Ejercitacion
1 ) Calcula el volumen del cuerpo de la figura 4.
Solucion
El volumen de este cuerpo esta compuesto por el volumen de una
semiesfera y el volumen de un cono.

Figura 6

Figura 5

S4.7
V1:%-ﬂ'-43=134cm3 v,= TS = n2aw

Figura 4

Por tanto, el volumen del cuerpo es la suma de los dos voltimenes.
V=V 4V, =134+ 1172 = 2512 cm?’

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Resolver problemas que impliquen el calculo de volimenes de cuerpos compuestos (usando la descomposicion de cuerpos).

Desarrolla tus destrezas
Razonamiento

5 ) Halla el volumen de los siguientes cuerpos compuestos.

2  Determina el area total y el volumen del cuerpo de la
@ Ten en cuenta que las medidas se dan en centimetros.

® figura 7. Explica el procedimiento que seguiste.
a.

15 cm

10 cm

Figura 10

10 cm 15cm 7,5cm

Figura 7
Comunicacion
@ En la caja de la figura 8. se quieren guardar dos esferas
®  macizas de 10 cm de radio. Calcula el volumen que b.
ocupa el aire que queda en la caja. Escribe un paso a
paso claro que le permita a otra persona encontrar el

calculo de este valor.

L Figura 8 Figura 11

4 ) Halla el drea y el volumen del siguiente cuerpo com-  Resolucion de problemas
®  puesto donde las medidas estan en metros. @ En unafabrica elaboran una tuerca de forma hexagonal
® de2cmdeladoy unaaltura de 2 cm. Ademas, se sabe

que el cilindro central tiene un didmetro de 0,5 cm.

[ 5m—
! ;Cudl es el volumen que ocupa esta tuerca?
5m
L 5m -
/\ o
5m 20m
| / 2cm
7‘_— 15m _‘\ Figura 9

Fi 2
\/ igura 1
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F

Prueba Ser Estudiante

A continuacion se presentan ejercicios con cuatro alternativas de solucion, de las cuales, una sola es la correcta. Sefiala en la tabla de

respuestas, el literal que consideres correcto.

Una escalera alcanza una ventana situada a 3 m
de altura formando un angulo de 60° con el piso.
;Cual es la longitud de la escalera?

A.3,5m aproximadamente
B. 4,5m aproximadamente
C. 2,5m aproximadamente

D. 1,5m aproximadamente

Si a es el cateto opuesto y b es el cateto adyacente,
con respecto a un angulo a de un triangulo rectanglo,

,_a .
la razén N se denomina:

A. seno del angulo o
B. coseno del angulo a

C. tangente del angulo o

D. cateto del angulo a

Halla el sena si se sabe que la tangente del angulo
. 4

agudo a es igual a Ex
A =

5
B —

5
c =

5
D. =

5
El resultado de la expresion
(sen’a + cos’a) + (sen’a — cos’a) simplificada es:
A. cos’a B. 2sen‘a
C. 2cos’a D. sen’a
Sise aplica el teorema de Pitagoras, el lado desconocido
del siguiente triangulo es:
A.a=12cm

N A
Bas 7 @ 3cm 4 cm
Ca= 5cm /
| a |
I |

D.a=10 cm

6.

Si la hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 9 cm'y
un cateto mide 3 cm, ;cudl es la medida del otro cateto?

A. 26 cm
B.6 3 cm
C.6 V2cm
D.3 V6 cm

Determina la medida de la altura sobre el lado desigual
de un triangulo isosceles, si dicho lado mide 16 m, y se
sabe que el angulo desigual es de 80°:

A.852m
B.7,48 m
C.953m
D.655m

Un avién de combate localiza un barco enemigo con un
angulo de depresion de 28°. Siel avion vuelaa 3200 m de
altura, jcual es la distancia a la que se encuentra el barco

A.681617 m
B.5622,24 m
C.326422m

D.7 42622 m

La distancia entre el edificio de la figura y el peaton que se
encuentra a la izquierda es:
39°
45m
/ﬁ\ —_

A.3644m

B.3224m

C.3341m

D.3622 m

APPLICA © EDICIONES SM




Indicadores de logro:

« Aplica el teorema de Pitégoras en la resolucion de ejercicios o situaciones reales « Resuelve problemas geométricos que requieran del calculo de areas de
relacionadas a triangulos rectangulos. poligonos regulares, areas y volimenes de piramides, prismas, conos y cilindros,

« Reconoce y aplica las razones trigonométricas y sus relaciones en la resolucién de aplica como estrategia de solucion la descomposicion en triangulos y/o la de
triangulos rectangulos y en situaciones problema de la vida real. cuerpos geométricos, realiza los procesos de solucion empleando la

construccion de poligonos regulares y cuerpos geométricos; juzga la validez de resultados.

10. Calcula el area de un triangulo rectangulo, si las 14. El volumen de un cono cuya base tiene un radio de
proyecciones de sus catetos sobre la hipotenusa 21cmy cuya altura es de 28 cm es:
miden 14,4 cm y 25,6 cm, respectivamente.

A. 1116 mdm?
A.582 cm?
B.3225 cm?
B. 275 cm’
C.416mcm?
C.473 cm?
3
D, 384 arr? D.2 234 cm

11. La férmula del volumen de una piramide es: 15. Elareade una pirdmide de altura 8 cm, con base pentagonal

regular de 6 cm de lado y de apotema igual a 1 cm es:

Ah
= A I’) = B
AV b BV 3 A. 132,92 a?
wr’h
V= —- D.V= mrh B. 137,91 cm?
12.;Cual es el area total del sélido de la siguiente figura? C. 13390y
D. 13593 cm’
A15833 crm? i 16 El 4rea total del cuerpo de la siguiente figura es:
4cm
B. 13833 cm’ |
10 cm
C. 14833 cm’
D. 12833 cm’
5cm
3cm
—4cm—

13.;Cuanto papel de regalo se necesita para envolver
una caja de 9,5 cm de ancho, 2 cm de largo y 3 cm de

fundidad?

profundica A. 136 7 cm?

A. 132 2
m B. 116 7w cm?

B. 124 cm?
2
C. 107 crr? C. 126 wcm
D. 116 cm? D. 106 1 cm?

Tabla de respuestas
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convenido.

El mercado de valores es mas conocido con el nombre de “bolsa’
y puede definirse como un conjunto de instituciones y agentes
financieros que negocian los distintos tipos de activos (acciones,
fondos, obligaciones, etc.) mediante instrumentos creados especi-

ficamente para ello.

Su objetivo
fundamental

Captar parte del ahorro personal
y empresarial para conseguir un
punto de financiacion extra para
las empresas, como ocurre por
ejemplo en la emision de nuevas
acciones.

El uso de unos mercados de valo-
res, democraticamente definidos,
ayuda al desarrollo de politicas
monetarias mas activas y seguras.

= é‘ﬁ
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La bolsa... un mercado de valores

Un mercado de valores es un mercado publico para la compra
y venta de acciones de las compafiias y sus derivados a un precio

Desarrolla tus destrezas

Planeacion economica y financiera

]

(Quiénes participan?
Basicamente los que participan en la
operacion de las bolsas son:
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e 4
» Los demandantes de capital, que
son las empresas o emisores que

buscan financiamiento para sus
proyectos.

o Los oferentes de capital, es decir,
personas, sociedades o empresas
que desean invertir.

o Los intermediarios de esta nego-
ciacion llamados comisionistas.

Construyendo la Cultura del Buen Vivir

En la bolsa de valores, de manera comple-
mentaria a la economia de los paises, se
intenta satisfacer tres grandes intereses:

1.

El de las empresas, pues al poner sus
acciones en el mercado y ser adquiridas
por el publico, obtienen el financia-
miento necesario para cumplir sus fines
y generar riqueza.

. El de los ahorradores, porque se con-

vierten en inversionistas y pueden be-
neficiarse con su participacion.

. El del Estado porque, al estar en la bolsa,

dispone de un medio para financiarse y
hacer frente al gasto publico, asi como
de adelantar nuevas obras y programas
de alcance social.

b

sauoIP3 WS

1 ) Lee sobre una empresa que en
este texto se ha creado para en-
tender, cdmo una compania es
parte de la bolsa de valores.

2 | Investiga sobre la historia de

Avianca, la primera aerolinea
comercial fundada en Ameérica
y la segunda en el mundo. Lue-
go, prepara un informe con lo
que investigaste.
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Supongamos que Ecuapetrol S. A. es una de las empresas
mas grandes del pais y la principal compafiia petrolera
en Ecuador. Por su tamafio, Ecuapetrol S. A. pertenece
al grupo de las 39 petroleras mas grandes del mundo y
es una de las cinco principales de Latinoamérica. Cuenta
con campos de extracciéon de hidrocarburos en el centro,
el sur, el oriente y el norte de Ecuador, dos refinerias,
puertos para exportacién e importacién de combustibles
y crudos en la costa y una red de transporte de 8 500 ki-
lometros de oleoductos y poliductos a lo largo de toda la
geografia nacional.




{Qué es un valor?

A diferencia de cuando se ahorra en el banco depositando dinero, en el mercado de
valores lo que se hace es invertir (comprar algo para venderlo después) y al invertir

lo que se adquiere es un “valor”.

Los valores eran papeles que solian
[lamarse “titulos” y tenian un valor por lo
que representaban (una casa, un pagaré,
mercancias, dinero, entre otros) y podian
ser intercambiados con otras personas
por dinero u otros valores.

Actualmente, los valores no son papeles
sino que se han convertido en anotacio-
nes reguladas por entidades que registran
quién es el duefio de una cantidad de ti-
tulos, pero de la misma manera dichos
titulos se siguen comprando y vendiendo.

¢Como funciona la bolsa?

Para que una empresa pueda vender
acciones que emite (esto hace que se
denomine “emisora”) debe estar inscrita
en la bolsa de valores.

Las acciones de una empresa, ofreci-
das en la bolsa de valores, pueden ser
adquiridas por una persona natural
0 por otra empresa por intermedio de
un ente denominado corredor de bolsa.
El vendedor selecciona a un “corredor”
y le encomienda que ofrezca las acciones
y el comprador también selecciona a un
“corredor” para que ofrezca comprarlas.

Desarrolla tus destrezas
Trabajo en grupo

3 ' A continuaciéon se presenta una grafica que
muestra la evolucion en el precio de las acciones

de Ecuapetrol.

Construyendo la Cultura del Buen Vivir

Las acciones son un tipo de valor que re-
presenta una parte de una empresa; asi, el
comprador de acciones se convierte en
socio y participa tanto de las ganancias
como de las pérdidas de la empresa.

SauoIp3 WS
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Pregunta tipo Saber

Cierta empresa de servicios ha puesto
en venta algunas de sus acciones. Cada
accién cuesta $ 23,5 y el pronostico de

rentabilidad es del 25% mensual.

SEODIP WS

Con esta informacion es valido afirmar
lo siguiente:

A.Siuna persona compra 145 acciones
es probable que reciba alrededor de
$900 de dividendos.

B. Si una persona compra 145 acciones
recibira $ 4 260 cuando las venda.

C.Si una persona invierte $4260 ha
comprado 145 acciones.

D. Si una persona decide invertir enton-
ces ganara el 25 % de lo que invierta.

4 | Analicen el comportamiento del precio desde
el 2007 hasta el 2011.

a.Determinen con qué valor inicié la accién
y afo tras afo describe su comportamiento,
destacando si el precio subid o bajo.

b.Calculen en qué porcentaje subid o bajo en
los periodos de tiempo mostrados.

c.Analicen el caso de alguien que comprd 1500
acciones en mayo del 2010; determinen
cuales han sido sus dividendos.




Habilidade%
SOIEIDIP

Argumenta tu posicion
frente a una tematica
en un foro virtual

1 Planifica el foro virtual y el tema
de la discusion

a. Piensa en un nombre apropiado y llamativo
para un foro virtual sobre estadistica, y otro
para el primer tema de debate.

Crea un foro virtual gratuito
a. Ve a la direccién www.creatuforo.com.
b. Haz clic en el icono Crear mi foro gratis.

c. Diligencia el formulario.

Datos de la cuenta

» Nombre del foro, puede ser el nombre de la
asignatura.

o Descripcion general de los temas de discu-
sion relacionados con la tematica del foro.

¢ Direccién electronica de tu foro. El sistema te
indicara si esta disponible o no el nombre.
Datos del usuario

« Correo electrénico del administrador del foro
« Nombre de usuario del administrador del foro
o Contraseha

o Confirmacion de la contrasefa

« Categoria del foro, la puedes elegir segiin la
tematica.

d. Acepta las condiciones de uso del sitio
y luego oprime el icono Crear foro.

e. Diligencia estos datos para ingresar.

| & Comunicar tus argumentos sobre una tematica
puede resultar interesante en un foro virtual, es
decir, un espacio en linea en el cual un grupo
de personas debaten y discuten sobre un tema
académico o social. En este taller aprenderas a abrir
un foro virtual y a establecer un tema de discusion.

b. Busca informacion en internet relacionada con la aplica-
ciéon de la estadistica en los campos laboral 0 académi-

co, pueden ser documentos, videos o imagenes.

c. Escribe un texto argumentativo que te permita
presentar el tema de discusion, promover el debate

y motivar a tus compafieros a participar. Cita autores

que te ayuden a apoyar tus argumentos.

1 wwew.creatuforo.com |
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Habilidades digitales

3 Crea un tema de discusion en
el foro virtual

a. Haz clic en el nombre del foro.

(P e kb e P |
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b. Luego selecciona el icono
Nuevo tema.

[
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c. Edita el tema de la discusion. T

« Selecciona un fcono para
tu tema de debate

. Asignale un nombre, segin e R m——=

e

i E—— e

la planificacion del paso 1.

e e
« Escribe una introduccion T i W S i h
que genere polemlcg Tt cs I seaiias Abes
o controversia. Motiva a & < i

los invitados a participar

con actitud critica, pero sin

irrespetar las opiniones de Introduccion
los demas participantes.

Aprende mas

Invita a tus companeros a parti-

cipar en el tema de discusion del phpBE

foro virtual. T ———— -
) 2 e gy e e — —
a. Haz clic sobre el icono de manee  |Tema de debate 1 del foro
' el v B b A L
mensaje. e - "\-‘
. i [ ] i
b. Escribe el correo de los desti- — o
natarios, el asunto del mensa- T - 0
o ’ o o ol
je y un parrafo invitando a tus 10,
= o o 0
compafieros a participar en el H
o a0 p 0
tema de discusion. — j0
= 1!
c. Haz clic en el botén. Tl
. L 109
d. Ingresa al foro virtual periodi- o1y
. 10g
camente para hacer segui- P 101
. ol
miento del debate y moderar 10;

las participaciones de tus e ¥ B
companeros. 10,
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Medida de angulos

Razonamiento

1. Relaciona de manera correcta las expresiones equiva-
lentes de las dos columnas.

2. 1251236 £ 125,5°
b. 341—: 124°
c. 125° < 12521°
d. % . 125°3’
e. 125,05° . 25—11-
36

Ejercitacion
2. Calcula las medidas de los angulos internos del triangu-

lo ABC de la siguiente figura.
C

= 148.35°

Razones trigonométricas en triangulos
rectangulos

Razonamiento
3. Establece cudl triangulo permite obtener la razon tri-

Bt 3
gonometrica tan@ = Z

D YN
/ NN

Me—_a

]

|

~

184

Evaluacion de la unidad

Razones trigonométricas de angulos especiales
Resolucion de problemas
4. Un arquitecto asigna parte de un terreno rectangular

para la construccion de una zona verde. Determina el
area de la zona asignada.

X

8\/§m

30°

>

Relaciones entre las razones trigonométricas

Razonamiento
5. Selecciona la razéon sena, si en un triangulo rectangu-

4 ,
lo cosa = = siendo o uno de sus angulos agudos.

5 9
a. seno = — b. sena = =
4 5
3 3
C. sena = — d. sena = 7
Razones trigonométricas de un angulo
cualquiera
Modelacion

6. Completalatabla,sim =B = 3TTF ysenB = —

cosf3 tanf cos(180 — B)

Teorema de Pitagoras
Resolucion de problemas

7. Dosvehiculospartendeunmismo puntoavelocidades
constantes en direcciones perpendiculares. Uno viajaa
55 km/h y el otro a 63 km/h. Después de 30 minutos
a ;qué distancia estara el uno del otro?

APPLICA © EDICIONES SM
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Indicadores de logro:

« Aplica el teorema de Pitdgoras en la resolucién de ejercicios o situaciones reales
relacionadas a triangulos rectangulos.

« Reconoce y aplica las razones trigonométricas y sus relaciones en la resolucion de
triangulos rectangulos y en situaciones problema de la vida real.

Resolucion de triangulos rectangulos

Razonamiento

8. Determina si es posible construir un triangulo rectan-
gulo con las longitudes de los siguientes tres segmentos.

mAB = 15cm,m(7) = 4cm,ym§: =5cm.
Explica tu respuesta.

9. Establece si la afirmacion es verdadera (V) o falsa (F) a
partir de la siguiente informacion.

En un tridngulo rectangulo isésceles, la hipotenusa
mide 1T my los angulos ot y 3 son agudos.

aa=p ()
b. sena # senf3 ()
c. anp = g ()
d. La medida de los catetos es Tz m ()
e. sena = cosf3 ()

Resolucion de problemas

10. Una escalera de 4 m de altura se apoya en un muro verti-
cal, como se observa en la figura. Determina la altura del
muro y el angulo que forma la escalera con la horizontal.

|~1,26 m -|

Longitudes y areas de figuras planas.
Areas y volimenes de cuerpos geométricos

Razonamiento

11. Determina la cantidad de cartén que se utilizd para
construir una caja como la que se ilustra en la figura.

18 cm

Resuelve problemas geométricos que requieran del calculo de areas de
poligonos regulares, areas y volimenes de piramides, prismas, conos y cilindros,
aplica como estrategia de solucion la descomposicion en tridngulos y/o la de
cuerpos geomeétricos, realiza los procesos de solucion empleando la construccion
de poligonos regulares y cuerpos geométricos; juzga la validez de resultados.

Resolucion de problemas

12. El principio de Arquimedes permite calcular el volu-
men de un sélido irregular. Segun el principio, el vo-
lumen de un cuerpo es igual al volumen del liquido
desplazado al sumergir el sélido en él.

Si se cuenta con un recipiente con agua, como el de
la figura, al sumergir un objeto el nivel del agua subid
1,5 cm, jcudl es el volumen del objeto?

A
6 cm

o

N
11c

25cm
m\
Y\

Problemas de calculo de areas y volimenes

de cuerpos geométricos

Razonamiento

13. Encuentra el volumen comprendido entre la piramide
de base cuadrada y un cono que se construye a partir de
una circunferencia inscrita en la base de la piramide. Ten
en cuenta que las caras laterales son triangulos isosceles.




Estadistica y probabilidad

Mediante la estadistica se puede obtener informacion de una coleccién de observaciones a través de
resiimenes numéricos, como la media, la mediana, la desviacion tipica o el coeficiente de variacion.
Estas medidas permiten estudiar variables como la evolucién de indicadores (el IPC, por ejemplo),
la aceptacion de un producto o la opinién de los ciudadanos sobre asuntos de actualidad, etc.

« Nombra tres utilidades de los estudios estadisticos en el campo de la economia.

Estadistica
y probabilidad

Cultura del Buen Vivir

La equidad

Entre las caracteristicas de la equidad se encuentran la justicia y la igualdad de oportunidades para todos
los seres humanos, mas alla de su género o su condicién social.

o Nombra tres situaciones en las cuales es imprescindible que exista la equidad.




Aprenderas... Recursos digitales

» Terminologia estadistica

» Medidas de tendencia central y de dispersion @
» Técnicas de conteo
Resolucion de problemas 0

Habilidades lectoras
O

El récord de los récords

| matematico holandés John Einmahl, de la Universidad de Til-
E burgo, ha calculado el “récord definitivo” de catorce disciplinas

atléticas; entre ellas los 100 m en categoria masculina, que él es-
tima en 9,29 segundos apoyandose en la teoria de los valores extremos
y en proyecciones estadisticas.

Einmahl no pretende predecir los récords posibles en un futuro lejano,
sino, como dice expresamente en su estudio, los récords que podrian
darse bajo las condiciones actuales. La base de los calculos de Einma-
hl son las mejores marcas de 1546 atletas masculinos y 1024 atletas
femeninas de élite de cada disciplina estudiada, que luego somete
a complicadas elaboraciones matematicas con ayuda de un computador.
Los resultados le permiten no solo comparar los récords actuales con los
tedricamente posibles, sino ver cuanto los separa de su nivel ideal.

Segiin los calculos de Einmahl, la mejora del récord de maratén entre los
hombres, que posee el etiope Haile Gebrselassie (2 h 04’ 26”) se ajusta
mucho a la ideal, porque solo podria ser mejorado en 20 segundos. Entre
las mujeres, en cambio, el récord de la britanica Paula Radcliffe, de
2h15’25”, podria ser claramente mejorado en 8 minutos y 50 segundos.

Curiosamente en las pruebas de velocidad, en las que se cree que se
esta muy cerca del limite de lo humanamente posible, los calculos
de Einmahl apuntan a posibles mejoras. El récord de los 100 metros
podria ser reducido de los 9,74 segundos, que ostenta Asafa Powell,
a 9,29; mientras que el de 200 metros en manos de Michael Johnson,
con 19,32 segundos, esta casi un segundo por encima de lo posible.

Sm Ediciones. (2016). Colombia. Matematica 10.

Actividades
Interpreta

1. ;Cuadl fue el conjunto de datos que utilizd Einmahl para hacer su estudio?

Argumenta
2. ;Como crees que llevd a cabo su estudio el matematico John Einmahl?

3. ;Cuales elementos estadisticos necesitd?

Propon
4. ;Cudles crees que son las condiciones actuales a las que se refiere
Einmahl? Menciona algunos ejemplos.




Bloque Estadistica y probabilidad

-
Explora

Se quiere hacer un estudio estadistico en-
cuestando a los 240 estudiantes de décimo
grado de un colegio. Paraello, se les pregun-
6 a 40 estudiantes al azar lo siguiente:

(0]

o

[=

g -
a9

S |
i

a.Pais de origen
b.NUmero de hermanos
c. Distancia, en kildmetros, de su casa
al colegio
« |dentifica los elementos estadisticos
| Que intervienen en este estudio. )

Ten en cuenta

La medicion de las variables puede
realizarse por medio de cuatro escalas
de medicion. Dos de las escalas miden
variables categoricas y las otras dos
miden variables numéricas (Therese L.
Baker, 1997). Los niveles de medicion
son las escalas nominal, ordinal, de
intervalo y de razon. Se utilizan para
ayudar en la clasificacion de las varia-
bles, el disefo de las preguntas para
medir variables, e incluso indican el
tipo de andlisis estadistico apropiado
para el tratamiento de los datos.

Ten en cuenta

En un estudio estadistico, los elemen-
tos o individuos de la muestra deben
elegirse de forma aleatoria, es decir:

« Deben tener lamisma probabilidad
de ser elegidos.

« Cadatipo de elementos debe estar
presente en la muestra y en la po-
blacion en la misma proporcion;
por ejemplo, el nimero de hom-
bres y de mujeres.

188

\

/i‘ Terminologia estadistica

De acuerdo con los datos del Explora, los 240 estudiantes de décimo constituyen
la poblacion estadistica, los 40 estudiantes elegidos para realizar la encuesta for-
man un subconjunto de la poblacion que se denomina muestra estadistica y los
aspectos pais de origen, ntimero de hermanos y distancia, en kilometros, de su casa
al colegio corresponden a los caracteres o a las variables estadisticas estudiadas.

- El pais de origen es una variable estadistica cualitativa por ser una cualidad
no medible que permite clasificar a los individuos.

« El nimero de hermanos es una variable estadistica cuantitativa, ya que se
trata de una magnitud medible.

« La distancia, en kildmetros, de su casa al colegio es una variable estadistica
continua, ya que puede tomar todos los valores posibles en un intervalo.

Una variable estadistica es el conjunto de valores que toma un caracter
estadistico cuantitativo. Puede ser de dos tipos:

- Discreta, cuando toma solamente valores aislados que se expresan mediante
nlmeros naturales.

- Continua, cuando toma todos los valores posibles de un intervalo.

Ejemplo 1

En otro estudio, se analizan en la poblacion de estudiantes del colegio: la
estatura, la edad, el deporte que practica, la comida favorita, la cantidad de
afos en la institucion, el peso y la profesion de los padres. Estos caracteres
estadisticos pueden clasificarse como en la Tabla 1.

Caracteres | deporte que practica, comida favorita y profesion

cualitativos | de los padres

Caracteres | estatura, edad en afos, cantidad de afios en la
cuantitativos | insticucion y el peso

Tabla 1

La edad en afios puede tomar, por ejemplo, los valores 12, 13, 14, etc. Como
esta variable estadistica solo puede tomar valores aislados que se expresan
mediante nUmeros naturales, es una variable estadistica discreta.

La estatura toma, por ejemplo, valores como: 1,28 cm, 1,56 ¢cm, 1,36 cm, etc.
Como esta variable puede tomar todos los valores de un intervalo, es una
variable estadistica continua.

Actividad resuelta

Razonamiento
1 ) Clasifica los siguientes caracteres estadisticos.

a.NUmero de personas que trabajan para defender los derechos humanos.
b. Actividad a la que dedican el tiempo libre los jévenes de 14 a 16 afios.
c. Volumen de agua contenida en los embalses de una provincia del pais.
Solucion:
a. Variable estadistica discreta
b.Caracter estadistico cualitativo

c. Variable estadistica continua

APPLICA © EDICIONES SM



Bloque de Estadistica y probabilidad
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Destreza con criterios de desemperio:

Definir y utilizar variables cualitativas y cuantitativas.
Definir niveles de medicion: nominal, ordinal, intervalo y razén.

Desarrolla tus destrezas

Razonamiento

Resolucion de problemas

2  Indica si las siguientes variables son cualitativas
® o cuantitativas. Clasifica las variables cuantitativas

seglin sean discretas o continuas.

a. NUmero de faltas de asistencia de los estudiantes
de décimo en un mes.

b. NUmero de horas de productividad entre los
trabajadores de una oficina.

¢. Numero de celulares que tienen los miembros de
las familias de un edificio.

d. El color de pelo de los nifios que se presentan a
una audicién musical.

e. El nimero de sefales de pare que hay en
poblaciones con menos de quinientos habitantes.

f. La cantidad de tornillos defectuosos en una hora
de produccion.

g. El nimero de reactivos contestados
correctamente en una prueba estandarizada.

h. El tiempo necesario para contestar una llamada
telefonica en un centro de llamadas.

i. NUmero de canastas en un partido de baloncesto.

j- Canal de television preferido por los habitantes de
un conjunto residencial.

Comunicacion

3 | Leey resuelve.

Supdn que una persona te pide que le expliques la
diferencia entre los términos “muestra” y “poblacién”.

a. jQué informacion debes incluir en tu respuesta’?

b. ;Qué razones le darias sobre por qué debe
tomarse una muestra en vez de encuestar a todos
los elementos de la poblacién?

Modelacion

4 | Entrevista a diez estudiantes universitarios y recolecta

datos para las siguientes tres variables:

X: nimero de materias en las que esta inscrito

Y: costo total de los libros de texto semestrales

Z: método de pago para cancelar el valor del semestre
a. ;Cudl es la poblacion?

b. ;Es la poblacién infinita o finita?

c. ;Cudl es la muestra?

d. Clasifica las respuestas para cada una de las tres
variables seglin sean cuantitativas o cualitativas.

@ En una empresa en la que se fabrican azulejos se quiere

llevar a cabo un control de calidad de sus productos.
Los responsables del estudio piden a un empleado
que seleccione las muestras de azulejos, quien, al
hacerlo, no elige los esperados.

o=+
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En el control de calidad no se detectan piezas imper-
fectas y, sin embargo, la fabrica recibe mas devolucio-
nes de las esperadas. ;Por qué crees que sucedio esto?

@ Para estimar la estatura media de los estudiantes de

un colegio se selecciona al primer estudiante de la lista
de cada uno de los cursos de la institucion, se miden y
se obtiene la media de estas medidas.

a. ;Cudl es la poblacion?
b. ;Cual es la muestra?

c. jEsta la muestra bien seleccionada?

En una empresa de transporte publico se quiere saber
la opinion de los ciudadanos acerca del servicio que
ofrece. Para ello, unos encuestadores realizan una serie
de entrevistas a los viajeros que acceden a este servicio
en tres estaciones.

sauoPIP3 WS

a. ;Cudl es la poblacion?
b. ;Cual es la muestra?

¢. Describe la variable implicada.

Enladécada de 1930, en una ciudad se hizo una encuesta
telefénica para pronosticar el ganador de las siguientes
elecciones presidenciales. EI prondstico fue que ganarfa
el candidato A, pero en realidad gan el candidato B.

a. ;Crees que la muestra elegida fue representativa?
iPor qué?

b. ;Como se debid seleccionar la muestra de manera
que los datos fueran confiables?



Bloque Estadistica y probabilidad

6 Medidas de tendencia central

) 2.1 Media aritmética

Para calcular el promedio o la media arit-
meética x, de las llamadas recibidas en la es-
tacion de bomberos durante esa semana,
se suman los datos y el resultado se divide
por la cantidad total, N, de datos. Es decir:

>
Explora

En la Tabla 1, se registrd el numero
de llamadas diarias recibidas en cier-
ta estacion de bomberos durante la
primera semana del afo.

Dia Niimero de ZX
llamadas (x;) X = [ 158 = 226.
Lunes 12 N 7
Martes 16 Por lo tanto, el promedio de llamadas diarias recibidas durante esa semana fue,
Miércoles 31 aproximadamente, 22,6 llamadas.
Jueves 25 L . .
Vi La media aritmética, x, de una variable es el cociente entre la suma de todos
ernes 3 los valores x; de la misma y la cantidad total N de estos.
Sabado 21 z
X
Domingo 19 = G055 et B — i
158 N N
Tabla 1
+ jCuél fue el promedio de llama- Ejemplof]
das diarias recibidas durante esa Las notas de un estudiante de octavo semestre de economia son:
semana en la estacion? ) 45 3,8 2,7 41,
El promedio de estas notas se halla sumando los cuatro valores y dividiendo
este resultado entre la cantidad de datos. Esto es:
Velocidad | Numerode 45438427441 15
vehiculos X = = — =3775
(km/h) 4 4
(£)
(100, 110) 15 2.2 Media aritmética para datos agrupados
(110, 120) 35 Para calcular la media aritmética de un conjunto de datos agrupados en cla-
(120, 130) 25 ses, se determina el cociente de la suma de los productos de cada marca de
(130, 140) 10 clase x, y su correspondiente frecuencia f, dividido entre el total de los datos, N.
Tabla 2 X_f_
)—( — I
v

. ) . Ejemplo 2
La velocidad maxima permitida a la

que pueden ir los vehiculos livianos
en una carretera, es de 100 km/h.

En un puesto de control de una
autopista, se registraron las velo-
cidades de algunos vehiculos que

.4 transitaron durante cierto dia de

la semana. Observa la Tabla 2

Para determinar el promedio de

. Marca Numero las velocidades:
Velocidad de cl de
(km/h) eclase | ohiculos « Primero, se calculan las marcas de clase o los puntos medios de los interva-
(x) (f) los de clase.

[100, 110) 105 15 » Luego, como se muestra en la Tabla 3, se multiplican por su respectiva fre-
(110, 120) 115 35 cuencia y se divide la suma de estos resultados entre el total de los datos.
(120, 130) 125 25 o 105:-154115-35+125-25+135-10 _ 10075

X = = = 1185 km/h
[130, 140) 135 10 15+35+25+10 85

Tabla 3

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:
solucion de problemas.

2.3 Moda

La moda (Mo) de una variable estadistica es el valor de la variable que tiene
mayor frecuencia absoluta.

Si los datos estan agrupados en clases, se toma como valor aproximado de la
moda la marca de la clase modal.

Una distribucién puede tener una moda (unimodal), dos modas (bimodal),
tres modas (trimodal), etc. Si todos los valores se repiten el mismo niimero de
veces, se considera que la distribucion no tiene moda.

Ejemplo 3
Tomas encuestd a sus compafieros de clase para determinar el tiempo, en
minutos, que dedican a estudiar en casa y registro los datos en la Tabla 4.

Se observa que la clase con mayor frecuencia es 35, 45). Esta se denomina
clase modal y significa que entre los compafieros de Tomas son mas los que
dedican entre 35y 45 minutos a estudiar en casa.

2.4 Mediana

La mediana (Me) de una variable estadistica es el valor de la variable tal que el
numero de valores menores que €l es igual al nimero de valores mayores que él.

La mediana depende del orden de los datos y no de su valor.

Comunicacion
@ Calcula la mediana de la distribucion de velocidades de la Tabla 5.
Solucion:

En primer lugar, se agrega, en la tabla de distribucion, una columna F, con las
frecuencias absolutas acumuladas (Tabla 6) y se calcula la mitad de los datos:

101

= 50,5 vehiculos

(90, 100) 95 16 16
(100, 110) 105 15 31 <505
(110, 120) 115 35 66 > 50,5
(120, 130) 125 25 91
(130, 140) 135 10 1071
101 Tabla 6

La mediana coincide con la marca de clase de la clase media-
na que, en este caso, es [110, 120), porque alli F > 50,5. Es decir,

110+ 120

Me >

= 115 km/h.

N

Calcular e interpretar las medidas de tendencia central (media, mediana, moda) de un conjunto de datos en la

CULTURA del Buen Vivir

La equidad

Tres amigas deciden ahorrar dinero
para gastarlo a final de afio en un viaje
a Machala. Los aportes de cada una
seglin sus posibilidades fueron: $540,
$670 y $437.

o Sisereline todo el dinero, jcual es el
promedio de dinero que le corres-
ponde a cada una? ;Crees que esta
situacion es un ejemplo de equi-
dad?Justifica.

(15, 25) 3
[25,35) 8
(35, 45) 10
45, 55) 8
(55, 65) 8
(65, 75) 3

Tabla 4

Velocidad | I“I:ll:ll!z;(i (()ise

(km/h) i

f;
(90, 100) 95 16
(100, 110) 105 15
[110,120) | 115 3
(120, 130) 125 5
[130,140) | 135 10

101

Tabla 5
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/2\‘ Medidas de tendencia central

MatemaTICS

Halla las medidas de tendencia central de un
conjunto de datos con GeoGebra.

-

En GeoGebra pueden calcularse las medidas de ten- NS £ W ORDODS ETIRNGN VERIAS AUSE

. : -~ i
denqg central de un conjunto de, datos .cuan,tl'tatlvos = | v ! - it ”_| . :,,-- i; -[ FJ rN 1
escribiendo en la caja de CAS (Calculo Simbadlico) las
palabras “Mediana”, “Moda”, “Media” junto con el con- | e W T e
junto de numeros separados por comas y dentro de - I3
corchetes. |t| -
« Observa cémo se hallan las medidas de tendencia | i

central de este conjunto de datos:

# 'Wishs Ape sy '.{{'_I {E_ﬁ._uﬂ_:ﬁﬂ. (L]

23,87, 98,102, 34,98, 21, 345, 209} (LR — & —
Para obtener la media se escribe en la barra de "",_ :- o "“::-'_"- F
entraca o en CAS; Cl=1 ol ol fe-fe-[ ¢ [l 0]
Media[23, 87, 98, 102, 34, 98, 21, 345, 209]. Ve gmes ) | b Gl SeneniAl -]
| ik BT YRR B PR Y 5. i
Luego, se da enter en el teclado vy el resultado | = fa
aparece, COMO se muestra en esta imagen. e s
o Para hallar la mediana y la moda, se realizan pasos | .
similares. Los resultados de este ejemplo en particular W it A L TLERY
aparecerfan en pantalla como se muestra en la imagen [ = %
de la derecha. - ' L]

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

2 | Encuentra la media, la mediana y la moda para el con- 5  Leey resuelve.
® junto de datos.

a. Lacantidad de faltas de asistencia de los estudiantes
1,31,475432226 de un curso a lo largo de un mes se consignaron en
la Tabla 8.

Comunicacion

3 | Halla las medidas de tendencia central de los siguientes
® datos que corresponden al nimero de horas que dur-
mieron quince personas la noche anterior.

10 7 6 2 1 4

5 6 6 8 7 Tabla 8
7 9 5 4 8 Encuentra las medidas de tendencia central de los
datos de la tabla.

b. En la Tabla 9, se registraron las calificaciones obte-
4  Calcula la media, la mediana y la moda de la distribu- nidas por 35 estudiantes de noveno grado en una
cion estadistica presentada en la Tabla 7. prueba de matematicas.

) 3 4 5 6 (0,1) [1,2) (23) | 34) | [45)

11|17 23 24 | 15 2 1 6 15 1

Tabla7 Tabla 9

Calcula la media, la moda y la mediana de los datos.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Bloque de Estadistica y probabilidad

Calcular e interpretar las medidas de tendencia central (media, mediana, moda) de un conjunto de datos en la

solucion de problemas con el uso de la tecnologia.

6 Corrige el error en el siguiente planteamiento.

Una persona del club que tiene 91 miembros se pasa al
club que tiene 71 miembros. Un estudiante afirma que
cambiaran todas las medidas de tendencia central.

7 | Explica en qué casos coinciden la moda y la mediana.

8 | Responde estas preguntas.

a. ;Es posible que la media no coincida con ningln
valor de la variable? ;Esto es posible con la moda?

b. ;Por qué en la Tabla 10 la mediana resulta poco
significativa?

X. 3 12

2000

-fi 50 1 50 Tabla 10

¢. Marco tiene un conjunto de datos con los
siguientes valores: 92, 80, 88, 95 y x. Si el valor de
la mediana de este conjunto es 88, ;qué debe ser
verdadero acerca de x? Explica tu respuesta.

Resolucion de problemas

Allanzar un dado 60 veces se registraron los siguientes
resultados de menor a mayor.

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 4 4 4 4 4 5 5 5 5§
5 5 5 5 5 5 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

a. jCudl es el resultado obtenido con mayor frecuencia?
b. ;Cuél es el promedio de los resultados?

c. Si se lanza una vez mas el dado, ;cual es el

resultado mas probable?

En una encuesta, se les preguntd a 16 personas acerca
de su estado civil. Las respuestas fueron:

union libre casado soltero casado

soltero casado soltero casado
union libre soltero casado casado
union libre casado soltero casado

;Qué valor representa la moda de esa distribucion?

@ En una encuesta sobre movilidad, se pregunté a 1000
conductores acerca del niumero de multas recibidas
que ha sido mayor o igual que 0 y menor o igual que 5.
Al organizar los datos, un nimero desaparecio, por lo
que se dispone de la siguiente informacion:

Nimero
de 260 | 150 | 190 | 100 | 90

conductores

Nimero
0 1 2 3 4 5

de multas

Tabla 11

a. ;Cudl es el dato central de la distribucion?
b. ;Cual es la moda de los datos?

¢. ;Cudl es el promedio de multas recibidas por los
conductores encuestados?

@ Se registro el nimero de horas que 20 trabajadores
dejaron de asistir a la oficina por problemas de salud
el afio pasado. Los datos obtenidos fueron estos:

0 3 4 8 10
12 12 15 15 17
19 21 21 23 25
26 32 33 40 60
a. jCual es el nimero de horas de absentismo laboral
que ocurrid con mayor frecuencia?
b. ;Cual fue el promedio de horas no trabajadas en

este grupo de personas?

@ Soffa obtuvo 153, 145, 148 y 166 puntos en cuatro
® juegos de bolos.

a. jCual es el puntaje promedio de Sofia?

b. ;Cual de las medidas deberia usar Soffa para conven-
cer a sus padres de que tiene suficiente destreza para
entrar a una liga de bolos? Explica tu respuesta.

¢. Soffa juega un juego mas. Da un ejemplo de un
puntaje que convenceria a Soffa de usar una medida
de tendencia central diferente para persuadir a sus
padres. Explica tu respuesta.
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/5 Cuartiles

/EX lora Y En ocasiones es conveniente distribuir los datos estadisticos en cuatro partes
P iguales. Para ello se calculan tres valores que se llaman cuartiles y se representan
Se realizé un cuestionario de 80 pre- por Q, Q, y Q,. £l segundo cuartil coincide con la mediana.

guntas a 60 personas y se obtuvieron

En este caso, para hallar Q. y Q, se completan los datos, como en la Tabla 2, con
los resultados de la Tabla 1. P 1V P

las marcas de clase y las frecuencias absolutas acumuladas.

[20, 30) 25 8 8
[20,30) s (30, 40) 35 12 20> 15
(30,40) 12 [40, 50) 45 16 36
(40, 50) 16 (50, 60) 55 20 | 56>45
(50, €0) 20 [60, 70) 65 4 60
[60, 70) 4 Tabla 2
Tabla 1 Q,: La clase que contiene el primer cuartil es [30, 40), ya que su frecuencia
+ ¢Determina el primer y tercer acumulada excede por primera vez la cuarta parte de los datos, %O =15.

cuartiles de la distribucion de las
calificaciones?

Asi, el primer cuartil sera la marca de la clase, es decir, Q, = 35.

Q,: Laclase que contiene el tercer cuartil es [50, 60), ya que su frecuencia acumulada

es la primera que excede las tres cuartas partes de los datos, % $60 = %) = 45.

Por lo tanto, el tercer cuartil sera la marca de la clase, es decir, Q, = 55.

El primer cuartil, Q,, deja a su izquierda la cuarta parte de la distribucion.

El segundo cuartil, Q, deja a su izquierda la mitad de la distribucion; por lo
tanto, coincide con la mediana, Q, = Me.

El tercer cuartil, Q, deja a su izquierda las tres cuartas partes de la distribucion.

Ejercitacion

_ @ En la Tabla 3, se registro el nimero :%
de flores en 40 plantas de un vivero. [
3 9 ‘ ‘ . i
a.;Cudl es el primer cuartil de la dis- g
4 12 A .
tribucién? ;Como se interpreta?
5 11 , . ,
b.;Cual es el tercer cuartil? ;Cémo
6 8 se interpreta?
40 Solucion:
Tabla 3

Se completa la informacion, como en la Tabla 4, con las frecuencias absolutas
acumuladas para identificar cual de ellas deja a su izquierda la cuarta parte de
los datos y cual deja a su izquierda las tres cuartas partes de los datos.

_ « De acuerdo con la informacién, el pri-

mer cuartil es 4. Esto significa que me-

3 9 9 .
nos de la cuarta parte de las flores tiene
4 12 21>10 | hasta cuatro pétalos.
5 11 32>30 o El tercer cuartil corresponde a 5. Lo
6 3 40 cual se interpreta como que menos de
0 las tres cuartas partes de las flores tiene
labla4hasta cinco pétalos.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Determinar las medidas de posicion: cuartiles y percentiles para resolver problemas.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion
2 ' Encuentra los cuartiles Q,Q, yQ, para los siguientes
® conjuntos de datos.
a.7,6,4,83,2,53,92,2,1,47,12,59,6,3,5
b. 64, 65, 68, 67,68, 67,72, 74, 80, 74 68, 74, 68, 72,
68, 65,72,67,68, 85

3 | Calculala mediana, Q, y Q, para cada distribucion.

“oa
(50, 60) 8 8
(60, 70) 10 18
[70, 80) 16 34
80, 90) 14 48
[90, 100) 10 58
(100, 110) 5 63
(110, 120) 2 65
Tabla 5
b.

[0,10) (10, 20) [20,30) | [30,40)

12 16 17 11

Tabla 6

Comunicacion
4 | Leey resuelve.

“ Enla Tabla 7 se registro el niimero de horas semanales
que dedican al estudio los 30 estudiantes de noveno.

[0,4) 8
[4,8) 10
[8,12) 8
(12, 16) 4

Tabla 7

Halla la media, la moda, la mediana y los cuartiles
Q, y Q, para esta distribucion.

Resolucion de problemas

Modelacion

Lee la informacion. Luego, realiza lo que se indica.

Los percentiles dividen los datos en 100 grupos con
igual cantidad de datos. Esta medida da los valores
correspondientes al 1%, 2 %, 3 %...y 99 % de los datos.

Observa como se calcula el percentil 40 (P, ) de los
datos de la distribucién presentada en la Tabla 8.

[10,20) 15 4 4
[20, 30) 25 10 14
(30, 40) 25 12 26> 20
[40, 50) 45 14 40
[50, 60) 55 8 48
[60, 70) 65 2 50
Tabla 8

« Primero, se identifica la clase donde se encuentra
el percentil buscado:

kN
—,conk=1,23.,99y N el total de datos

100
40 - 50
= 20.
100
« Para calcular el percentil se utiliza esta formula:
-N
k— —F
Pp=L+10 _ .gq
f

L; limite inferior de la clase donde se encuentra el
percentil

F,_ : frecuencia acumulada anterior a la clase del
percentil

a:amplitud de la clase

Por lo tanto:

20 — 14
Pp=30+ =——-10=3s

Py P, de ladistribucion anterior.

a. Halla P

b. Explica por qué el percentil 50 coincide con la
mediana de la distribucion.

A continuacion se presentan las producciones de IU-

@ pulo, en libras, de una finca.

39 3451 27 44 70 56 26 48
56 70 48 50 68 48 37 58 36

a. Encuentra Q, y Q, de los datos.

b. EncuentraP_y P,
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/[: Medidas de dispersion

4.1 Rango

~ La media, la mediana y la moda de un conjunto de datos, revelan parte de la in-
Explora formacion necesaria para analizarlos. Para comprender mejor el comportamien-
to de los datos, se puede determinar su dispersion o variabilidad. Las principales

Las calificaciones de un grupo de diez . . S . o
medidas de dispersion son el rango, la varianza y la desviacion tipica.

estudiantes en un examen de estadis-
tica son las siguientes: El rango es la diferencia entre el mayor valor y el menor valor de los datos.

En este caso, como los datos estan ordenados de manera ascendente, se
identifica facilmente que el menor valor es 56 y el mayor, 95.

Por lo tanto, el rango de las notas es:
Rango = 95 — 56 = 39.

El rango de una distribucion es la diferencia entre el mayor valor y el menor
valor de la variable estadistica. También se llama recorrido.

Ejemplo 1

Enla Tabla 1, se representa el niumero de libros que se venden cada dia en una

« jCudl es el rango de estos datos? librerfa a lo largo de un mes.
o J
Namerode libros | 12 | 17 | 21 27 | 35 | 37 | 49
f s 03| 6 | 8| 4 | 3 1
Tabla 1

La cantidad de ejemplares vendidos varia desde los 12 hasta los 49, por lo que
se dice que el rango de esta distribucion es:

Rango = 49 — 12 = 37 libros.

4.2 Varianza

Antes de estudiar el concepto de varianza, es necesario definir la desviacion
respecto a la media.

Se conoce como desviacion respecto a la media, d, a la diferencia entre
cada valor de la variable estadistica, x,, y la media aritmética, X. Es decir:

d=x—Xx

Ejemplo 2

Ten en cuenta La media aritmética de los datos de la Tabla T esx = 25,1y las desviaciones

. respecto a la media se muestran en la Tabla 2.
Cuando se calcula la varianza para

datos no agrupados, se usa la formula:

Nimero de libros
—2 12 17 21 27 35 37 49
2 = Z[Xi — X (x)
N d,. =X — X —13,1 —81 —41 1,9 99 11,9 239
A Tabla 2

La varianza s? de una variable estadistica x es la media aritmética de los cua-
drados de las desviaciones respecto a la media. Para datos agrupados es:

)2 -2 -2 A V2
f, =XV + £, =X+ . +flx —X _ Zf/[xl, X)
72 -|-f2 +...+fn N

s? =

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Calcular e interpretar las medidas de dispersion (rango, varianza y la desviacion tipica) de un conjunto de datos en la

solucion de problemas.
Ejemplo 3
La varianza de los datos consignados en la Tabla 1 es:
, Z[X, —x)
N
(=130 5+ (=817 -3+ (=410 6+ (197 -8+ (990 4+ (119 - 3+ (239) - 1
5+3+6+8+4+3+1

S

2512
= 35 =8576

4.3 Desviacion tipica
La desviacion tipica s es la raiz cuadrada positiva de la varianza.

Ejemplo 4
Las edades de los participantes de un concurso de literatura de un colegio se

muestran en la Tabla 3. Para calcular la desviacion tipica de los datos, primero
se calcula la media aritmética.
13-3+14-4+15-7+16-10+17-11+18-8+19-2 729

X~ 45 T

= 16,2 anos

Luego, se completan los datos asi, como en la Tabla 4:
1.En la tercera columna se calculan las desviaciones respecto a la media.

2.En la cuarta columna se calculan los cuadrados de los valores de las desvia-
ciones respecto a la media.

3.En la quinta columna se halla el producto de los resultados de la cuarta
columna con su respectiva frecuencia.

Edad x, f, X, —X (x, — x)? (x, — x)*f,

13 3 13— 162 = —3.2 10,24 30,72
14 4 14— 162 = —2.2 4,84 19,36
15 7 15—162=—1.2 1,44 10,08
16 10 16 — 162 = —0,2 0,04 0,4

17 11 17 — 162 =08 0,64 7,04
18 8 18 — 162 = 1,8 3,24 25,92
19 2 19 — 162 =128 7,84 15,68

45 Tabla 4

Ahorg, se halla la varianza:
2= 3072 + 1936 + 1008 + 04 + 7,04 + 2592 + 1568 _ 109,2
45 45
Y, por ultimo, se calcula la desviacion tipica: s = /2,42 = 1,56.

=242

Ejemplo 5

Para hallar la desviacion tipica de un conjunto de datos cuya varianza es

172,7, basta con calcular:
Jst =+172,7 =13,1.

Ten en cuenta

Una expresidon mas sencilla para
calcular la varianza es:

ZX/Qf/ _ )?2'
N
\ 4

Edad x, f
13 3
14 4
15 7
16 10
17 11
18 8
19 2

45
Tabla 3

CRazonamiento matemético)

¢Para qué sirve la desviacion tipica?
A dos grupos de personas se les en-
comienda realizar una encuesta sobre
la misma variable. En el momento de
analizar qué grupo de datos es el mas
confiable, se calcula la desviacion tipica
y el valor menor es el que indica que
grupo de datos representa mejor a la
poblacién encuestada.

o Investiga estudios estadisticos donde
la desviacion tipica haya permitido
analizar un conjunto de datos. Por
ejemplo, en un censo poblacional.
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Q Medidas de dispersion

Ten en cuenta

Un poligono de frecuencias se forma
uniendo, con segmentos, los puntos
medios de las barras de un histograma
(que urtiliza columnas verticales para
mostrar frecuencias).

Numero de arboles

/-

of M\

5

4

3

? Altura
(cm)

T V100 105 110 115 120 125 130 135
Figura 1
X s

Sara 85 1,3
Lucia 7,5 12

Tabla 5

Ten en cuenta

Las medidas de dispersion muestran
la variabilidad de una distribucion in-
dicando por medio de un ndmero si
las diferentes puntuaciones de una
variable estan muy alejadas de la me-
dia. Cuanto mayor sea ese valor, mayor
sera la variabilidad, y cuanto menor
sea, mas homogeénea sera a la media.

4.4 Agrupacion de datos en torno a la media aritmética

En distribuciones con una moda y simétricas se cumple que:
« En elintervalo (x — s, x + s) se encuentra el 68 % de los datos.
« En el intervalo (x — 2s, x + 2s) se encuentra el 95 % de los datos.

« En el intervalo (x — 3s, X + 3s) se encuentra el 99 % de los datos.

Ejemplo 6
Al medir las alturas, en centimetros, de 20 arboles se obtuvieron los datos
presentados en la siguiente lista:

101 111108 114 129 118 111 107 119 114
1200 111 107 108 119 114 118 111 120 108

Representando el poligono de frecuencias de la Figura 1, se comprueba que la
distribucion es unimodal. Se calcula la media y la desviacion tipica:
X =114 cm s=7cm.
Luego, se halla el porcentaje de arboles con alturas en estos intervalos:
« (x —s,x +s) = (107, 121). Hay 14 arboles, el 70 % del total.

« (x — 25, x + 2s) = (100, 128). Hay 19 arboles, el 95 % del total.
« (x = 3s,x + 3s) = (93, 135). Hay 20 arboles, el 100 % del total.

4.5 Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacion CV sirve para comparar la dispersion de distri-
buciones que tienen diferentes medias y distintas desviaciones tipicas.

v=-

Actividades resueltas

Resolucion de problemas

@ En la Tabla 5, se muestran la media y la desviacion tipica de las notas de
@ Saray Lucia. Calcula el coeficiente de variacién de las calificaciones de
cada una e interpreta los resultados.

Solucion:
1, 1,2
=13 _ g5 v, . ===22=076
uclia X 7’5
Aungue la desviacion tipica de Sara es mayor, las calificaciones de Lucia

son mas dispersas pues es mayor el coeficiente de variacion.

v, ===
ara X 8,5

@ Los promedios de unidades de sombreros vendidas al mes en dos com-
® panfas Ay B son 4400 y 4280, respectivamente. Si s, = 620y s, = 620,
;cudl de las companias tuvo mayor variabilidad en las ventas?

Solucion:

520 — 1409 v,=2< =020
4400 X 4280

Por lo tanto, la mayor variabilidad se presentoé en la compaffa B.

v, === = 0,149
X

A

APPLICA © EDICIONES SM



Bloque de Estadistica y probabilidad

APPLICA © EDICIONES SM

Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas

Comunicacién

3 | Halla el porcentaje de datos incluidos en los intervalos
(X —sx +5s),(x —25,x +25)y(x — 3s,x + 35) para
la distribucion de la Tabla 6.

x| [10,20) | [20,30) | [30,40) | [40,50) | [50, 60)

f 5 12 20 11 6

Tabla 6
Razonamiento
4 Ten en cuenta la informacion y resuelve.

Los porcentajes de uso del cinturdn de seguridad en
dos ciudades A y B durante cuatro dias se muestran

en la Tabla 7.

Tabla 7

Calcula el coeficiente de variacion en cada ciudad e

interpreta el resultado.

Resolucion de problemas

@ En un colegio hay la siguiente cantidad de estudiantes:
« En grado sexto hay EGB 112 estudiantes.
« En grado séptimo EGB 123 estudiantes.
« En grado octavo EGB130 estudiantes.
« En grado noveno EGB 110 estudiantes.
« En grado décimo EGB hay 150 estudiantes.
« En grado primero BGU hay 146 estudiantes.
a. Elabora una tabla que contenga los anteriores datos.
b. Halla el rango.

c. Calcula la varianza y la desviacion tipica.

Calcular e interpretar las medidas de dispersion de un conjunto de datos en la solucién de problemas.

@ Se realizd un estudio sobre los meses de edad de un
grupo de 124 bebés en el momento en que comenza-
ron a caminar. Los resultados estan expresados en el
histograma de la Figura 2.

18+ —
161 —
144 —
121
101
8+

6
41
2

079 10 11 12 13 14 15 16 17 18 1
Edad (meses) ;
Figura 2

a. Elabora una tabla que contenga la informacion
representada en el histograma.

b. Halla el rango.
c. Calcula la varianza y la desviacion tipica.

@ En los histogramas de las Figuras 3 y 4, se muestran
los puntos anotados por dos jugadores de baloncesto
a lo largo de un campeonato.

12 Jugador A
3, 10
°o8 8
=]
E© 6
D Q
= 4
2

5 10 15 20 25 30 Puntos anotados

Figura 3

Jugador B

—_
N ROV OOON

NuUmero de
partidos

5 10 15 20 25 30 Puntos anotados

Figura 4
a. ;Cual de ellos alcanza mejor la media anotadora?
b. ;Quién es mas regular en su posicion?
En la Tabla 8, se registro el nimero de goles que

® hicieron dos equipos de futbol en ocho partidos del
campeonato de esta temporada.

Equipo1 | 25 | 24 |27 | 24| 26 | 25 | 27 | 24

Equipo2 | 28 | 30 | 21 |22 | 27 | 20 | 28 | 30

Tabla 8

Calcula el nimero medio de goles de cada uno de los
equipos. ;Cual de ellos es mas regular en su desempefio?
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(- N
Explora

La duefia de un almacén de ropa
deportivaencargd sudaderasde color
blanco y negro en tallas pequenia,
mediana, grande y extragrande.

=
m
a
v
o
=
]
2

« ;Cuantos modelos de sudaderas
recibira cuando llegue el pedido?

Diagrama de arbol

Para determinar cuantos modelos de sudaderas recibira la duefia del almacén, se
representan los colores por By Ny las tallas por P, M, G y SG, y se construye un
diagrama de arbol como el de la Figura 1.

Colores Tallas Resultados
P BP
. M BM Hay cuatro tallas
G BG para cada color; por
SG BSG tanto, se obtienen
2+ 4 = 8 modelos
de sudaderas. Cada
F o no de los model
N Y NV uno de osd odelos
G NG correspon, eauna
G NSG rama del arbol.

Figura 1

El diagrama de arbol, conocido también como el principio general de recuento,
consiste en que si un primer experimento puede hacerse de m formas diferentes
y un segundo experimento puede hacerse de n formas diferentes, entonces los
dos experimentos juntos pueden hacerse de m - n formas diferentes.

Actividades resueltas
Resolucion de problemas

@ Un determinado automévil se fabrica con dos tipos de motores: diésel
y gasolina; en cinco colores: blanco, rojo, azul, verde y negro, y con tres aca-
bados: basico, semilujo y lujo. ;Cuantos modelos diferentes se construyen?

Solucién:

Se representan los motores por D'y G; los colores por B,R, A, Vy N, y los
acabados por Ba, SLy L.

Al formar el diagrama de arbol de la Figura 2, se observa que se construyen:
2 -5+ 3 = 30 modelos diferentes.

Colores Terminaciones Resultados

Ba DBBa
B < st DBSL
L DBL
Ba DRBa
R < st DRL
L DRSL

Ba DABa

DASL
L DAL

DVBa
DVSL
DVL

Motores

DNBa

DNSL
DNL

Ba GBBa

B < st GBSL

L GBL

Ba GRBa

R < st GRSL

L GRL

GABa
GASL
X L GAL

Ba G\Ba
v < st GVsL
L GwL

Figura 2

;Cuantos resultados diferentes se obtendran si se lanzan tres dados
clbicos con las caras numeradas del 1 al 67

Soluci6n:

Como para cada dado hay seis posibles valores, el espacio muestral tendra:
666 =6= 216 resultados diferentes.
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Destreza con criterios de desemperio: Elaborar diagramas de arbol de un conjunto de datos para la solucién de problemas.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

3 | Elabora un diagrama de arbol para determinar lo que Se dispone de los colores rojo, verde, amarillo y negro

® seindicaen cada caso. paraformar todas las banderas posibles con tres franjas
a. Elnimero de maneras de combinar tres colores verticales. Dibuja un diagrama de arbol que represente
de medias con dos colores de zapatos. todas las banderas resultantes de tal manera que no
b. Formas de seleccionar un men, teniendo cuatro se repitan colores en la misma bandera.
opciones de ensalada, tres de carnes, cinco de
jugos y dos de postre. @ Los partidos de semifinales de una competencia

c. Opciones para formar parejas de baile con cinco de baloncesto son entre el equipo A, el equipo B, el

hombres y siete mujeres. equipo Cy el equipo D.

d. Formas de mezclar tres frutas con dos tipos de
liquidos distintos.

wn
=
o
=
Oy
o
=}
I}
Q

Resolucion de problemas
@ En el experimento de lanzar dos monedas y anotar
si se obtiene cara o sello en cada una, ;cuales son los
elementos del espacio muestral?

. Dibuja el diagrama de arbol correspondiente a las
En una heladeria se venden conos de tres sabores:

vainilla, fresa y mango; y se les pueden adicionar salsa
de mora, crema de leche o leche condensada.

posibles finales.

@ En una organizacion se quiere elegir una nueva junta
directiva. Para presidente hay tres candidatos: Julian,
Gloria y Pablo; para secretario hay dos: Sara y Andrés,
y para tesorero hay dos: Marco y Soffa. Representa en un
diagrama de arbol todas las posibilidades de eleccion.

@ Una caja contiene tres bolas: una roja, una azul y una
® blanca. Dos de ellas se extraen con reemplazamiento,

es decir, una vez se ha elegido una bola, se anota su

Dibuja un diagrama de arbol. ;Cuantos productos di-
ferentes pueden escogerse?

color y luego vuelve a introducirse en la caja. Las
bolas se revuelven antes de extraer una segunda bola
@ Se lanzan al aire dos dados cubicos con las caras

numeradas del 1al 6y se anota el resultado de las caras

superiores. Forma un diagrama de arbol. ;Cuantos @ Se lanzan dos dados (uno blanco y uno negro), uno a
resultados diferentes pueden obtenerse?

y observar su color. ;Cuales son los posibles resultados?

® |avez, yse observa el nimero de puntos que se obtie-

@ El codigo de un candado consta de dos letras (A y B) ne en cada lanzamiento. Elabora un diagrama de arbol
y de dos nimeros (1y 2). Realiza el diagrama de arbol donde se muestren las distintas combinaciones que
y calcula el nimero de codigos posibles. pueden obtenerse.

Con las letras de la palabra "ROMA" se forman todas @ Considera nimeros de cinco cifras y responde las

las palabras posibles de cuatro letras, tengan o no ten- ® siguientes preguntas.

gan sentido, sin repetir ninguna. ;Cuantos resultados , -

o a. ;Cuantos son capictias?
distintos pueden obtenerse?
: . b. ;Cuantos son impares?

@ De una urna que contiene una bola negra y otra roja,
se extrae una bola y a la vez se lanza un dado ctbico ¢. ;Cuantos tienen las cinco cifras distintas?
y una moneda. Calcula el nimero de resultados

. . . d. ;Cuant , capict 500007
posibles con un diagrama de arbol. ;Cudntos son pares, capictias y mayores que
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Yadira, Pamela y Raquel participan

en una competencia de nado sincro-

nizado en la categoria individual.

SUOIPEINS

« ;De cuantas maneras pueden cla-
sificarse para recibir las medallas
de oro, plata 'y bronce?

-

( Enla calculadora)

Factorial de un niumero

En la mayorfa de las calculadoras existe
la tecla para calcular el factorial de
un ndmero. Por ejemplo, para hallar el
factorial del nimero 13, se digita:

(1 13 o Jec]

con lo cual se obtiene: 6227 020 800.

e Encuentra el factorial de 5, 12 y 20
con la calculadora.

J

Permutaciones sin repeticion

Para determinar de cuantas formas pueden clasificarse las tres participantes
para recibir las medallas de oro, plata y bronce, se hace el siguiente analisis.

« Serepresenta a cada participante por

L 1. puesto  2.° puesto 3. puesto Resultados
la inicial de su nombre y se forma el
. ; : P R YPR
diagrama de arbol de la Figura 1. y——", p YRP
« Para el primer puesto, hay tres nada-
doras.
« Una vez asignado el primer lugar, para el Y R PYR
‘ P— ¢ y PRY
segundo puesto, restan dos candidatas.
« Para la Ultima medalla, solo queda
una candidata posible.
P R——Y P RYP
Asi pues, el nimero de clasificaciones di- P 4 Rf‘zm :

ferenteses3 -2 -1 =6.

A cada una de las ordenaciones dadas por las ramas del diagrama de arbol se les
llama permutaciones de tres elementos.

Las permutaciones sin repeticion de n elementos son los distintos grupos que se
pueden formar de manera que:

« En cada grupo estén los n elementos.

» Un grupo se diferencie de otro Unicamente en el orden de colocacion de sus
elementos.

El nimero de permutaciones sin repeticion de n elementos se representa por
P yesigualaP =n(n —1)(n —2)..3-2-1.

El nimero n(n — 1)(n — 2) ..3 - 2 - 1 se llama factorial de n y se simboliza
por n!, siendo n un niimero natural.

Los factoriales de 0y de 1 se definen asi: 0! = 1! = 1.

Actividades resueltas

Ejercitacion

1 ) Realiza estas operaciones % y %
® Solucién:
5t _ 5-4-3 20 12-11-10-9
EET o3l 9-3-2-1
=54=20 =12 -11-10=2-11-10=220

Resolucion de problemas
En una competencia de 1500 m participan ocho atletas.
;De cuantas formas diferentes podran llegar a la meta suponiendo que el
empate no es posible?

Solucion:
P,=8=8-7-6-5"4-3-2-1= 40320 formas distintas
@ ;Cuantas posibles rutas puede planificar un turista para visitar cinco
ciudades distintas sin repetir ninguna?

Solucidn:
P,=5/=5-4-3-2-1=120 rutas distintas

APPLICA © EDICIONES SM
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Destrezas con criterios de desempeiio:

« Aplicar métodos de conteo (permutaciones sin repeticion) en el calculo de probabilidades.

« Calcular el factorial de un nimero natural en el calculo de probabilidades.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

4  Halla las distintas permutaciones sin repeticiéon que
® pueden formarse en cada caso.

a.

Numeros de cinco cifras diferentes que pueden
formarse con los digitos 1,2, 3, 4, 5.

. Numero de formas distintas en que pueden sen-

tarse ocho personas en una fila de asientos.

. NUmero de formas distintas en que pueden sentar-

se ocho personas alrededor de una mesa redonda.

. Numero de ordenaciones distintas que pueden

hacerse con las letras de la palabra "libro" y que
empiecen por vocal.

. Numeros de cinco cifras distintas que pueden

formarse con las cifras impares.

Numero de formas en que pueden ubicarse los
11 jugadores de un equipo de futbol teniendo
en cuenta que el portero no puede ocupar otra
posicion distinta a la porteria.

Razonamiento

5  Analizay responde.

a.

Con las letras de la palabra "PERA", jcuantos grupos
diferentes de cuatro letras puedes escribir sin que se
repita ninguna? ;Y cuantos si la primera es la letra P?

. Con las letras a, b, ¢, d, e y f, ;cuantos grupos diferen-

tes de seis letras pueden formarse sin que se repitan?

. Con las letras de la palabra "ECUADOR", jcuantos

grupos diferentes de siete letras pueden formarse?

. En un juego de azar se eligen seis nimeros del

1 al 49, incluyendo estos dos. ;Cuantas jugadas
distintas pueden efectuarse?

. {De cuantas formas diferentes pueden colocarse

las letras de la palabra "LIBRO"?

Resolucion de problemas

Sandra pone, cada dia, libros de consulta en su
estanteria al llegar a casa. Allf estan los seis libros que
utiliza con mayor frecuencia. ;Cuantas ordenaciones
distintas puede realizar?

@ Con las letras de la palabra "AMIGO",
a. ;cudntas ordenaciones distintas pueden hacerse?
b. ;cudntas empiezan por A? ;Cudntas empiezan con
i i

“AM'”?

En un colegio, las seis aulas de un pasillo estan destina-
das a los seis grupos de décimo grado.

%
<
m
(=
[}
o
5
(9}
&

;De cuantas formas pueden distribuirse esos seis gru-
pos en este pasillo?

@ Se tienen seis tarros de pintura de distintos colores
y se quiere pintar cada cara de un cubo de un color
distinto. ;De cuantas formas diferentes puede hacerse?

En un banquete de bodas, hay mesas redondas con
® capacidad para ocho personas.

a. ;De cuantas formas podran sentarse en una de las
mesas?

b. ;Cuantas distribuciones diferentes habra en una

mesa en la que dos personas quieren estar juntas?

@ A una reunion de alcaldes, acudieron doce mandata-
® rios locales.

w
<
m
ol
o
o
>
9]
1]

a. Ala hora de tomar una foto conmemorativa se
ubicaron en fila. ;De cuantas formas distintas
pudieron ubicarse?

b. A la hora de comer se sentaron en una mesa
circular. ;De cudntas maneras distintas pudieron
ubicarse?

@ En el banquete que sigue a una boda, diez personas se
® sientan en la mesa principal, incluidos los novios. Si la
mesa es lineal, jde cuantas formas distintas pueden ubi-
carse con la condicién de que los novios no se separen?

;Y sila mesa es circular, con la misma condicion?
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G Variaciones y combinaciones

7.1 Variaciones sin repeticion

~ Para calcular de cudntas formas distin-  campeon Subcampesn  Resultados
Explora tas pueden otorgarse los titulos de cam- B A8
, - pedn y subcampedn en este torneo, se — < A
Se organizé un torneo benéfico . D AD
. . representa a cada equipo con una letra:
con cuatro equipos profesionales . A BA
, A, B, Cy D;y se elabora el diagrama de
de futbol. , . B C BC
arbol de la Figura 1.
D 8D
« Cualquiera de los cuatro equipos A a
puede obtener el titulo de campedén. ¢ < 5 a
« Una vez concedido dicho titulo, que- b D
dan tres candidatos posibles para el A DA
de subcampeon. D <B DB
‘ q DC
Por lo tanto, hay 4 - 3 = 12 formas dife-
o . Figura 1
rentes de adjudicar los titulos. .
A las distintas ordenaciones se les llama variaciones de cuatro elementos
« Calculade cuantasformasdistintas tomados de dos en dos.
pueden otorgarse los titulos de o . .
, , Las variaciones sin repeticion de m elementos tomados de n en n (n < m) son
campeon y subcampedn. o
los distintos grupos que pueden formarse con los m elementos, de manera que:

- /

« En cada grupo haya n elementos diferentes.

» Dos grupos son distintos si difieren en algiin elemento o en el orden de

colocacion.
Ten en cuenta
Con un diagrama de arbol puede deter- El nimero de variaciones sin repeticién de m elementos tomados de n en n
minarse el nimero de maneras en que se representa por V, 'y esigual a:

uede suceder una experiencia u ocurrir !
P P V =mm—1)m=-2).(m-n+1)= —"1
alguin evento. mn (m — n)!
.4 :
Ejemplo 1

Observa algunas aplicaciones de las variaciones sin repeticion.

« En un colegio se organiza un concurso de resolucion de problemas entre
150 estudiantes de décimo afo. Se entregaran paquetes de libros de
diferentes cantidades a los cuatro estudiantes mejor clasificados.

Como se trata de averiguar las variaciones de 150 elementos tomados
de 4 en 4, entonces se aplica la formula estudiada, ast:

500 ren 149 . s e 4 —
V150,4— (150 — 4)! 150 - 149 - 148 - 147 = 486246600

» Conlascifras 1,2, 3,4, 5y 6 pueden formarse 360 variaciones sin repeticion
de numeros de cuatro cifras porque:
_ O e —
Vo= 5 =6:5-43=360
« Para determinar cuantos nimeros de tres cifras distintas pueden formarse

conlos niimeros 0, 1,2,3,4y 5 (Vs,), deben descartarse los nimeros de tres
cifras que empiezan por 0 (V. ,). Es decir, pueden formarse:

Ve, =V, =(6-5-4) — (5-4) =120 — 20 = 100 nimeros distintos

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio: Aplicar métodos de conteo (variaciones,combinaciones) en el calculo de probabilidades.

7.2 Variaciones con repeticion

Las variaciones con repeticién de m elementos tomados de n en n son los distin- Ten en cuenta

tos grupos que pueden formarse con los m elementos, de manera que: ' _ o ,
La diferencia entre las variaciones sin

« En cada grupo haya n elementos repetidos o no. repeticion y las variaciones con repe-

« Dos grupos son distintos si difieren en algin elemento o en el orden de colocacion. ticién consiste en que en las primeras,
cada grupo tiene elementos diferen-
El nimero de variaciones con repeticion de m elementos tomados de tes, mientras que en las segundas,
n en n se representa por VR, 'y es igual a: cada grupo puede tener elementos
diferentes o repetidos.
VR =m" >
mn \_________ 4
Ejemplo 2
Se lanzan tres monedas distintas al aire: una de 1 ctv, otra de 10 cts. ~ Moneda T ctv.  Moneda 10 cts.  Moneda 50 cts. Resultados
y otra de 50 cts. Luego, se anota el resultado de las caras superiores. ¢ ccc
; ) c
Se representa por C si aparece cara y por X si sale sello en cada una de X cox
las monedas, y se hace un diagrama de arbol como el de la Figura 2 c
« Parala moneda de 1 ctv. pueden obtenerse dos resultados distintos. C xC
. . X <
« Parala de 10 cts. pueden conseguirse dos resultados diferentes. X XX

« Y para la de 50 cts. también puede haber dos resultados distintos.

C XCC
Por lo tanto, pueden obtenerse: ¢ <
X XCX

2 -2 -2 = 2= 8resultados diferentes X

C XXC
Las distintas ordenaciones que acaban de hallarse se llaman varia- X <
. L, X XXX
ciones con repeticion de dos elementos tomados de tres en tres. ’ ,
igura

Ejemplo 3

« Para averiguar cuantos nimeros distintos de cuatro cifras pueden formarse
con los digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8y 9, se tiene en cuenta que los grupos que
pueden obtenerse son:

VR, pero hay que descontar los que empiezan por 0, es decir, VR, |

Luego, los numeros diferentes de cuatro cifras que pueden formarse son:

VR, — VR, = 10° = 10° = 9000

7.3 Combinaciones sin repeticion

Las combinaciones sin repeticion de m elementos tomados de nen n (n < m) son
los distintos grupos que pueden formarse con los m elementos, de manera que:

« En cada grupo haya n elementos diferentes.
« Dos grupos son distintos si difieren en algtin elemento, pero no en el orden de

ubicacion.

El nimero de combinaciones sin repeticion de m elementos tomados de
nen n se representa por €y esigual a:
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MatemaTICS

Variaciones y combinaciones
~ Actividades resueltas

Resolucion de problemas

Las tarjetas de crédito tienen, aparte de los datos del titular, 16 digitos.
;Cuantas tarjetas de crédito diferentes pueden hacerse?

Solucion:
Para determinar cuantas tarjetas de crédito diferentes pueden hacerse,
se debe calcular cuantas codificaciones diferentes de 16 cifras pueden
formarse con los 10 digitos.
Es decir, debe determinarse el valor de VR, asi:
— 16
VR ;.6 = 10%.

Pueden hacerse un total de 10' tarjetas de crédito diferentes, es decir,
10000 billones de tarjetas.

@ Juan quiere preparar jugos combinados con dos frutas diferentes. Tiene

manzanas, naranjas, peras y uvas. ;Cuantos sabores puede conseguir?

Solucion:

Cada una de las cuatro variedades de fruta puede combinarse con las tres
restantes, por lo que habra, en principio, 4 - 3 = 12 sabores; pero de ellos solo
puede considerarse la mitad, ya que el jugo de manzana y naranja es el mismo
que el de naranjay manzana (no importa el orden en que se mezclen las frutas).

v
. . 42
Este razonamiento es equivalente a C,, = 5 ,porlo cual:
’ 2

C = == = 6 sabores.

w- P T T2

e

-

Halla variaciones sin repeticion en GeoGebra

En GeoGebra puede calcularse el nimero de variaciones sin repeticion de un experimento
conociendo los p elementos tomados de un conjunto de n, escribiendo en la caja de CAS
(Célculo Simbadlico) las palabras “nPr” junto con los dos ndmeros dentro de corchetes

separados por una coma.

» Observa como se halla el niUmero de variaciones sin repeticion de p elementos tomados

de un conjunto de n elementos.

Se escribe en la barra de entrada o en
CAS:

nPr(pn].

Luego, se da enter en el teclado y el
resultado aparece como se muestra
en la imagen de la derecha.

Halla el ndmero de variaciones sin
repeticion de siete elementos tomados
de un conjunto de cinco.

Geplaba o =

&chivo Ediia Vista Opoonea Heframienlas Venlana Apuds

-l =]l rla]e

L

F Visla Algebraca ¥ [ ¥ Chlculs Simbalics ICAS) =
nPing]
1 nt
(n—p)!
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Destreza con criterios de desemperio: Aplicar métodos de conteo (variaciones,combinaciones) en el calculo de probabilidades.

Desarrolla tus destrezas

Resolucion de problemas

@ En una carrera participan 16 caballos y solo se adjudican @ En una revista, cada semana tienen una seccion
tres premios. donde se analizan los signos del zodiaco. A cada uno

de los doce signos se le asigna un numero entero

entre 0y 5 en las categorias de salud, dinero, amor,

amistades y familia. ;Cuantos hordscopos distintos

puede hacer la revista cada semana?

Los nimeros de los billetes de cierta loteria tienen cinco
cifras que pueden repetirse. Si, por error, un dia se les
olvida incluir el nimero 0 entre las cinco bolas, jcuantos
posibles nimeros habra como candidatos al premio?

Suponiendo que no pueden llegar a la meta al mismo

tiempo, ;de cuantas maneras pueden otorgarse los @ Al girar una ruleta puede salir como resultado cualquier
numero natural comprendido entre 0 y 36, incluidos
estos dos numeros.

diferentes premios?

Una asociacion ecologica esta conformada por
30 socios fundadores. Si tienen que elegir presidente,
vicepresidente, secretario y tesorero, ;de cuantas
formas diferentes pueden cubrirse esos cargos?

»
=
m
=
a
o
3>
93
2

;Cuantos numeros de tres cifras distintas pueden
formarse con los digitos impares? ;Y con los pares?

@ Una ruta de bus intercantonal recorre diez poblaciones. =
;Cuantos billetes diferentes tendran que imprimirse Sise gira laruleta tres veces, ;cuantos resultados pueden
teniendo en cuenta que en cada billete figura, en primer obtenerse?
lugar, la localidad de origen, seguida de la localidad de

destinoy, por Ultimo, dice si el billete es solo de ida o de @ Con los digitos 1,2,3,4,5,6,7,8 y 9, jcudntos productos
ida y vuelta? distintos pueden obtenerse al multiplicar cuatro de ellos

que sean diferentes? ;Y si se multiplican cinco diferentes?
@ Para un nuevo club deportivo, quiere disefarse una
bandera tricolor, con tres colores distintos, que conste @ Diez pueblos se encuentran comunicados mediante
de tres franjas verticales. Si para crearla se dispone de caminos, de forma que hay uno que une entre si cada
diez colores distintos, jcuantas banderas diferentes par de pueblos. ;Cuantos caminos diferentes hay?

pueden hacerse?
Con diez puntos del espacio, de los que tres no estan

Se lanzan dos dados cubicos de diferentes colores con nunca alineados, jcuantos triangulos distintos pueden
las caras numeradas del 1 al 6. ;Cuantos resultados formarse?

distintos pueden obtenerse? ;Y si son tres dados?
@ Una empresa ofrece cinco plazas vacantes. Tres de

Las matriculas de los vehiculos en cierto pais estan @ ellas corresponden a mujeres y dos a hombres. Se
representadas por cuatro numeros seguidos de tres presentaron quince hombres y doce mujeres.
letras, tomadas de entre 20 consonantes. ;Cuantos

automéviles podran matricularse con este sisterma? a. ;De cuantas formas distintas podran cubrirse las va-

cantes, considerando que todas tienen igual salario?

@ Se puede entrar y salir de un polideportivo por cinco
puertas diferentes. ;De cuantas maneras puede una
sola persona acceder y salir del mismo?

b. ;De cuantas formas distintas podran cubrirse las
vacantes si las plazas de las mujeres tienen todas
distinto salario?
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/8\' Niumeros combinatorios

(Explora h

Es importante recordar que C_ es el
nimero de combinaciones de m ele-
mentos tomados de n en n.

« Expresa este mismo numero en
notacion factorial.

- J

Ten en cuenta

Fal Sl o¥ ST ol ol o¥ o oV oV o T S¥ o

El matematico francés Blaise Pascal
(1623-1662) contribuyo al desarrollo del
calculo y de la teoria de la probabilidad.

Cuando se expresa C,_en forma factorial, se obtiene lo siguiente:

Cm: Vm,n _mm="..m=n+1 _ mm=1...Im—n+0m-n)! _ m!

P n! nllm—n)! nllm—n)!

q P . . m
El niimero Cwse llama numero combinatorio, se representa por( J y se
" ‘H n
lee “m sobre n”.
m m!
& = |
n n!(m — n)!

Blaise Pascal disefi¢ una disposicion triangular para los nimeros combinatorios, como
la que se observa en la Figura 1, en la cual cada nimero se obtiene sumando los dos
ubicados en la parte superior, a excepcion de los extremos, que son iguales a la unidad.

3 O R I Y B O R I

Figura 1

Este triangulo se conoce como triangulo de Pascal.

Los nimeros combinatorios del triangulo de Pascal cumplen las propiedades
que se mencionan a continuacion:

m m
1.Todas las filas empiezan y acaban en 1 (O ] =1y [m] =1.

. o, m m
2.Todas las filas son simétricas: = )
n m-—n

3.Cada nuimero se obtiene sumando los dos que tiene encima, excepto los
m m m+1
: + = .
extremos:| nt n+

Actividad resuelta

Razonamiento

e TOTCTRNENG

Solucion:

35 35 35
_ _ _ 35 _ 35-34-33-32-311 _
(0 J =1 [35] K [31] 3114l 3114l 52360

(212 (-9 -
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

2  Determina el valor de estos nliimeros combinatorios.

a. b. C.
3 7 4
7
d.[ ] . 8] ¢ (10000]
2 4 9999
(5252] sooo] _ (1010]
g. h. i.
5252 0 1

Comunicacion
15 15 o
3 Calculael valor de( N j + ( 9 ] de dos formas distintas:

con la formula de obtencion de los niimeros combina-
torios y con las propiedades de dichos nimeros.

4 | Halla el valor de las siguientes expresiones.
15 N 15
a | g
7 7 8 9
b. + + —
(<))
)+ ()G)+L)
ol |+ |+ ]+
0 1 2 3
5 | Determina el valor de x en cada igualdad.
(-0 GG
a. = b. =
6 X 14 32
(14] (14] (16] ( 16 ]
C. = d. =
6 X 2x x+1

6 | Completa en tu cuaderno los recuadros con el niime-
ro combinatorio correspondiente.

7 | Determina en qué fila del triangulo de Pascal debe ir
la siguiente fila.

1 6 15 20 15 6 1

Calcular el factorial de un nimero natural y el coeficiente binomial en el calculo de probabilidades.

8 | Indica qué otro nimero combinatorio de la misma fila
del triangulo de Pascal vale lo mismo que:

(o) o(2)

Modelacion

9  Suma todos los términos de cada fila del triangulo
de Pascal y averigua qué tipo de sucesion forman los
resultados. Calcula el término general.

10 Leey resuelve.

® Eldesarrollo de la potencia (a + b)" se calcula segiin la
siguiente expresion que se conoce como binomio de
Newton.

(a + b)"

n n n n
:[ Ja"+( )a””b—l—( ]a”‘zb”—F +( Jb
0 1 2 n

(a—b)y

- (n]a“ + (nja”% - (n]a”%” T (—1){”)&;
0 1 2 n

Por ejemplo:
(2x + 3y)?

_(3] N E) . 3Y, 2o o [3 )y
=20 +[1](2X) (3y)+(2j2X(3y) +(3](3y)

= 8x* + 36x%y + 54xy* + 27y°

a. Calcula el sexto término del desarrollo del bino-
mio (2x + 5y)".

b. Determina el cuarto término del desarrollo del
binomio (3a* — 2b%)*.

c. Desarrolla estas potencias:
(a> + 2b)?
(Bx = 2y)

(a*> — 2by
(3x — )
Resolucion de problemas

@ Sin realizar el desarrollo, halla:

® a. El término situado en el quinto lugar en el desarro-
llo del binomio (x + 4y)™.

b. El término ubicado en la octava posicion en el
desarrollo del binomio (a — 3b)™.

9
@ En el desarrollo del binomio [5X - %] :

a. Encuentra el coeficiente del monomio x?’.
b. Halla el coeficiente del monomio x°y“.

c. Determina los coeficientes de los monomios que
solo tienen x 0 y.
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(9

fEprora

X

Se hace girar una ruleta con los nu-
meros del 1al 5y se anota el nimero
obtenido.

« ;Puede predecirse el resultado que
se consigue cada vez que se lleva a
cabo este experimento? y

Ten en cuenta

Los sucesos pueden representarse
mediante un diagrama de Venn. En
la Figura 1, se representan dos suce-
SOS CoNtrarios.

E

pN|
>

Figura 1

Experimentos aleatorios. Sucesos

9.1 Experimentos aleatorios

En este caso, la respuesta es no. Por muchas veces que se repita el experimento,
jamas podra predecirse el resultado. Se trata de un experimento aleatorio.

Por el contrario, los experimentos cuyo resultado es predecible, como anotar a
qué hora sale el sol cada mafiana, se denominan experimentos deterministas.

Un experimento aleatorio es una accién o un ensayo en el que no puede
predecirse el resultado que va a obtenerse antes de realizarlo.

Ejemplo 1
Se consideran los siguientes experimentos:
» Lanzar un dado.

» Extraer una carta de una baraja espafiola.

Averiguar qué nimero esta pensando una persona.

« Determinar la relacion entre el perimetro y el diametro de una serie de
circunferencias.

Averiguar cudl es el préximo dia que habra luna llena.

» Medir la aceleracion de un objeto que se deja caer al vacio.

En los tres primeros experimentos, por muchas veces que se repita la experien-
cia, no puede conocerse el resultado. Por lo tanto, son experimentos aleatorios.

En los tres Ultimos experimentos, puede conocerse el resultado antes de
realizarlos.De modo que son experimentos deterministas.

9.2 Espacio muestral

El espacio muestral es el conjunto formado por todos los resultados posibles
de un experimento aleatorio. Se denota con E.

Ejemplo 2
 En el experimento aleatorio de lanzar dos monedas al aire y anotar sus
resultados, tal que C es cara y S es sello, el espacio muestral es:

E ={CC CS, SC SS}.

o El espacio muestral en el experimento de lanzar un dado y anotar los
puntos obtenidos es:
E=1{1,2345,6}.

9.3 Tipos de sucesos

Un suceso aleatorio es un subconjunto del espacio muestral. Los tipos de
sucesos son: elemental, compuesto, seguro, imposible y contrario.

« Suceso elemental es el que tiene un solo resultado.

« Suceso compuesto es el formado por mas de un resultado.

« Suceso seguro es el que siempre se realiza. Se designa por E.

« Suceso imposible es el que nunca se realiza. Se designa por .

« Suceso contrario del suceso A (A) es el que se realiza cuando no ocurre el de A.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio: Describir las experiencias y sucesos aleatorios a través del andlisis de sus representaciones graficas y el uso de la
terminologia adecuada.

Ejemplo 3

Si nuevamente se considera el experimento de girar la ruleta con los nimeros

del 1al 5y anotar el niimero obtenido, se halla que:

o El espacio muestral es £ = {1, 2, 3,4, 5}.

o Cualquier subconjunto del espacio muestral como, por ejemplo, {2},
{3, 4, 5} o el propio E es un suceso aleatorio.

o Elsuceso A:“Salirel 1" = {1} o el B: “Salir el 4” = {4} son sucesos elementales
por estar compuestos de un solo resultado.

o El suceso C: “Salir un numero impar” = {1, 3, 5} o el D = “Salir un nimero

inferior a 5" = {1, 2, 3, 4} son sucesos compuestos por estar formados por
, { J P P P Ten en cuenta
mas de un resultado.

El conjunto de todos los sucesos de un
experimento aleatorio se llama espacio
de sucesos. Se designa por S.

o Elsuceso E = {1,2, 3,4, 5} es un suceso seguro, ya que al girar la ruleta es
indudable que se obtendra uno de esos nimeros.

« El suceso F: “Salir un nimero negativo” es un suceso imposible, porque al
girar la ruleta no es posible que se consiga un ndmero negativo. L 4

o El suceso “Salir un niimero par” = {2, 4} es un suceso contrario de Cy se

representa por C.

9.4 Operaciones con sucesos

Dados dos sucesos, A y B, de un mismo experimento aleatorio, se llama
suceso union de A y B el que se realiza cuando se lleva a cabo al menos uno
de los sucesos A o B. Se designa por A U B. CRazonamiento matemético)

El suceso A U B esta formado por todos los puntos muestrales que pertenecen Sucesos aleatorios

a alguno de los dos sucesos Ay B. En una ciudad se ha instalado un se-

. maforo en un cruce que da paso a la
Ejemplo 4 o .

derecha, a la izquierda y hacia delante.
Se lanza un dado cubico con sus caras numeradas del 1 al 6 y se anota el

resultado. Luego, se consideran los sucesos:

Si llegan dos automdviles al cruce,
responde:
A:"Salir un ndmero impar" = A = {1, 3, 5} -

WA

B: "Salir un nimero primo" = B = {2, 3, 5} -~ :

El suceso unién de A y B, o sea, "Salir un nimero impar" o "Salir un niimero
primo” ocurrira cuando se lleve a cabo el suceso A o el suceso B. Por lo tanto:

AUB = {1,235}

Dados dos sucesos, A y B, de un mismo experimento aleatorio, se llama
suceso interseccion de A y B el que se produce cuando se llevan a cabo

. ; . o ;Cudl es el espacio muestral del ex-
simultaneamente los sucesos A y B. Se designa por A N B. ¢ P

perimento?
El suceso A M B esta formado por todos los puntos muestrales comunes a los « ;Cudles son los elementos del suceso:
dos sucesos A 'y B. “uno de los dos automéviles gira”?

e ;Cudles son los elementos del su-
ceso: “los dos automéviles siguen la
misma ruta”?

Ejemplo 5

Continuando con el experimento y los sucesos del ejemplo anterior, se

considera ahora el suceso D: "Salir un nimero impar y salir un nimero primo".

Este suceso se producira si se realizan a la vez los sucesos A 'y B. Por lo tanto:
ANB={35}
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Experimentos aleatorios. Sucesos

Si A'y B son sucesos del mismo experimento aleatorio, se tiene que:
-SiA N B = ) entonces A y B son incompatibles.
- SiA N B# ), entonces Ay B son compatibles.

Ejemplo 6
Si se consideran ahora los sucesos:
A: “Salir un niimero impar” = {1, 3, 5}
X: “Salir un multiplo de 4” = {4}
Es evidente que A N X = (), es decir, el suceso es imposible. Por lo tanto, los
sucesos A y B son incompatibles.

Actividades resueltas

Ejercitacion
1 ) Halla la union e interseccion de los sucesos indicados.
® A A=1{247}yB=1{3,7,912}

b.C=1{567yD=1{1,3911}

Solucion:

a. AUB=1{234,7912}
ANB={7}

b.CUD=1{1,3567911}
CND=Y

Resolucion de problemas

@ Se lanza un dado dodecaédrico, como el de la Figura 2, y se anota el
resultado de la cara superior. Se consideran los siguientes sucesos:

A = “Salir un nimero multiplo de 4” = {4, 8, 12}

B = “Salir un nimero menor que 5" = {1, 2, 3, 4}

Figura 2 C = "Salir un nimero mdltiplo de 5" = {5, 10}
. Forma los sucesos:
46 B o a.D = “Salir un numero multiplo de 4 o menor que 5”
b.F = “Salir un nimero multiplo de 4 y menor que 5"
0 > c. G = “Salir un nimero multiplo de 4 y de 5"
Figura 3 Solucion:
£ 5 a. El suceso D = “Salir un nimero multiplo de 4 o menor que 5” es:
A ° 9 D=AUB=1{1,22348 12
09 5 b.El suceso F = “Salir un nimero mdultiplo de 4 y menor que 5” es:
! 19 F=ANB= 4}
Figura 4
E c. El suceso G = “Salir un nimero multiplo de 4y de 5" es:
6 ! 9 GC=ANC=U.

A 2
3 Los sucesos D, Fy G se representaron mediante diagramas de Venn en las
11

Figuras 3,4y 5, respectivamente.

Figura 5

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Describir las experiencias y sucesos aleatorios a través del andlisis de sus representaciones graficas y el uso de la

terminologia adecuada.

Desarrolla tus destrezas

Comunicacién Resolucion de problemas

@ Una urna contiene ocho bolas numeradas del 1 al 8.
Se extrae una bola al azar y se anota su numero.

3 ) Indica si los siguientes experimentos son aleatorios
® Y, en caso afirmativo, describe el espacio muestral.

APPLICA © EDICIONES SM

a. Hacer girar la flecha de una ruleta dividida en seis
sectores numerados de 1 a 6.

b. Extraer una bola de la urna que contiene seis
amarillas, dos azules, cuatro verdes y seis negras.
Describe el espacio muestral de los siguientes expe-

rimentos aleatorios.

a. Sacar de una caja una ficha de dominé teniendo
en cuenta que solo contiene aquellas cuya suma
de puntos es inferior a 5.

b. Extraer de una caja una de las piezas de ajedrez.
¢. Lanzar tres monedas.
d. Escoger un nimero par entre los niimeros 200 a 253.

e. Tomar dos bolas de una bolsa que contiene tres
bolas azules, dos moradas y cuatro verdes.

f. Lanzar dos dados al mismo tiempo.

Analiza las situaciones y luego, realiza lo que se indica
en cada caso.

a. Se hace girar la ruleta (del 1 al 36) y se anota el
resultado obtenido.

Se consideran los siguientes sucesos:
A: “Salir nimero par”

B: “Salir divisor de 12"

C: “Salir nimero menor que 10"

D: “Salir nimero mayor que 10”

Forma los sucesos A, B, Cy D y sus contrarios.

b. Se lanza un dado ciibico con las caras numeradas
del 1al 6y se anota el nimero de puntos obtenidos.

+;Es aleatorio este experimento?
«Determina el espacio muestral.
«Forma los sucesos contrarios de:
A=1{24},B=1{1,35}yC={3}

¢. En una urna hay siete bolas numeradas del 1al 7. Se
extrae una bolas al azar y se anota su ndmero.
«Explica si el experimento es aleatorio.
«Determina el espacio muestral.

«Forma dos sucesos compuestos y sus contrarios.

Considera A = {2,3,5,,B={3,8yC=1{1,257}
Halla los siguientes sucesos.

a. AUB b. AUC
dANB e. ANC

c. BUC
f. BNC

@ Se realiza el experimento que consiste en lanzar un
dado cubico con las caras numeradas del 1 al 6.

a. Escribe un ejemplo de dos sucesos que sean con-
trarios. ;Son incompatibles?

b. Muestra dos sucesos que sean incompatibles. ;Son
contrarios?

Se lanza un dado con diez caras numeradas del 1al 10

y se consideran los sucesos A: “Salir un numero par”
y B: “Salir un niimero multiplo de 4" Encuentra A,

AUBY A U B.;Son incompatibles los sucesos A y B?
Justifica tu respuesta.

Al tomar una carta de una baraja de naipes se con-
sideran los sucesos A: “Sacar un nimero”, B: “Sacar
una figura”y C: “Sacar un as”. Halla los sucesos A U B
yA U CyB U C ;Son compatibles By C? ;Por qué?

Se extrae una bola de una urna que contiene 20 bolas

numeradas del 1 al 20. Se consideran los siguientes
sucesos.

A: “Salir un multiplo de 3”
B: “Salir un multiplo de 5”
C: “Salir un ndmero par”

HallaA UBYyA U CyBU C 3Son compatibles By C?
;Por qué?

@ Se considera un experimento aleatorio que consiste
@ ensacar tres tornillos de una caja, que pueden estar en

buen estado o defectuosos. Forma el espacio muestral
y los sucesos A: “El Ultimo tornillo es defectuoso” y B:
Al menos dos tornillos son defectuosos”



Medidas de tendencia central
Ejercitacion
1. Halla la media, la mediana y la moda del conjunto de
datos presentados en la Tabla 1.

[0,7] 35
[7,14] 23
[14,21] 15
(21, 28] 10
[28, 35] 9

. R .. Tabla 1
Medidas de dispersion

2. Calcula el rango, la varianza y la desviacion tipica de
los datos presentados en la Tabla 2.

[5.9] 6
[9,13] 9
(13,17) 7
(17,21] 15
(21, 25) 12

Tabla 2

3. Observa los datos de la Tabla 3. Luego, halla el coefi-
ciente de variacion e interpreta los resultados.

41 29 35 24 25 19

41 45 56 49 38 48

Tabla 3

Permutaciones, variaciones y combinaciones

Resolucion de problemas

4. Se quiere crear una clave telefénica con seis digitos.
Si la condicion es que los digitos no deben repetirse,

;cuantas claves diferentes pueden obtenerse?

wodKeqexid//:sda

Practica Mas

5. Unequipo de futbol tiene tres estilos diferentes de cami-
setas, dos de pantalonetas y tres de medias. ;De cuantas

maneras diferentes pueden uniformarse para un partido?

6. Se tienen ocho regalos distintos para premiar a los
mejores cuatro estudiantes del salon. A cada uno se le
daran dos regalos. ;De cuantas formas diferentes po-

dran entregarse los regalos?

Experimentos aleatorios y probabilidad

Resolucion de problemas

7. Para una rifa, se vendieron 1000 boletos con cuatro
numeros cada una. Alba compré tres boletos. ;Qué
probabilidad tiene de ganar con una boleto? ;Y con las

cuatro boletos?

8. Selanzan dos dados, uno numerado con niimeros pares
y otro con nimeros impares. ;Cual es la probabilidad de

que la suma sea un numero primo?

APPLICA © EDICIONES SM
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Resolucion de Problemas :

Estrategia: Descomponer el problema en partes Aplica la estrategia

Problema 1. Elregistro de inventario que realiza una empresa inter-

o o ventora utiliza series con una letra inicial seguida de
Doce personas viajan en tres automaviles, cada uno con

cuatro personas, y cada vehiculo es conducido por su
duefio. ;De cuantas maneras pueden repartirse en los
vehiculos las nueve personas restantes si la disposicion incluirse?
de las personas dentro de cada uno no es relevante?

tres nimeros que pueden repetirse. ;Cuantas series de
registro pueden obtenerse si el nimero cero no puede

a. Comprende el problema

1. Comprende el problema ..................................................................................................

« jQué informacion puedes obtener del enunciado?

R: El niimero de personas que viajan en tres vehiculos, incluyen-
do a los conductores de cada uno.

«+ ;Qué te piden encontrar?
R: El nimero de maneras en que pueden acomodarse las perso-

nas dentro de los vehiculos.

2. Creaunplan e

« |dentifica el tipo de ordenaciéon que puede ..................................................................................................
hacerse en el primer vehiculo, luego en el segundo
y finalmente en el tercero.

3. Ejecuta el plan

» Debe determinarse de cuantas maneras pueden
acomodarse tres de los nueve pasajeros dentro del

primer vehiculo. Es decir Resuelve otros problemas
_9-8-7 _
C, = 31 84 maneras. , _ o
i 2. Dos vendedores de vehiculos vendieron en el dltimo

» Una vez se eligen los tres pasajeros del primer semestre 5, 4,5, 6,7,5y 4,5 4, 6,7, 6 automoviles,

vehiculo, se calcula el nimero de formas en que otros respectivamente. En promedio, ;cual de los dos es el
tres pasajeros ocuparan el segundo vehiculo. Esto es: mejor vendedor?
_6-5-4 _ i d el h
Cy =357 = 20maneras. 3. Cuatro amigos se encuentran después de muchos

afios y deciden ir a almorzar para celebrar. El restau-

« Como las tres personas restantes ocuparén el tercer rante les ofrece una mesa para cuatro. ;De cuantas

vehiculo, entonces el nimero de maneras distintas es: formas diferentes pueden acomodarse en la mesa?

84 20+ 1 = 1680 maneras.

Formula problemas
R: Las nueve personas restantes pueden acomodarse

en los tres vehiculos de 1680 maneras distintas. 4. Inventa un problema que involucre la siguiente infor-

4. Comprueba la respuesta macion y resuélivelo.

. . . “Para ir de Quito a Machala, Andrés debe pasar por
« Verifica que el nimero de maneras distintas en que

pueden acomodarse los pasajeros en los tres vehi-
culos, si se tiene en cuenta su posicion dentro de particular o en transporte publico y de Guayaquil
cada uno, es: a Machala solo en avién o en transporte publico”.

362 880.

Guayaquil. A Guayaquil puede ir en avion, en carro




1.

Prueba Ser Estudiante

A continuacion se presentan ejercicios con cuatro alternativas de solucion, de las cuales, una sola es la correcta. Sefiala en la tabla de

respuestas, el literal que consideres correcto.

Una variable estadistica es el conjunto de valores que
toma un caracter estadistico cuantitativo y puede ser
continua o

A. discreta
B. media
C. poblacion

D. probabilidad

2. La media aritmética de los resultados registrados en
la siguiente tabla referentes a la longitud de salto

de un grupo de atletas es:

Salto (m) | [225) | [253) | [335) | [354)

Nimero

de atletas 6 12 1 4

A.298
B. 9,25

C. 898

D. 3,95

La moda de los siguientes datos 2, 4, 5, 23, 9, 46, es:

A. 46
B.23

C.2

D. no hay moda

El dato que falta en la distribucion 7, 12, 15, 22, 23, 28 32,
para que la media sea 18, es:

A. 10 B. 7

C. 5 D. 20

Encuentra los cuartiles Q, Q, y Q, para los siguientes
conjuntos de datos: 3, 2, 4,3,1,2,6,3,5,5,1,3, 2.

A.Q=30,=30Q3=45 B.Q1=20Q,=303=45

CQ1=20,=303=45 D.Q1=20,=40Q3=3

6.

La diferencia entre el mayor valor y el menor valor de
los datos se denomina:

A.rango
B. varianza
C. frecuencia

D. intervalo

En la siguiente tabla se muestra el nimero de ausencias
de los estudiantes de décimo EGB a una clase a lo largo
de un mes. ;Cual es el rango de los datos?

D o ;| ¢ | 2| 1| 4
estudiantes

Numerol , |, |, | ;3 | 4 | s
de ausencias
A. 4
B.5
C.7
D.6

Salomé tiene dos pantalones deportivos, cuatro cami-
setas y tres pares de tenis. ;De cuantas formas distintas
puede vestirse para hacer ejercicio?

A. 24

B. 12
C.32

D. 16

;Cuantos numeros de dos digitos pueden escribirse con
los digitos {2,4,6,8}?

A.16
B. 8
C.24

D.32
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Indicadores de logro:
« Utiliza informacién cuantificable del contexto social, utiliza variables, calcula e

interpreta medidas de tendencia central (media y moda), de dispersion (rango) y de

posicién (cuartiles), analiza informacion a través de tablas y resuelve problemas.

o Calcula probabilidades de eventos aleatorios empleando combinaciones
y permutaciones y el calculo del factorial de un nimero.
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10. Seis amigos van al cine y compran seis entradas con
asientos consecutivos. ;De cuantas maneras pueden
sentarse’?

A. 620
B. 520
C. 720

D. 820

11. En un curso de 22 estudiantes, todos quieren sentarse en
los cinco asientos de la primera fila. ;De cuantas formas
puede asignar el profesor esos asientos?

A. 3140 060
B. 3160 070
C. 3260080

D. 3 160 080

(49 49
12.El valor de la expresion ( J + ( ]es:
31 32
A [32] B. [50]
50 32
10 16
c (76] D. (m)
13.Simplifica esta expresion:
(15] (15)
+
9 10
8
7
A. 1000
C. 1001

B. 1015
D. 1008

Tabla de respuestas

14. Se lanzan simultaneamente un dado cubico con las
caras numeradas del 1al 6 y una perinola octagonal
con cuatro colores distintos. ;Cual es la probabilidad

de obtener un color determinado y un niimero par?
A.

B.

C.

|_\

D.

—
N

15. En un teatro se ofrecen seis funciones semanales. En una
semana asistieron en promedio 1350 personas. Si de lu-
nes a viernes asistieron 1600, 1180, 1600, 1150 y 1100 per-

sonas, jcuantas personas asistieron el tltimo dia?
A. 2 400 personas
B. 1070 personas

C. 1700 personas

D. 1470 personas

16 Silas matriculas paramotos se representan con tres letras

y dos nimeros, ;cuantas motos pueden matricularse en
este sistema?

A. 6340000
B. 7290 000
C. 8670000
D. 9625 000
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Desarrolla tus destrezas

Administracion de recursos

e =

La importancia del desarrollo sostenible

Cumbre de la Tierra

La Conferencia de las Naciones Unidas sobre el Medio Ambien-
tey el Desarrollo, celebrada en el mes de junio de 1992 en Rio de
Janeiro y conocida como Cumbre de la Tierra, tuvo como meta
fundamental lograr que el tema ambiental se convirtiera en la
columna vertebral del desarrollo para transformar los estilos
y las politicas sectoriales y econdmicas, salvaguardando la inte-
gridad ecoldgica del planeta y dando un mayor contenido social
y de equidad global al desarrollo.

La definicién mas conocida de desarrollo sostenible se
presento en dicha conferencia y esta basada en

la definicion de Gro Harlem Brundtland (pri-

mera ministra de Noruega en 1996):

“El desarrollo que asegura
las necesidades del
presente sin comprometer
la capacidad de las
futuras generaciones para
enfrentarse a sus propias

necesidades”.

Lee el siguiente apartado de
un articulo sobre el reciclaje.

Investiga sobre otras empre-
sas que apoyen el desarrollo
sostenible en Ecuador.

Divulga la importancia del
desarrollo sostenible a tus
compafieros de otros grados.

Construyendo la Cultura del Buen Vivir

Intuitivamente una actividad sostenible es aquella que

se puede mantener. Por ejemplo, talar los arboles de un
bosque asegurando la repoblacion es una actividad sos-
tenible, pero consumir petréleo no es sostenible con los
conocimientos actuales.

Hoy se sabe que una buena parte de las actividades hu-
manas no son sostenibles a medio ni a largo plazo tal
y como estan planteadas actualmente.

Los problemas planteados en la Cumbre involucran los

recursos del planeta y tienen un denominador comun:
el funcionamiento del actual sistema econd-
mico. Un sistema econémico basado en

la maxima produccién, el consumo,

la explotacion ilimitada de recursos
y el beneficio como Unico criterio
es insostenible. Nuestro planeta
es limitado y por tanto no
puede suministrar indefini-
damente los recursos que
este tipo de explota-

. cion exigirfa.

“Un desarrollo real, que permita que las
condiciones de vida de las personas mejoren,
pero haciendo una explotacion racional del
planeta y cuidando el medio ambiente puede
conducirnos a un desarrollo sostenible”.

Reciclar Cia.Ltda. es una de las empre-
sas recicladoras que existen en Ecua-
dor con una trayectoria de mas de 10
afios en el mercado nacional e interna-
cional. Los principales servicios que
ofrece esta empresa son compra de
papel, cartén, plasticos, metales reci-

clables y venta de materias primas re-
cicladas para uso industrial.

Reciclar Cia.Ltda. estd comprometida
para luchar contra un mundo sin con-
taminacion.

http://www.reciclar.com.ec/




Construyendo la Cultura del Buen Vivir

Caracteristicas de un desarrollo sostenible

Pregunta tipo Saber

Observa la siguiente informacion.

Asegurar que la actividad
Buscar la manera de que la econémica mejore la
actividad econémica man- calidad de vida de toda la
tenga o mejore el sistema poblacién, no solo de unos
ambiental. ?/\ pOCOS.

Promover el reciclaje
Usar los recursos

y la reutilizacién de
eficientemente. recursos.

Restaurar los ecosis-

Confiar en el desarrollo e temas dafados.

implantacion de tecno-

logfas limpias.
Reconocer la importancia Promover la autosu-
de la naturaleza para el ficiencia regional.
bienestar humano.
En Ecuador... Reducir, la mejor

En el afio 2015, se promovio la cultura alternativa

del reciclaje. El objetivo es minimizar
los impactos que genera la contamina-
cion de los desechos. Como parte de
las acciones, en febrero, aprovechan-
do el feriado de Carnaval en las playas
mas visitadas de Manabi y Esmeraldas,
brigadas del Ministerio de Ambiente
informaron a la ciudadania sobre la im-
portancia de reciclar. Ademas se colo-
caron basureros en los sitios de mayor
afluencia. Por eso se ha declarado al
2015 como el Afio del Reciclaje.

Desarrolla tus destrezas
Trabajo en grupo

Reciclar y reutilizar son dos excelen-
tes iniciativas, no obstante, la mejor
alternativa es reducir nuestro consu-
mo; al hacer esto ya no sera necesa-
rio reciclar y reutilizar tanto. Reducir
implica pensar en lo que en realidad
necesitamos. Otra forma de reducir
es adquirir articulos de buena cali-
dad, los articulos de bajo costo son
mas accesibles pero, en muchas oca-
siones, terminan pasando una alta
factura al planeta Tierra.

.." .. I _.::-,h -
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En una planta de relleno sanitario
se disponian de 130 toneladas de
residuos sélidos, y en el 2014 se re-
cuperaron 2,9 toneladas de residuos
s6lidos aprovechables.

Con relacion a la anterior informa-
cion, no es cierto que:

A. Se aprovecho aproximadamente el
2,23%.

B. Se aprovecharon 2900 kilogramos.

C. Se aprovecho casi el 10% de los re-
siduos.

D. Se aproveché entre el 2% y el 3% de
los residuos.

Evolucion tasa de reciclaje

Analicen la gréfica de la derecha.
En ella se presenta la proyeccion
de una empresa en América
Latina, empresa que propone
para el 2020 reciclar el 40% de
los empaque que produce.

14,7% 17.0%
1,7% O O
880% ()
O

7,28%

Averigua si hasta ahora, se han
cumplido las metas planteadas
en cuanto a la cantidad de
empaques reciclados.

2012 2013 2014 2015 2016

. Toneladas recicladas

2017

21,0%

O

2018 2019
O Tasa de reciclaje

2020




Hbilidade
Solell

Argumenta Y | 3 Investigar informacién confiable para discutir un tema en los foros
de Google te permite desarrollar argumentos a favor y en contra de
deflende tus ldeas una tematica especifica. En esta actividad aprenderas a abrir tu pro-
., pio foro de discusiones, administrarlo e invitar a personas para que

en foros en llnea argumenten a favor o en contra de tus ideas.

1 Inicia tu sesion
a. Ingresa con tu navegador a la direccién
https://groups.google.com/forum/ e inicia
sesion con tus datos de Gmail,

b. Selecciona la opcion Crear grupo.

c. Completa los datos solicitados en el
formulario con los datos de tu foro: nombre
y apellido. Luego, describe brevemente los
usos que daras a tu foro. Por tipo de grupo
selecciona Foro web y coloca todas las
opciones en Publico.

d. Oprime el botén Crear, escribe el codigo de
verificacion y espera la ventana de Felicitaciones.

2 Inicia un nuevo tema
para discutir en tu foro

. . & B
a. En la siguiente ventana selec- - .
. , = -
ciona la opcion Nuevo tema.
b. Escribe un titulo llamativo
para tu discusion. Por ejem-
0 “ -
01 plo: “Probabilidad de sucesos
10 ”
10 : COMPpuUEestos”.
0(1) 1
tol c. Como tema de discusion, de-
0 . . -
n! sarrolla un ejemplo de cémo P - ey
10 " ’ .. — — L L]
TH utilizarias las definiciones de = T
g},; probabilidad para resolver = 3,5
. e |
(1)‘1’; problemas de estadistica. T —ea |
ol e : —
1o . , ‘ - A DT
o1l d. Oprime el botén Publicar. e e e e -
00 1 m 3
0 . . z
}o: Colocar tema de discusion g
1;0 :Ej
19 )]
10 <
<




Habilidades digitales

3 Invita a tus compaiieros a
visitar y opinar en tu foro

b L
a. Selecciona la opcion Miembros en — = r—
la parte inferior de la pagina. R e
G g i
L
b.Enla 5|gu|ente'p'antalla, selecciona o PSR N
el boton Administrar. e
i m e — e —

Go PS[E

c. Fijate en una pequefa pestafa en

R Grupas
la parte izquierda de la pantalla Grupos
y oprime la flecha para desplegar )
el menu. .
Mosirar pomong .

EXT RSt
Al Frireal B b
i ey prwasey

d. Selecciona del ment la opcion G mrpam

Invitar miembros; escribe las
direcciones de correo electronico
de tus comparieros y redacta un
mensaje de invitacion. Espera que
tus compafieros te inviten

y debate con ellos via web.

Ealmir ditminimm @ se-m | . o "
Colocar direcciones de correo electrénico

Taey e ey i ow e k- —— et by

L S R e

Redactar un mensaje de invitacion

7 10
Aprende mas ol
00,
o 0 y H§ [ 0
Inserta un archivo para ampliar los 245 fhace 1 mindon) | g . To!
~ nl
temas. wh - Resmiiar 131
9 1
a. Ingresa a tu foro y da clic sobre la > 01}
y . , 10
opcion Editar en el menu lateral. ___J oo Vinzul 105
1
; .y . Ressirar aetadad 01
b. En el men de edicion del foro, elige 10
| d h R 011
s i ' ivo e in- 0l
2 a opcién Adjuntar un archivo e in i ool
z cluye un documento en Word para e e e 10!
[v) 0 2o . . 1
g ampliar la tematica discutida. S A R T 11,
° i B WS L TR 10,
S Zona de edicién de textos 100
g
o
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Terminologia estadistica

Ejercitacion

1. Determina el tipo de variable para cada uno de los
siguientes casos.

a. El numero de ejercicios que tiene un examen de
matematicas.

b. El deporte favorito de un grupo de estudiantes de
grado noveno.

c. El nimero de hijos que tiene cada una de las fami-
lias de Quito.

d. El tiempo que tarda en llegar una ruta de transpor-
te publico al terminal.

e. La medida de las fronteras de Ecuador con cada
uno de los paises vecinos.

Medidas de tendencia central

Razonamiento

2. A partir de la informacion, responde verdadero (V)
o falso (F), segtin corresponda.

Laadministracion de unatorre deapartamentos esta
interesada en determinar el consumo de agua en
una muestra de quince apartamentos de la torre.
Los datos suministrados en metros cubicos son:

18 14 12
15 11 19
12 22 14
15 14 16
18 13 16

a. El minimo vital de consumo de agua esta estipulado
en 12 m’. El porcentaje de apartamentos que estan

)

por debajo del minimo vital es del 20 %.

222

Evaluacion de la unidad

b. En promedio, el consumo de los apartamentos

-

consultados es de 15,5 m>.

c. El consumo promedio en la ciudad es de 14,5 m”.
En la torre, mas del 50% de los apartamentos

O

consultados esta por encima del promedio.
Cuartiles
Comunicacion

3. Calcula los cuartiles correspondientes a los datos pre-

sentados en la siguiente tabla.

Lu Ma Mi Ju Vi Sa Do
46 30 48 55 57 40 43

Medidas de dispersion
Ejercitacion
4. Selecciona la respuesta correcta.

Una ruta de transporte publico relaciona el nimero
de pasajeros que un vehiculo transporta a diario.
Los datos de la ultima semana aparecen en la si-

guiente tabla.

Lu Ma Mi Ju Vi Sa Do

436 460 425 445 421 495 412

La desviacion estandar de los datos es:
a. 531
b. 283
c. 56,6

d. 686,85

APPLICA © EDICIONES SM
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Indicadores de logro:

o Utiliza informacion cuantificable del contexto social, utiliza variables, calcula e
interpreta medidas de tendencia central (media y moda), de dispersion (rango) y de
posicion (cuartiles), analiza informacion a través de tablas y resuelve problemas.

Diagrama de arbol
Resolucion de problemas

5. Unequipode fltbol participa en un torneo clasificato-
rio y debe jugar cinco partidos. Determina el nimero
de eventos posibles si en cada partido debe haber un

ganador.

Permutaciones sin repeticion

Comunicacion

6. Identifica el nmero de eventos posibles que pueden
darse para completar las vacantes de presidente y vi-
cepresidente de una companifa si para los cargos se

postulan cinco personas.

Resolucion de problemas

7. En un concurso musical se premiaran los tres prime-
ros puestos. Determina el nimero de eventos que
pueden darse para definir el primer, segundo y tercer

puesto si participan diez artistas.

Variaciones y combinaciones
Ejercitacion
8. Elige la respuesta correcta.

El equipo de jugadores de baloncesto del colegio
cuenta con ocho estudiantes. El nimero de posibles

alineaciones titulares en un juego son:
a.8

b. 20

c. 56

d. 6720

 Calcula probabilidades de eventos aleatorios empleando combinaciones y
permutaciones y el calculo del factorial de un nimero.

Numeros combinatorios

Modelacion

9. Determina la diferencia de la siguiente operacion

12

121 . .
s |71 4 e indica la respuesta correcta.

a. 12
b. 220
c. 297

d. 792

Experimentos aleatorios. Sucesos

Razonamiento

10. Relaciona cada evento con el tipo de suceso corres-
pondiente al trabajo con una baraja de poker.

a. Sacar el rey de corazones. Seguro
b. Sacar una carta de espadas. Compuesto
c. Sacar una carta de la baraja. Elemental
d. Sacar una carta de picas. Aleatorio
e. Sacar varias cartas de la baraja. Imposible

11. Se lanza un dado dodecaédrico y se anota el resultado
de la cara superior. Se consideran los siguientes sucesos:
A = “Salir un nimero multiplo de 4” = {4, 8, 12}

B = “Salir un niimero menor que 5" = {1, 2, 3, 4},
el suceso “Salir un niumero menor que 5, es:

a. AUB=1{1,2348 12}

b. ANB = {4}
cANB=C
dAUB=J




Construyendo la Cultura del Buen Vivir

A‘ Los derechos y los deberes de un ciudadano de paz

Soy ciudadano

* Comprendo que los mecanismos de participacién propician decisiones y, aunque
no siempre esté de acuerdo con ellas, sé que me rigen.

E[g Acércate al tema

« EnlaConstitucion de la Republica del Ecuador del afio 2008, el articulo 6 menciona:

SauOPIPT WS

sauoPIp3 WS

“Todas las ecuatorianas y los ecuatorianos son ciudadanos y gozaran de los dere-
chos establecidos en la Constitucion.

La nacionalidad ecuatoriana es el vinculo juridico politico de las personas con el
Estado, sin perjuicio de su pertenencia a alguna de las nacionalidades indigenas
que coexisten en el Ecuador plurinacional.

La nacionalidad ecuatoriana se obtendra por nacimiento o por naturalizacién
y no se perdera por el matrimonio o su disolucién, ni por la adquisicién de otra
nacionalidad.”

Es aquel individuo perteneciente o relativo a la ciudad. Es la persona que
forma parte de una comunidad politica.

Ciudadano

Es el conjunto de derechos y deberes que condicionan al ciudadano en
Ciudadanfa | su relacién con la sociedad en la que vive. Ciudadania es la condicién que

se otorga al ciudadano por ser miembro de una comunidad organizada.

Actividades
1. jQué sabes de la ciudadania?
2. ;Puedes perder la ciudadania? ;Por qué?

3. ;En qué momento me convierto en un ciudadano de mi pais?

(CA © EDICIONES SM
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Q Desarrolla el plan de trabajo

Construyendo la Cultura del Buen Vivir

- »

Y ti ;qué harias?

Al ser ciudadano de un pais, el individuo establece lazos emocionales con un
lugar, una nacion y genera comportamientos y relaciones de respeto hacia lo
publico y lo privado.

Es tu deber ser un buen ciudadano en tu colegio mediante la promocion de la
educacién en ciudadania, la participacién y la democracia en la institucion edu-
cativa. Los ciudadanos también ejercemos algunos deberes, como participar en
las elecciones para elegir a nuestros representantes en el gobierno, sin embargo,
existen algunas actividades que resultan peligrosas para la democracia, como
la compra y la coaccion de los votos, y, en algunos casos, la manipulacion de la
informacion. Y tl jqué harfas si te dieras cuenta de que un grupo de estudiantes
de tu colegio esta haciendo fraude en la eleccion del gobierno escolar?

En este proyecto escribiras un articulo de opinién y hards una encuesta en la
que puedas analizar el conocimiento que los estudiantes del colegio tienen
acerca de los derechos y deberes del ser ciudadano.

Trabajo individual
« lIdentifica el objetivo del proyecto.

» Consulta con el profesor de Lengua y Literatura como debe ser la estructu-
ra de un articulo de opinién.

Trabajo en grupo

« Formen grupos pequerios de trabajo seleccionen uno de los textos que se
relacionan a continuacion:

a. “Los desafios de la educacion en derechos humanos y en ciudadania”

b. “Me integro con mi ciudad: una propuesta de construccion de
ciudadania desde la primera infancia”

c. "Ciudadania, convivencia, diversidad cultural: por una escuela critica
y exigente frente a los medios de comunicacion y frente a si misma”

d. “Laescuelade derechos humanos: un aporte para construir convivencia
ciudadana y una nueva cultura politica”

» Una vez seleccionado el texto y escriban un articulo de opinion.

» Luego, realicen una encuesta en el colegio sobre los derechos y los deberes
de un ser ciudadano y completen el articulo de opinion incluyendo los
resultados de la misma.

« Concierten con el profesor los criterios de evaluaciéon. ;Como se va a evaluar?
;Quién o quiénes van a evaluarlos? ;Qué aspectos se tendran en cuenta’?

htep://www.avn.info.ve

Art. 62. Las personas en goce de dere-
chos politicos tienen derecho al voto
universal, igual, directo, secreto y es-
crutado publicamente, de conformi-
dad con las siguientes disposiciones:

1. El voto sera obligatorio para las per-
sonas mayores de dieciocho afos. Ejer-
ceran su derecho al voto las personas
privadas de libertad sin sentencia con-
denatoria ejecutoriada.

2. El voto sera facultativo para las per-
sonas entre dieciséis y dieciocho afos
de edad, las mayores de sesenta y cin-
co anos, las ecuatorianas y ecuatorianos
que habitan en el exterior, los integran-
tes de las Fuerzas Armadas y Policia Na-
cional, y las personas con discapacidad.

Constitucion del la Republica del

Ecuador, 2008.
\
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Trabaja con el area de matematicas

Las encuestas son estudios estadisticos en los que la informacion se obtiene de la
realizacion de un cuestionario a una muestra de personas.
Para la realizacion de la encuesta hay que tener en cuenta:

a Planificacion de la encuesta

1. Se identifica y se define el problema o asunto de interés.
Responde la pregunta: “;Qué voy a preguntar? ;Qué infor-
macion quiero obtener?”

2. Seelabora un plan de trabajo. “;Cémo voy a preguntar?”
3. Se desarrolla el plan. “;A quién voy a preguntar?”’

4. Se valoran los resultados. “;Qué voy a hacer con los datos?” §

b Tabulacion de la encuesta

Enlos cuestionarios de las encuestas pueden formularse varios tipos de preguntas.

» Abiertas: son las que dejan un espacio amplio para que el encuestado apor-
te sus opiniones acerca de la pregunta.

Cerradas: son las del tipo test y respuesta Unica, como la de responder Si o
No, o la de elegir una opcion entre un nimero predefinido de respuestas
posibles.

Parcialmente cerradas: son las de respuesta multiple, que permiten al en-
cuestado sefialar varias respuestas dentro de una lista de posibilidades.

Procesamiento de los datos

A los datos recogidos se le aplican las herramientas de la estadistica para hallar
la frecuencia absoluta, la frecuencia relativa, las medidas de tendencia central,
las medidas de dispersion, el rango v la varianza.

Presentacion de los resultados en tablas y graficos

Los resultados de la encuesta pueden presentarse en tablas y graficos de pastel
o de barras. Debe elaborarse la ficha técnica al final de la encuesta y es impor-
tante que incluya: ‘
» Marco de referencia: local, regional, nacional, mundial. |
+ Caracteristicas de los encuestados.

« Procedimientos de muestreo y seleccion de los encuestados.

+ Propiedades de la muestra: tamario, error muestral, nivel de fiabilidad. AL
Fecha de realizacién y duracion de la recoleccion de datos. = p Voo
Autores de la encuesta.
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Construyendo la Cultura del Buen Vivir

Q Da a conocer tu trabajo

La presentacion de los trabajos que conforman el proyecto esta dividida en
dos momentos: uno, la socializacion de los articulos de opinion vy, dos, la
socializacion de los resultados de la encuesta.

« Primer momento: se intercambiaran los articulos entre los grupos, los

cuales leeran el articulo de opinion de sus compafieros y lo valoraran a
partir de los criterios previamente establecidos.

1. El profesor, aleatoriamente, escogera entre tres y cin-
co textos para leerlos frente al grupo.

o
o
5}
o
»

2. El profesor escogera un espacio del salén que se de-
nominard “El rincén de la ciudadania’, en donde se
rotaran semanalmente los textos elaborados por los
estudiantes.

3. Los textos rotaran durante un bimestre. Forma parte

del ejercicio de ser un buen ciudadano preservar los
textos en buen estado y no escribir sobre ellos.

«  Segundo momento: cada grupo presentara a todo el curso la ficha téc

nica de su encuesta y las tablas y los graficos correspondientes. y )
y yiose P Yo soy un ciudadano, no de Atenas

1. Cada grupo realizara un breve anlisis de los resultados o Grecia, sino del mundo”. Sécrates.
de la encuesta.

2. Cada grupo debe estar atento a la presentacion de los
demas para adelantar la evaluacion correspondiente.

Una vez finalizada la actividad, es importante que los afiches, las pancartasy los
demas materiales alusivos al tema permanezcan algunas semanas en el colegio,
con el fin de dar continuidad a la sensibilizacion de la poblacion estudiantil.

‘ Evalia el trabajo realizado

De acuerdo con los criterios de evaluacion establecidos para el proyecto,
evallienlo con los compafieros, con el profesor y de manera individual.

C."‘.I Comprométete

Segln el trabajo que realizaste en este proyecto, amplia la lista de los com-
promisos que asumiras.

1. Me comprometo a participar activamente en la demo-

cracia de mi colegio.
2. Voy a defender los derechos humanos de mis compa-
fieros para que haya una sana convivencia.
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Evaluacion Final

1. De los siguientes nimeros, es racional: 6. Cerca de la superficie terrestre, el tiempo t que tarda
A un objeto en caer una distancia d, esta dado por la
B, —2 expresion t= % d?, donde t se mide en segundos
3 y d se mide en pies. El tiempo que tardara un objeto
Cdi en caer 256 pies, es de:
D. =7 A. 8 segundos
2. Un carro recorre 526,62 km de Quito a la ciudad de B. 4 segundos
Machala. ;Cual es la mejor aproximacion a las unidades C. 16 segundos
de la distancia entre las dos ciudades? D. 2 segundos

A. 5266 B. 528

7. Al racionalizar \/% se obtiene:
C.5276 D. 527

A 3 B. 3V3
3. Paulina puede digitar cerca de 30 palabras por minu- 3 B
to. ;Cudntas horas le tomara digitar un texto de c. 3 D. V3
24-10% palabras? ’ 2
A. aproximadamente 1 hora 8. De las siguientes funciones, ;cudles son decrecientes?
B. aproximadamente 3 horas a.h(x)= —x—1b.gx) =x—Tc.p(x) =—2x — 1
C. aproximadamente 13 horas A. ayc
D. aproximadamente 31 horas B. ayb
o 1 _ C. byc
4. Alsimplificar (64) , se obtiene:
51 D. todas son decrecientes
A, -8 B. 38
9. De las siguientes funciones, jcuales son pares?
C 32 D.-32

) . a. gx)=x b.k(x)=x*+1 c.px) = x°
5. ;Cual es el perimetro en metros de un terreno rectan-

A. ayb
gular cuyos lados son /2432 my /10242 m? B. b
. byc
A. 14
\S/a_ C. ayc
B. 14a
c. 442 D. todas son pares
D. a4

Tabla de respuestas

—
N

|10 |x | > B

|10 |x | > =
O | | > ES
|10 |® |> K
|0 | |> K
Q|0 | = | > K
Q0N |= | > e
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10. Por el alquiler de una buseta para 10 personas, se

11.

12.

13. Si en el sistema{

cobra $ 30 diarios mas $ 4 por kilémetro. ; Cual es la
funcion que relaciona el costo diario del alquiler con el
numero de kilometros?

A. y= 4x+ 30 B.y =30x + 4

C. y=x+30 D.y =4x— 30
Delasiguiente grafica, ;cualeslarectacorrespondiente?
A x=—4 Y

B. x=—-3 ;

C.x= 3 o

D. x= 4

La recta que pasa por los puntos (2, — 6)

y (= 3, 14) tiene por ecuacion:
A y=4x+2

B. y=4x—2
Cy=—4+2
D.y=—4x—2

7m + 3n =15

5m + 6n =27 5€ aplica el método

de igualacion, se obtiene:

A.m=7n=3
B. m=3n=7
C m=3n=2

15.

16.

17.

3m+2n=—22
5m + 8n =—60
Cramer, se obtiene:

, se aplica el método de

Sienel sistema{

A.m= 3n= 4
B. m=—4n=-5
C m=—Tn= 2
D. m=—12n= 14

2x+3y= 13

Si en el sistema {4>< — gy =—4 S8 aplica el método de

Gauss, se obtiene el siguiente sistema escalonado:

2x + 3y =13
y=3
2x+3y =13
y=-3

2x + 3y =13
—4y =—4
2x + 3y = 13
4y =—4

Un rectangulo tiene un perimetro de 196 metros.
Si mide 26 metros mas de largo que de ancho, ;cuales
son sus dimensiones?

A. 62 metros de largo y 36 metros de ancho
B. 20 metros de largo y 46 metros de ancho
C. 46 metros de largo y 72 metros de ancho

D. 64 metros de largo y 64 metros de ancho

18. La solucion de la inecuacion —4x — 12 > 8 es:

D.m=2n=3
14. La diferencia entre dos nimeros es 5; y si se suman, el A.x < —5
total es 29. ;Cudles son los dos niimeros?
B.x < —4
A. 17y 12
B. 19y 14 C.x > —5
C. 10y 19
y D.x > —4
D. 13y 16
Tabla de respuestas
10 11 12 13 14 15 16 17 18
A A A A A A A A A
B B B B B B B B B
C C C C C C C C C
D D D D D D D D D
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Evaluacion Final

19.;Cual es el menor nimero entero multiplo de 4, que

satisface la siguiente inecuacion: x + 2 < 3x + 17

A. 8
B. 4
C. 16
D. 12

20. La grafica correspondiente a la inecuacion 3x—2y>1 es:

Y

A.

21.La solucién a la ecuacién 5x2 — 15 es:

A xi= 5 x==45
B. x;= \/?'Xzz_\/?
C x= 5 %=-y3
D. ;= Y3 x==45

Tabla de respuestas

22.El largo de una sala rectangular es 3 m mayor que el
ancho. Si el ancho aumenta 3 m y el largo aumenta 2 m,
el area se duplica. ;Cual es el area original de la sala?

A. 25m?
B. 16 m’
C. 81m?
D. 40 m’

23. La ecuacion cuadratica cuyas raices son X; = 3;X, =—5,
corresponde a:

A. X+x+15=0
B. ¥*+5%—3=0
C X¥+3x—-5=0
D. ¥+ 2x—15=0
24. La diferencia de dos numeros es igual a 3y si al cuad-

rado del primero se le resta el doble del cuadrado del

segundo se obtiene 17. ;Cuales son los nimeros?

A. 5y2
B. 8y4
C. 6y
D. 4y9

25. ;Cual de las siguientes funciones, no es funcién poten-

cia:

A f(x)=2

B. f(x)=x

C. f(x)=—3x

D. f(x)= 3x%—2

19 20 21 22 23 24 25
A A A A A A A
B B B B B B B
C C C C C C C
D D D D D D D
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26. La medida del dngulo —60° en radianes es:

A. —%rad
B. —%rad
C. —%rad
D. —%rad

D. 3

28. El valor de sen 60°, es:

A.

®

5 o =

C.

D. 2

29. Laapotema de un hexagono de 10 cm de lado como se
muestra en la siguiente figura es:

30.Encuentralalongitud delaalturasobrelahipotenusade
un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 10 cm
y el cateto menor 6 cm:

A. 48cm
B. 3,4cm
C. 26cm
D. 61cm

31.El area de un triangulo rectangulo, cuyas proyecciones
de sus catetos sobre la hipotenusa miden respectiva-
mente 14,4 cmy 25,6 cm, es:

A. 582 cm?
B. 275cm?
C. 473cm?
D. 384 cm?

32. La formula para hallar el volumen de un prisma es:

A. V= Aph

Ap-h

B. V= —3
3

C. V - W

D. V= 3hyA

33. ;Cudl es el volumen en cm? del sélido de la siguiente figura?

A. 533 cm aproximadamente A. V=392m 3}::{\1’1 S om
B. 8,66 cm aproximadamente B. V=292m
. 16 cm
C. 6,55 cm aproximadamente k C. V=49 L
D. 7,44 cm aproximadamente fo_ .o D. V = 5921 24 cm
Tabla de respuestas

26 27 28 29 30 31 32 33
A A A A A A A A
B B B B B B B B
C C C C C C C C
D D D D D D D D
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Evaluacion Final

34. El area de una piramide de altura 8 cm, con base
pentagonal regular de 6 cm de lado y de apotema
iguala 1 cm, es:

A. 1038 cm?
B. 104,8 cm?
C. 1028 cm?
D. 1068 cm?

35. ;Cudl es el volumen de solido de la siguiente figura?

A. V =13556cm>
B. V=13327cm’

C. V=2326cm’

D. V=2157cm? /‘4cm‘/\/6cm/'

36. De las siguientes variables, jcual es cuantitativa
continua?

A. NuUmero de faltas de asistencia de estudiantes en
un mes

B. Tiempo necesario para contestar una llamada
telefonica en un centro de llamadas

Comida preferida por nifios de un conjunto resi-
dencial

El color de pelo de los nifios que se presentan

a una audicion musical

37. La media para el siguiente conjunto de datos
2, 4,5 23,9 46, es:

38. Lamoda de los siguientes datos 2, 4, 5, 23, 9, 46, es:
A. Mo = 46 B. Mo = 23
C. Mo= 2 D. no hay moda

39. La mediana para el siguiente conjunto de datos es:

1,3 1,475 43 2226
A. Me =3 B. Me =2

C. Me =35 D. Me = 4

£40. La raiz cuadrada positiva de la varianza se denomina:
A. desviacion tipica

B. desviacion respecto a la media

C. coeficiente de variacion

D. rango

41.Los cuartiles Q; Q, Q; de los siguientes datos

7,12, 15, 22, 23, 28, 32, son:
A Q=12 Q=22Q,=28
B. Q= 7.Q,=15Q,=32

C. Q=2Q,=23,Q,= 28
D. Q =15Q,=23Q,= 32

42.En la siguiente tabla se muestra el nimero de ausen-
cias de los estudiantes de décimo EGB a una clase a lo
largo de un mes. ;Cual es la varianza?

A. X =1483
0 1 2 3 4 5
B. x= 65
C. x= 33 A. s2=283 B.s’=5
D. x=1583 C. =168 D.s’=6
34 35 36 37 38 39 40 41 42
A A A A A A A A A
B B B B B B B B B
C C C C C C C C C
D D D D D D D D D
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43.;Cuantos numeros de dos digitos pueden escribirse

con los digitos {2,4,6,8}?
A. 16 B.8

C. 24 D. 32

444.En una partida de cartas se reparten inicialmente cuat-

ro a cada jugador. ;De cuantas formas distintas puede

uno de ellos organizar sus cuatro cartas?

A. 16 B.38

C. 24 D. 32

45. A una reunién acudieron 20 personas. Para saludarse,

dos personas se daban la mano. Si todo el mundo se

saludd, jcuantos apretones de mano hubo en total?

A. 160 B. 130

C. 170 D. 190

Indicadores para la evaluacion:

Resuelve problemas aplicando las propiedades algebraicas de los
numeros racionales y el planteamiento y resolucién de ecuaciones e
inecuaciones de primer grado con una incognita.

Establece relaciones de orden en el conjunto de los nimeros reales,
aproxima a decimales, aplica las propiedades algebraicas de los
numeros reales en el calculo de operaciones (adicion, producto,
potencias, raices) y la solucion de expresiones numéricas (con
radicales en el denominador) y algebraicas (productos notables).
Expresa raices como potencias con exponentes racionales y emplea
las potencias de nimeros reales con exponentes enteros para leer y
escribir en notacién cientifica informaciéon que contenga nimeros
muy grandes 0 muy pequenos.

Utiliza las distintas notaciones para los intervalos y su representacion
grafica, resuelve ecuaciones e inecuaciones de primer grado con una
incognita en Ry sistemas de inecuaciones lineales con dos incognitas
de manera grafica.

Resuelve problemas mediante la elaboracion modelos matematicos
sencillos como funciones.

Determina el comportamiento (funcién creciente o decreciente) de
las funciones lineales, en base a su formulacion algebraica, tabla de
valores o en graficas, valora el empleo de la tecnologia.

Utiliza las Tic para graficar funciones lineales, cuadraticas
y potencia(n=1, 2, 3), analizar las caracteristicas geométricas de
la funcién lineal (pendiente e intersecciones), funcién potencia
(monotonia) y de la funcién cuadratica (dominio, recorrido,

., (36
46. El valor de la expresion ( : ]
A. 763992

B. 673992
C. 377992

D. 376 992

47. Teo quiere preparar jugos combinados con dos frutas
diferentes. Tiene platanos, mangos, moras y fresas.
;Cuantos sabores puede conseguir?

A.12
B.6
C.4
D.2

Tabla de respuestas

43 44 45 46 47
A A A A A
B B B B B
C C C C C
D D D D D

monotonfa, maximos, minimo, paridad); reconoce cuando un
problema puede ser modelado utilizando una funcion lineal
o cuadratica y los resuelve.

+ Resuelve problemas que involucren sistemas de dos ecuaciones con
dos incognitas, ecuaciones de segundo grado y la aplicacion de las
propiedades de las raices de la ecuacion de segundo grado, juzga la
validez de las soluciones obtenidas en el contexto del problema.

« Reconoce y aplica las razones trigonométricas y sus relaciones en la
resolucion de triangulos rectangulos y en situaciones problema de la
vida real.

- Resuelve problemas geométricos que requieran del calculo de areas de
poligonos regulares, areas y volimenes de piramides, prismas, conos
y cilindros, aplica como estrategia de solucion la descomposicion
en tridngulos y/o la de cuerpos geomeétricos, explica los procesos de
solucion empleando la construccion de poligonos regulares y cuerpos
geométricos; juzga la validez de resultados.

- Utiliza informacion cuantificable del contexto social, utiliza variables,
aplica niveles de medicién, calcula e interpreta medidas de tendencia
central (media, mediana y moda), de dispersiéon (rango, varianza
y desviacion estandar) y de posicion (cuartiles, percentiles), analiza
criticamente informacién a través de tablas o graficos, resuelve
problemas en forma individual.

« Calculaprobabilidades de eventos aleatoriosempleando combinaciones
y permutaciones, el calculo del factorial de un ndimero.




Apéndice

Mas sobre funciones.
Preparate para el BGU

Las Ciencias Sociales es una de las areas en las que las funciones matematicas se constituyen en
una importante herramienta para encontrar la solucién a numerosas cuestiones. Pueden ser Uti-
les para determinar las tasas de crecimiento y decrecimiento de una poblacion, las fluctuaciones
bursatiles y el tiempo de reaccién ante un estimulo.

« Enumera otras areas del conocimiento en las cuales el estudio de las funciones se constituye en
una herramienta fundamental.




Aprenderas...

o Operaciones con funciones

« Funciones inversas, polinomicas,
exponenciales y logaritmicas

» Sucesiones
Resolucion de problemas

Recursos digitales

Habilidades lectoras
O

Las matematicas del arcoiris

odas las culturas han atribuido un significado magico a la apa-
Tricién del arcoiris cuando asoma el sol y ain esta lloviendo. El

fenémeno tiene explicacion fisica y matematica a través de las
funciones: al encontrarse la luz del sol con las gotitas de lluvia, una
parte de la luz rebota por efecto de la reflexién, mientras que otra atra-
viesa la gota por efecto de la refraccion.

El rayo de luz se refracta al pasar del aire al agua; después se refleja
en la frontera agua-aire y se vuelve a refractar al pasar del agua al aire.
En la refraccion, la relacion de los angulos que forman el rayo inciden-
te y el angulo refractado se da mediante la razén trigonométrica seno
y unas constantes dependientes del medio, segiin la ley de Snell:

nsen® =nseno
1 1 r r

Donde n, indice de refraccién del medio, es el cociente entre la ve-
locidad de la luz en el vacio, ¢, y la velocidad de la luz en el medio
en cuestion. Pero lo importante es que el indice de refraccion esta en
funcién de la frecuencia de la luz, por lo que, para cada color, se tendra
una desviacion diferente. Por ejemplo, para el rojo, el verde y el azul,
los indices de refraccién correspondientes son:

n =1,32986 n . =1,33580 n_=134009

10jo verde azul

Por tanto, el azul se desviara mas que el verde y este mas que el rojo.
Los diferentes colores se iran desviando y separandose unos de otros
en orden creciente de frecuencia. Por eso, la luz, al atravesar las gotas
de agua, se separa en colores. De esta manera se explica la palabra
“iris”; ahora solo queda por investigar las razones por las que forma
un arco.

Sm Ediciones. (2016). Colombia. Matematica 10.

Actividades
Interpreta

1. ;En qué consiste el fenémeno del arcoiris?

Argumenta

2. ;Cudl es la explicacion cientifica de la aparicion del arcoiris en el cielo?

Propon
3. René Descartes explicé el fenomeno del arcoiris en 1637. Amplia esta

informacion y averigua como se relacionan las funciones con este
tema.



Blogue de Algebra y funciones

q Operaciones con funciones

1.1 Producto de una funcion por un nimero real

Al calcular y registrar algunos valores para las funciones f(x), g(x) y h(x), se

qup|ora obtiene la Tabla 1.
Sean las funciones f(x) = x*, X -3 ) 1 0 1 2 3 4
1
x) =58y h(x) = —x.
& yhe = f(x) 9 4 1 0 1 4 9 16
« Construye una tabla de valores
para f(x), g(x) y h(x). Luego, explica gx) | 45 20 5 0 5 20 45 90
la relacion existente entre estas
funciones y entre sus graficas. h(x) 2 4 1 0 1 4 9 16
S ) 5 5 5 5 5 5 5

Tabla 1

Cada valor de la funcion g(x) es cinco veces mayor que el valor correspondiente
de la funcion f(x), mientras que cada valor de h(x) es la quinta parte del valor
correspondiente de f(x). Es decir:

g(x) =5 flx) = glx) = 5%’
M) = + - f) = o) = =

El producto de un numero real 4 por una funcion fes una funcién kf que
asocia, a cada x, k veces el valor de f(x).

k- f(x) = (k) (x)

Al representar graficamente las funciones f(x), g(x) y h(x), se obtienen las curvas
de la Figura 1. Alli se encuentra que g(x) es una contraccion de la grafica de
f(x) y que h(x) es una dilatacion de la gréfica de f(x).

X
Figura 1
Ejemplo 1
En una practica de biologia y geologia
encontraron que el nimero de gusa- Y
nos de seda que crié cada grupo de 909
X f(x) g(x) trabajo sigue la funcion f(x) = x> + 1,
0 1 3 donde x es el nimero de semanas.
1 2 6 Sien el curso hay tres grupos, el mﬁme—
5 . 15 ro de gusanos que hay en total al final
de cada semana serd el que aparece )
3 10 30 en la tercera columna de la Tabla 2. Es-
4 17 51 tos valores corresponden a la funcién b X
. . |
5 % 78 g(x) = 3f(x) que asocia directamente ol 1
S los valores de la tercera columna con o

los de la primera. En la Figura 2 se ob-
servan las graficas de f(x) y g(x).
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Bloque de Algebra y funciones _
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Destreza con criterios de desemperio: Realizar operaciones con funciones de manera algebraica.

1.2 Suma y diferencia de funciones
La suma de las funciones fy ges otra funcion (f + g) que a cada x del do-
minio comun de ambas le hace corresponder f(x) mas g (x).
(f +8)x) = f(x) + gkx)
Ejemplo 2

Dada las funciones f(x) = x> + 1y g(x) = 3x la expresion algebraica
correspondiente a la funcion suma (f + g) se obtiene como sigue:

f+g =0+ +3x=x+3x+1

En la Tabla 3 se encuentran los valores de las funciones f(x), g(x) y (f + g)(x).

La diferencia de dos funciones fy ges otra funcion (f — g) que a cada x del
dominio comun de ambas le hace corresponder f(x) menos g(x).

f — &) = fix) — gkx)
Ejemplo 3

Sifix) = 2 — 5x + 1y g(x) = 4x — 3, entonces:
f—g=@¢—5x+1)—(4x—3)=2¢ — % +4

1.3 Producto y cociente de funciones

El producto de dos funciones fy g es otra funcion f - g que, a cada x del
dominio comun de ambas, le hace corresponder f(x) por g(x).

(f- 8)x) = f(x) - g(x)
Ejemplo 4
Con f(x) = x* + 1y g(x) = —x, se tiene que:
(f-)(x) = fx) - glx) = (¢ + N)(—=x) = —x* — x

Los valores de la cuarta columna de la Tabla 4 son los productos de f(x) por
g(x), y corresponden a la funcion producto (f - g)(x).

El cociente de dos funciones fy g es otra funcion f + g que, a cada x del
dominio comun de ambas, le hace corresponder f(x) entre g(x).

F iy = f¥)
[g](x) %,g(x)a&o

Ejemplo 5

g(x)

Hg= 0 — _xX+1
[gJ(X) o) X
Las funciones f - gy f + g solo estan definidas en el dominio comun de las

funciones fy g. Para la funcion g + f se deben descartar del dominio comun los
valores de x que anulan a la funciéon del denominador (Tabla 4).

La funcién cociente (éj(x) = M siendo fix) = x> + 1y g(x) = —x es:

x [ fx) | gx) | (f+8 W
-3 10 | -9 1
-2 5 | -6 —1
—1 2 -3 —1
o 1] o0 1
1] 2| 3 5
20 5 | 6 1
3010 9 19

Tabla 3

Ten en cuenta

El dominio de las funciones f + g
f—gkfyf- gloconstituye la intersec-
cién de los dominios de fy g, es decir,
aquellos valores de x comunes de las
funciones fy g.

En la funcion definida como

£y = -
E) ) (%) el dominio no
incluye los valores de x para los cuales

gx)=o.
U

f
x | flx) | g(x) (f-9x) E(X)
-2] 5 2 10 25
-1 2 | 1 2 2

No esta
0 1 0 0 definido
1] 2 [ —1] =2 -2
2 5 -2 —10 —25

Tabla 4
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Q Operaciones con funciones

1.4 Composicion de dos funciones

La composicion de una funcion fcon otra ges la funcion g o f definida del
siguiente modo.

(g°Hx) = glf(x)]
La composicién de funciones no es con-
mutativa; es decir (g © £)(x) # (e g)(x)

Ejemplo 6
Considera las funciones f(x) = x> + 5y g(x) = x*.

X f X +5 ¢ (2 + 5)°
.4 e
gof

La funcidn que asocia a cada x el valor (x* + 5)* se llama funcion compuesta
defyg Seescribegeofy selee “gcompuesto con f.

Actividades resueltas
Ejercitacion
. 2X
@Ten en cuenta las funciones f(x) = ~+3 ) = x + 3x+ 1
® yencuentra el resultado de las siguientes operaciones.

a.(2/)(x) b. (3g)(x) ¢ (f+e)k)

Solucion:

2. (G0 =2-fi) =2+ —25 = 25

b.(39)(x) =3-g(x) =3(x*+3x+ 1) =3+ 9%x+3

c (f+ ) = flx) +glx) = Xi—x3 + X+ 3x+ 1

La funcion f no existe en x = —3; por lo tanto, las funciones 2fy f + g
tampoco existen en x = —3.
@ Halla la expresion de las funciones gofy fogsifix) = x — Sy g(x) = 2 + 1.
Solucion:
(goNlx) =glf)] =glx = 5] =2(x = 5)*+ 1=2(*— 10x + 25) + 1
=2x* — 20x + 57

(feg)x) =flg)] =fl2X + 1] =2+ 1—-5=2"—4

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

3  Ten en cuenta cada par de funciones y encuentra 4 | Calcula teniendo en cuenta que
® ftef-gfg % y sus respectivos dominios. o m(x) = x—1nKx) =xyh(x) =x+4
a. flx) =x—3,gx) = x? a. (m + n)(4) b. (m — n)(4)
2 4 c. (n + h)(4) d. (h + m)@)
b. fix) = 7,g(x)= T %
e. (n — h)(4) f. (n— m)4)
C ) =X+ 26 g(x) =3¢ — 1
g (h-n)4) h. (m - h)(4)

df0x) = \J4— x, 809 = 1= x (m)() .
(m), _'
e f)=\9— X8 =Jx —4 5 j

m
o0 = 27 50 = o |

)
h
_j(
m

)
4)

(
[
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Destreza con criterios de desemperio:

5 Halla las funciones fo gy g f, si f(x) y g(x) son las que
se indican en cada caso.

a. fix) =
b. f(x) = 2x + 3, g(x) = 4x — 1

X
X+4,g(x)=2x—1

c fix) = x—4,g(x) = |x — 4

d. flx) =6x — 5gx) =
e. flix) =
f.fx)=x%gx)=x+1

g fx) =x%glx) =x =3
h. fix) =

X
X+ 1
x|, gx) =2x +3

1 _
X,g(x)—2x+4

L) = =800 = x

6 | Considera las funciones f(x) = x — 5y g(x) =2 — X%
Luego, evalla cada expresion.

a.(feg) () b. (g°)(x)
c.(fef) ) d.(g°g)x)
e. flg(0)] f. g[f(0)]

g ff(4)] h. glg(3)]

i (feg)(—2) j-(g°N(=2)
k. (feH(=1) 1 (g°9)2)

Razonamiento
7 | Analiza cada situacion y resuelve.
a. Sean las funciones f(x) = 5x* + 3y g(x) = x + 7.
« Calcula las funciones gefyfog.

« ;Es conmutativa la composicion de funciones?

b. Dadas las funciones f(x) = |x|, g(x) = 3xy
h(x) = x* + 4, calcula las siguientes funciones.

3f f+2g
g h %

c Sif(x) =3x—6y g(x) = x>+ 2x — 4, calculalo
que se indica en cada caso.

A+g g 3f
. £
f-g 7
fog g°f
8 | Encuentra las imagenes de x = —2y x = 1, mediante

las funciones (g © f)(x) y (f° g)(x), siendo:

flo) =26 = 9y glo) = 3

Realizar operaciones con funciones de manera algebraica.

9 | Elabora la grafica de las funciones que se indican a con-
tinuacion, si sabes que flx) = /X =3y g(x) = \/x — 1.

a. fix) + g(x) b. f(x) — g(x)

¢ f(x) - g(x) d. g(&))

e fog f.gef
Modelacién

10 Leey resuelve.
I X
® |2 solucion de fogo h donde fix) = P
g(x) = x"y h(x) = x + 3 se muestra a continuacion:

(fegeoh) = flglh(x)]] = flglx + 3)]

=fite+37 = 255

Calcula:

a.gohef b. hogof
c.geofeh d. hofog
e.fogeh f.fohog

Resolucion de problemas

@ En la Figura 3 se represento la siguiente situacion.

®  Un bugue que viaja a 20 millas/h con una trayectoria
paralela a una orilla recta. El buque esta a 6 millas de la
orillay pasa cerca de un faro a mediodia.

Figura 3

a. Expresa la distancia y del faro y el buque como una
funcion de x, la distancia que ha recorrido el buque a
mediodia; es decir, encuentra f de modo que y = f(x).

b. Expresa a x como una funcién de t, el tiempo
transcurrido desde mediodia; es decir, encuentra g
tal que x = g(t).

¢. Encuentrafo gy explica qué representa esta funcion.
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6 Funciones inversas

2.1 Definicion de funcion inversa

.
Explora

Sean las funciones:

f(x) = \Jx +2 donde x = —2
gx) =x*—2conx € R" U {0}
S Calcula las funciones fe gy g°f.

) Seobserva que:
e (fo@)¥) = flg)] = fi2 — 2) = =242 = x
- o) =gl = gfx+2) = (Jx+2) —2=x

Se observa que las dos funciones fo gy g © fasignan a cada valor x el mismo ntime-
ro x. La funcion que cumple esta propiedad se denomina funcién identidad, i(x).

J .
(fog)) = (gof)x) =x=fog=geof=i
Como al componer las funciones f y g se obtiene la funcion identidad, se dice
que son funciones inversas o reciprocas.
La funcién inversa de una funcion f se representa por f~.
Dos funciones fy g son inversas si se verifica que fe g = gof =, siendo i la
funcion identidad.
Si la funcion f transforma el valor x en y = f(x), la f
e . . - /—\.
funcion inversa transforma y en x, es decir, f'(y) = x. X \]ﬁ/ y
Las graficas de una funcion fy de su inversa f~' son simétricas con respecto a
graficadelarectay = x.
Ejemplo 1
Retomando las funciones f(x) = Jx+2, con x = =2y glx) = x¥* — 2,
con x € R* U {0}, se tiene que g “deshace” la transformacién que realiza la
funcion fy viceversa. Por ejemplo, f(—1) = 1, mientras que, g(1) = —1.
Por otra parte, al representar las funciones fy g en el plano cartesiano, se encuentra
que sus graficas son simétricas con respecto a la recta y = x. Observa la Figura 1.
2 -
2.2 Calculo de f*
Una manera de calcular la funcién inversa de f se muestra en estos pasos:
1.Se despeja la variable x de la ecuacion y = f(x).
gura 1 2.Se intercambian las variables x y y en la ecuacion obtenida.

Ejemplo 2

Para hallar la funcion reciproca de f(x) = y = 3x — 1, se despeja la variable x
., +

enlaexpresiony =3x — 1=>x = ‘%

Seintercambian xy y: y = = —;— ! =f(x) = X‘; L

Actividad resuelta

) Comunicacion
@ Halla y representa la funcion reciproca de fix) = y = —2x + 4.

Fii) ® Solucion: .

5 Primero se debe despejar la variable x en y = —2x + 4. Luego, x = >
X . A . _x—4 N X4
o) Alintercambiar x y y se obtiene y = — Por lo tanto, f'(x) = —
La representacion grafica de las funciones f(x) y f~'(x) se muestra en la Figura 2.
Figura 2

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion

2 Calcula la funcion inversa de f(x), en cada caso.
°
a 00 =3x+7 b. f(x) = %
_ 2 _ x+1
c flx) = ” 3 d. f(x) 3

Comunicacion
3 | Considera la funcion fix) =y = 2x + 2.
a. Halla la funcion inversa de f.
b. Representa la funcion fy su inversa. ;Como son
respecto de larectay = x?
4 | Ten en cuenta la funcién f(x) = 3x* — 5.
a. Halla la funcion f~.
b. Calcula la composicion de estas funciones.
fref fef™
c. Las expresiones que obtuviste al realizar las ante-
riores composiciones, json funciones?

5  Calcula lo que se indica a continuacion, si

S0 = 255 val) = 5= 2x

X
a. f'(x) b. g7 '(x)
< f13) d g ')
6  Calcula las imagenes de x = 0, x = =1y x = 2

mediante las funciones (g © f)(x) y g '(x), siendo

fix) = 3x* + 4xyg(x) = Jx — 9.

Razonamiento

7 ' Relaciona cada funcion con su respectiva inversa.

ay=4x+2 f”(x):)(—;3
b.y=7x—-3 f0) = 2(x + 4)
c.y=10x—5 fix) = )%312
dy=-3x—12 X)) = Xzz
ey=%-4 RO

8 | Analizay responde.

® a. Sif(x) esinvertible y creciente, jes f~'(x) una fun-
cion creciente?

b. Si f(x) es invertible y concava hacia arriba, jes
f7"(x) una funcién céncava hacia arriba?

¢. Sif(x) esinvertible y decreciente, jes f~'(x) una
funcion creciente?

Identificar la funcion inversa y representarla graficamente.

9  Justifica cual de las siguientes funciones es la funcion
® inversa de sf misma.
_ _ 4
a. y=2x b.y= 4
- X = 2
¢y=z dy —
_— —_— f— X
ey=—5%—5 fy T—x

10 Argumenta por qué las parabolas no tienen inversa.

11 Razona acerca de por qué la funcién f(x) = |x| no tie-
@ ne funcion inversa.

12 Dibuja la grafica de la funcién inversa de estas funciones.

Figura 3

Figura 4

Resolucion de problemas

@ Calcula el valor de la funcion f(x) =

x = 1yx = —2.Esta funcién tiene inversa? Justifica.

x>+ 2
5 Ppana

@ Se designa por x la temperatura expresada en grados
Fahrenheit y por f(x) la misma temperatura expresada

en grados Celsius. Sabiendo que f(x) = (x — 32) - %

y que f(40) = 49—0 y que f(50) = 10, contesta las
siguientes preguntas.

a. ;Cuadl es la temperatura Celsius correspondiente a
35 grados Fahrenheit?

b. ;A qué temperatura expresada en grados Fahrenheit
hierve el agua?

C. ;A qué temperatura expresada en grados Fahrenheit
se congela el agua?

Por sus servicios, un investigador privado requiere una

® cuota de retencién de $ 200mas $ 50 por hora. Sea x
el numero de horas que el investigador pasa trabajan-
do en un caso.

a. Halla la funcion que modela la cuota del investiga-
dor como una funcion de x.

b. Encuentraf" (x). ;Qué representa?

¢. Encuentra f' (650). ;Qué representa?
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3

-
Explora

Sea la funcién:

-

fX)=8x+ 5 —3—2

» ;Qué clase de funcion es f(x)? ;Cua-
les son sus caracteristicas?

J

0,5+

Figura 1

Figura 3

Funciones polinomicas

3.1 Funciones polindmicas de tercer grado
La expresion algebraica de la funcion f(x) es equivalente a:
fix) = =3 +5¢ + 8x — 2

Esta expresion es un polinomio de grado 3, porque 3 es el mayor exponente de
la variable x. A este tipo de funciones se les denomina funciones polinémicas.

Se observa que f(x) esta definida para cualquier valor real, por lo que D(f) = R. Ademas
todo x tiene una imagen a través de f en el conjunto de los niimeros reales, esto sig-
nifica, que es una funcion continua tal que R(f) = R, como se muestra en la Figura 1.
Una funcién polindmica de tercer grado, llamada también ctbica, es de la forma:
fix)=ax* + bx* + cx +dcona,b,c drealesya # 0
« El dominio de la funcién es el conjunto de los nimeros reales.

« La funcién es continua en todo su dominio.

Y
Ejemplo 1 5
En la Figura 2, se puede verificar que | X
la funcién polinémicaf(x) = —x* — 4 \\O 1
es continua. Su dominio y su rango
coinciden con el conjunto R. \

rq
Figura 2

3.2 Funciones polinomicas de cuarto grado

Una funcién polindmica de cuarto grado, llamada también cuartica, es de la forma:
fix)=ax*+ bx* + o+ dx + e cona b,c derealesya # 0
« El dominio de la funcién es el conjunto de los nimeros reales.

« La funcién es continua en todo su dominio.

Actividad resuelta
Comunicacion
Representa la funcion f(x) = x* — x%
@ Solucion:

En este caso, se resuelve la ecuacion f(x) = 0, con el fin de determinar los
puntos de corte de la grafica de la funcién con el eje X. Esto es:

X =xX=xx—-1)=0=2x=0x=1yx=—1
También resulta util calcular algunos pares adicionales de valores de la
funcion, con lo cual se completa una tabla como la siguiente.

1 1 1 1
x V=% 7% N 7 !
3 _ 15 3 | 15
o 0 7% T | %l 6| me |0
Tabla 1

Al representar estos puntos se obtiene la grafica de la Figura 3.

Es importante recordar que, a mayor cantidad de valores que se evalten
en la tabla, mayor precision en el trazo de la grafica.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio: Definir y reconocer una funcién polinémica de manera algebraica y grafica.

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion Razonamiento
2 | Completa una tabla de valores para representar cada

funcion cubica.

a. f(x) =2¢
cfx)=x—3

8 Relaciona cada funcién polinémica con su grafica
@ correspondiente.

a. P(x) = x(x* — 4)

b. Qx) = —x¥(x* — 4)
C R(x) =x"+2¢

d T(x) = —x*+ 2%

b. f(x) =2 —x*

d flx) = —3°+2

3 ) Representa las siguientes funciones cuarticas.
a. flx) = x* b. f(x) = 2x*
cflx) =x+1 d. flx)=2x"—3

4  Haz un bosquejo de la grafica de cada funcion polino-
mica, presentada de forma factorizada.

a. () = (x = Dx +2) «, // ; \\ :

b. m(x) = (x — 1)*(x — 3) 0 0

c tlx) = %X(X —5) \

d. p(x) = (x — 3)(x + 2)(3x — 2) Figura 4 Figura 5

e. r(x) = (2x — Nx + 1)(x + 3) Y 4l
Razonamiento / \ / 1\ /

5 ) Ten en cuenta las siguientes funciones polinémicas.
fx)=—=x+xygx) =x"+x

a. Construye una tabla de valores y realiza las graficas I /
correspondientes. ’ | I

b. Describe el dominio. Figura 6 Figura 7
c. Determina el recorrido. »

Resolucion de problemas
d. Encuentra los cortes de la grafica con los ejes.

Se construye una caja abierta de una pieza de cartdn
de 20 cm por 40 cm cortando cuadrados de longitud
lateral x de cada esquina y doblando hacia arriba los
lados, como se observa en la Figura 8.

. Estudia la simetria.

o

f. Estudia la continuidad.

g. Analiza los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la gréfica.

h. Encuentra los maximos y los minimos. X

[ 40 cm UL
f

6  Elabora las graficas de estas funciones en un mismo
plano cartesiano. Luego, responde las preguntas. 4

X

y=xLy=xy=x'yy=xpaa—1=x=1 T

a. ;A qué se asemejaria la grafica de y = x'® en este

mismo intervalo? Figura 8

b. ;Qué se podria decir acerca de y = x'7?
a. Expresa el volumen V de la caja como una funcién

7 ) Justifica si las proposiciones son falsas o verdaderas. en términos de la longitud x.

APPLICA © EDICIONES SM

a. El dominio de toda funcion polinémica esta con-
formado por los niimeros reales positivos.

b. El rango de las funciones polindmicas es R.

b. ;Cual es el dominio de V?

c. Realiza una grafica de la funcion V' y empléala para
estimar el volumen maximo de la caja.
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/l; Funciones exponenciales

(Explora

La vida media del elemento radiactivo
estroncio 90 es de 28,8 afos. La funcion
que modela el nimero N de nucleos
por desintegrar durante un tiempo t
en anos, es

t
N(t)=N,-2 7
donde N, es el nimero de nucleos

que hay inicialmente y T la vida
media del reactivo en afios.

« Sien el afo 2000 se tenian 20 nu-
cleos de estroncio 90, jcuantos
nucleos por desintegrar quedaran
en el afo 20537 Elabora una grafi-
ca de la funcién dada.

Ten en cuenta

Las funciones exponenciales sirven para
describir fenémenos de crecimiento
y decrecimiento, tales como los cre-
cimientos de la masa arborea de un
bosque o de una colonia de células, o
la desintegracion radiactiva, entre otros.

Hden
/
1
L LX
_}' C
L
O] 1 X
Figura 2
Y
\
1
L LX
y=a el (a)
\\
Of 1 X

Figura 3
8

\

N J

Para determinar la cantidad de nucleos por desintegrar en el afio 2053, se
sustituye N, = 20,t = 53y T = 288 en la funcion N(t), ast:
53

N=20-2 %88 =559

Lo anterior indica que, en el afio 2053 quedaran 5,59 nucleos de estroncio 90 por
desintegrar. La grafica de la funcion N se observa en la Figura 1.

antidad de Nucleos

0
15
10 N

= (53:5,59
. — 3o
° \\

(an
(O] 10| 2 0 0. 60| 7
Figura 1

Las funciones de la forma y = a*, donde a es un numero real positivo distinto
de 1, se denominan funciones exponenciales.

El dominio de una funcién exponencial es el conjunto R, y su recorrido, R*.
Estas funciones son continuas en todo su dominio.

4.1 Propiedades de las funciones exponenciales

Las funciones exponenciales cumplen las siguientes propiedades.

o Sus graficas pasan por los puntos (0, 1) y (1,a), yaquea® = 1ya’ = a.

o Sia > 1,lafuncién y = a*es creciente en todo el dominio (Figura 2).

« Si0 <a<1,lafunciény = a*es decreciente en todo el dominio (Figura 3).

« Para estas funciones, la recta y = 0 es una asintota horizontal cuando
x— —%®sig>1,ycuandox = +®si0<g<T.

Ejemplo 1 »

Las graficas de las funciones f(x) = 2*y g(x) = (%j se muestran en la figuras
4y 5, respectivamente. Las caracteristicas de las funciones son:

« Ambas funciones pasan por (0, 1).

« La funcion fes creciente y la funcion g es decreciente.

« Tanto f como g tienen al eje X como asintota horizontal.

Y 1%

| \

/ \

) = 2"

AN —t = i é
] s k2 i g
— — 5
o 1 X 0 X 8
©
<
Figura 4 Figura 5 5
<
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Destreza con criterios de desemperio: Definir y reconocer una funcién exponencial de manera algebraica y grafica .

4.2 Funcion exponencial natural

La funcién de la formay = e* es una funcién exponencial cuya base es el llamado

ndmero de Euler (e = 2,718281828..), se denomina funcién exponencial natural. La funcion y = e es una exponen-
Para dibujar la grafica de la funcion y = €% se completé la Tabla 1y se represen- cial importante porque aparece en
taron algunos puntos. Observa la Figura 6. la descripcién de multiples procesos
naturales, como el crecimiento de po-
v . . . .
X fx) = & blaqcznes de p:ncroorgarnsmos E'st.a
- funcion también permite describir,
=3 e” =005 procesos como las desintegraciones
-2 e’ =0135 | radiactivas.
-1 e’ =10,368 | ./
0 e =1 /
1 e' =2718 y=e
2 e’ = 7,389 J
—
3 e’ = 20,086 0 X
Tabla 1
Figura 6
Ejemplo 2
A continuacion se estudia como la gréfica de la funcion flx) = —e 9 — 2
es una transformacion de la funcién exponencial natural y = e~
Funcion Transformacion
» El signo menos en el exponente significa que la grafica de
=e . .
y y = e*se refleja con respecto al eje Y.
——— El nimero —3 indica que la grafica dey = e se traslada
3 unidades a la derecha.
——— El signo — antes de e, significa que la gréficade y = e=*~%
se refleja con respecto al eje X.
y= —e iy El nimero —2 indica que la graficadey = —e %V se
traslada 2 unidades hacia abajo.
En la Figura 7 se observa la secuencia de las graficas obtenidas con cada trans-
formacion hasta llegar ala de f(x) = —e ™ *2 — 2.
y=er |\ YT
\ / \ ydet (Razonamiento matemético)
Relacion entre e*y —e ™
, La grafica de la funcion m(x) = —e™,
y=el - - X es un reflejo de la funcién y = e* con
o — respecto al eje Y'y luego con respec-
to al eje X.
) i « ;En qué cuadrante del plano carte-
/ siano esta graficada la funcion m(x)?
|

Figura 7
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Q Funciones exponenciales

Ten en cuenta

El dominio de funciones que modelan
situaciones relacionadas con tiempo,
personas y magnitudes positivas en ge-
neral, siempre debe partir desde cero.

En la calculadora

Para calcular potencias del nimero e, se
utilizan las teclas: & @9

Por ejemplo, para resolver la potencia
e**" se digita:

o000

y se obtiene:

1261890

o Calcula las potencias €™ y e %",

4.3 Crecimiento y decrecimiento exponencial

Paraanalizar algunos fenémenos estudiados en diferentes areas del conocimiento
que siguen un comportamiento exponencial, se utiliza con frecuencia la formula
conocida como formula de crecimiento exponencial, dada por:

— th
flt) =Xe
En esta expresion, X es el valor inicial de la variable estudiada, t es el lapso de
variacion continua y k es la tasa de variacion.

Ejemplo 3

La formula de crecimiento poblacional para una regién donde habia 250 000
habitantes en 2014 y un crecimiento anual de 1,5% esta dada por

f(t) = 250000 + €015
Si se desea saber cuantos habitantes habra en el afio 2025, se reemplaza en la
funcion f, el tiempo t por 11 afos, asf:
f(17) = 250000 - %51 = 294848
El anterior resultado indica que, en el afo 2025 la region tendra 294 848 habi-

tantes. En este caso, el dominio de la funcion es el conjunto R*, porque los
afos son magnitudes positivas, y el rango [250 000, %).

Actividad resuelta

Resolucion de problemas
Para determinar la cantidad M de miligramos de un medicamento que
® hay en el torrente sanguineo después de t horas de ser suministrado a un
paciente, se puede emplear la funcién M(t) = 3e™*.

a. Después de una hora, jcuantos miligramos estaran presentes en el
torrente sanguineo del paciente? ;Y después de 5 horas?

b. Elabora la gréfica de la funcién M(t).
Solucién:

a. En esta situacion, basta con calcular el valor de la funcién M(t) para
t = 1.Esto es: M(t) = 3¢ = M(1) = 3¢~ % "= M(1) = 2,01.

El resultado anterior significa que al cabo de una hora de suministrado,
hay 2,01 mg de medicamento en el torrente sanguineo del paciente.

De manera andloga, parat = 5, se tiene: M(5) = 3¢~ %> = M(5) = 041.

Por lo tanto, al cabo de 5 horas, habra 0,41 mg de medicamento en el
torrente sanguineo del paciente.

b. En la Tabla 2, se registraron algunos valores de la funcion y se obtuvo
la grafica de la Figura 8.

t M(t) 31 dantidad (mg

1 2,01 2

2 1,35 L

4 061 B I —~
5 041 2 t (horas)

Tabla 2 Figura 8

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Comuncicacion

2 Calcula las siguientes potencias.
°

a 52,23

b. 3747 1]
4

3 ' Completa una tabla de valores y representa las funcio-
® nes de cada par en el mismo plano cartesiano.

X

. 1
a.y=3 y=§
b.y=6" y=67"

X 1X
cy=+4 y:Z

Razonamiento

4 ) Determina, sin dibujarla, si cada funcién es creciente
® o decreciente.

()

cy=5>"

b.y=7

o

5  Representa las siguientes funciones exponenciales.

Modelacion

a.y=2" b. y=3~
cy=5 d y=7
1 X
e.y=|-— f.y=3
v=(3) y
g y=2e" h. y=—¢
iy = —2" joy=—¢e*

Comunicacion
6 Responde estas preguntas.
a. ;En qué puntos corta a los ejes de coordenadas la
graficadey = 8
b. ;Es creciente o decreciente?
c. ;Presenta algun tipo de asintota?

7 ' Realiza paso a paso la grafica de cada funcion. Describe
su dominio, su rango y su asintota horizontal.

a.y=2"+1 b.y=3—-2
cy=3"" dy=2"?
ey=e” fy=—e
gy=e—1 h.y=2—¢*
iy =2e" jy=—2"

Definir y reconocer una funcién exponencial de manera algebraica y grafica .

Resolucion de problemas

Supdn que te ofrecen un empleo que dura un mes
y te pagan muy bien.

'-:‘auoo\pa WS

;Cual de los siguientes métodos de pago consideras
que es mas rentable?

a. Un millén de dolares al final de mes.

b. Dos centavos el primer dia del mes, 4 centavos el
segundo dia, 8 centavos el tercer dia y, en general,
2" centavos en el n-ésimo dia del mes.

@ Sara se encuentra realizando un trabajo de investigacion

® sobre como varia la presion atmosférica en relacion

con la altura sobre el nivel del mar. Como parte de su
trabajo registro algunos datos en la Tabla 3.

Altura | Presion
(m) (mbar)
100 980

1100 882

2100 790

3100 718
Tabla 3

Ella propuso el siguiente modelo para determinar la

presion, p, a una determinada altura, h.
h

py - k'™

a. Utiliza los dos primeros datos de la tabla para
determinar los valores aproximados de p |y k
segln la propuesta de Sara.

b. Sara solo considerara valido el modelo si los otros
dos datos se desvian menos del 1% del valor
predicho para ellos segin su propuesta. ;Debe
considerarlo valido?

c. Calcula la presion, segiin el modelo de Rocio, a
una altura de 4100 m.
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/5\' Funciéon exponencial

Al analizar los datos se encuentra la siguiente secuencia:

102""=10° = 100

(- )
Explora 1022=10% = 10000
En la Tabla 1 se registré la variacion 102 = 10° = 1000000
anual de un cu.lt|vo de bacterias 102" = 10® = 100000000
durante un experimento.
Por lo tanto, se deduce que la funcion exponencial que modela el crecimiento
Afio | Bacterias de las bacterias en x afios se puede expresar como y = 10*.
1 100
5 10000 La funcién y = 10* es una exponencial que describe multitud de procesos natura-
les. Sudominioes R, y surecorrido, R™. Es continua y creciente en todo su dominio.
3 1000000
4 100000000 .
Ejemplo 1
Tabla 1
En la Figura 1 se representaron los Ngimero f
. s ae
datos acerca de la variacion del bacterias I
cultivo de bacterias. En esta se en- 1060000
cuentra que la funcion y = 10* es c00.0bo
creciente en todo sudominio y que Anos
su asintota horizontal es el eje X. 0
Figura 1
Actividad resuelta
« jQué funcion exponencial modela Modelacién
el CfeC|m|ento~ de las bacterias en 1 )Representa las funciones exponenciales y = 10y y = 10" en el mismo
un tiempo x anos? ) plano cartesiano.
Solucion:
Con ayuda de la calculadora, se completa la Tabla 2.
x -2 -1 0 1 2 3

_ 1 1 - 1
Ten en cuenta y= 10% 1072= ~|_02 = 160 10 '= E 1110 =10 102 = 100 | 10® = 1000

Por las propiedades de los exponentes,

. . = 1 _ 1 _ 1
g r= ~)=102= “N=10'= 107'=— [107?= — | 107°= —
se cumple la siguiente igualdad: 10 | 1077=10°=100 | 10°°V=10'=10 | 1 0 100 7000
1

107 = 16)( Tabla 2

Al representar los datos registrados en la tabla, se obtienen las graficas
que se observan en la Figura 2.

Y
Hun x
y=m0 "\ r=1
TECNOLOGIAS 1
de la informacién y la N
comunicacion
Of 1 X
http://www.vitutor.com/fun/2/c_13.html g
Refuerza tus conocimientos sobre En la figura se encuentra que la funcion y = 10*es creciente en todo
funciones exponenciales. su dominio, mientras que y = 10" es decreciente. Ademas, la asintota

horizontal para las dos graficas es el eje X.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas
Ejercitacion

2 Calcula las siguientes potencias:
1

a. 10 2 b. 1015

c. 1074 d. 107

3 | Construye la grafica de cada funcion eindica el dominio,

® elrangoy las asintotas.
a.y=10"* b. y = 10>
1 3
CV= 90~ dy= 35
e.y=10"2 f.y=10"*
Modelacion

4 | Representa en los mismos ejes las siguientes funciones
exponenciales.
a.y=—10yy =107~
b.y=10"yy = 107"

5 | A partir de la grafica de la funcion y = 10% traza las
graficas de las siguientes funciones.
a.y=10"+1 b. y =2(10")

cy=107" d.y=—10

6 ) Grafica los datos de la Tabla 3 en un plano cartesiano
con una escala adecuada para representar los valores

de y. Luego, resuelve.

X u(x)

1 1000

2 1000000

3 7000000000

4 1000000000000

5 7000000000000000

a. ;Cudl es la expresion algebraica de la funcion u(x)?
b. ;Por qué la funcion es creciente?

c. ;La gréfica de u(x) tiene asintotas?

N P . 10 . 2
Definir y reconocer una funcién exponencial y=x"~ de manera algebraica y grafica .

Razonamiento
7 | Escribe F si la proposicion es falsa o V, si es verdadera.

a. Lafuncién y = 10 es una funcién exponencial espe-
cial porque puede modelar cualquier situacion real.

b. La Unica asintota de la grafica de la funcion
y = 10"eseleje .

c. Lagrafica de la funciény = 10°* 7 es la gréfica de la
funcion y = 10* desplazada 7 unidades a la izquierda.

8 | Relaciona cada funcion con su respectiva grafica.

a.y=10* b.y=10"¢
cy=10"? d.y=10"04""
Y Y

X ~_ X
o) o]
Figura 3 Figura 4
Y Y

A X X
_ o} o)

Y

Figura 5 Figura 6

Resolucion de problemas

9 ' Laenergialiberada en un terremoto medida en kilova-
tios-hora, sigue aproximadamente la funcién:

E(x) = 0,02 - 10"
En esta expresion, x es la magnitud del terremoto en la
escala de Richter.

a. Si un terremoto tuvo una magnitud de 8, jcual fue
la energia liberada?

b. Realiza la grafica de la funcion E.
c. ;Cual es el dominio y rango de la funcién E?

d. Investiga como se define la energfa liberada en un
terremoto.
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/g Ecuaciones exponenciales

De acuerdo con el enunciado del problema, después de x dias, el nimero de perso-
nas que tienen el correo es 4* Por lo tanto, se puede plantear la siguiente ecuacion.

R F=1024> 4 =F=x=5

~

Explora
El resultado anterior significa que transcurrieron 5 dias desde que Andrés
reenvié el correo.

Andrés recibe un correo electrénico
que reenvia a cuatro amigos. Al dia si-
guiente, cada uno de ellos lo reenvia

. . Las ecuaciones en las que la incégnita aparece en el exponente se denominan
a otros cuatro y asi sucesivamente.

ecuaciones exponenciales.
F’

¢
g Ejemplo 1
3 « Lasolucion de la ecuacidn 2¢ 76 = 32% se muestra paso a paso a continuacion:
206 = ) Se escribe 32 en términos de sus factores primos.
—a x>+ 6 =5x Se igualan los exponentes porque las bases son iguales.
X —5x+6=0 Se iguala la ecuacién a 0.
| (x—=3)(x—2)=0 Se factoriza.
= - 'ﬁ B X=3yx=2 Se resuelve cada ecuacion.
+ Determina cuantos dias transcu- Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion son x = 3y x = 2.

rrieron desde que Andrés reenvié

. _ « Observa cdmo se resuelve la ecuacion 4 — ¥ = 8.
el correo, si lo recibieron en total

1024 personas. =1 =38
K j x\2 X = . . .
2P —2-22=8 Se escriben las potencias como potencias de base 2.
w—=2u—8=0 Se hace cambio de la variable con 2¥ = u.
u=4yu= —2 Se resuelve la ecuacion cuadratica resultante, en términos de w.
CRazonamiento matemético) ¥ =4y2¥= —2  Sedeshace el cambio de variable.
Ecuacién exponencial X=2y=—2 Se obtiene la tinica solucion posible.

. ., a b
Considera la ecuacién 20 = 86, -
Actividad resuelta

o ;Qué relacion se puede establecer
entre las incognitas a y b?

Comunicacion
1 ) Resuelve la ecuacion 37" + 3* + 31 = 104.

Solucion:
Se busca que en todos los exponentes aparezca solo la incognita x.

I I =104 S 333 = 104

Se realiza el cambio de variable 3* = u.

Ten en cuenta
u

:
+u+3-u=104:>(g+1+3ju=104

Cualquier ecuacién exponencial, des- 3
pués de aplicar las propiedades de las N Eu 104 =y = 104-3 _ 2%
potencias 0 un cambio de variable, se 3 13
transforma en una ecuacion del tipo Después se deshace el cambio de variable reduciendo la ecuacion inicial
a*= b. Para resolverla hay dos opciones. a una que tiene solucion directa.
* Si b es una potencia de g, la resolu- U=24=3 =24
cion es inmediara. Como 24 no es potencia de 3, se toman logaritmos decimales en ambos
« Si b no es una potencia de g, se to- miembros de la igualdad. z
. » log 24 z
man logaritmos decimales. log 3* = log24 = x log3 = log 24 = x = 8 — 289 8
log3 3
[©]
g
£
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Destreza con criterios de desemperio: Resolver ecuaciones exponenciales aplicando diferentes procesos algebraicos.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion Razonamiento

3 | Relaciona cada ecuacion con su respectiva solucion. 6 | Analizay responde.

APPLICA © EDICIONES SM

a. e>*1 =200 ( )6213
b. (1j =75 ( )o62
4
C. 5= 4 ( )927
d. 10" = & ( )215
e. 2¥H1= 32 ( )—295
f72 =5"* ( )056
50 _ _
& e 4 ()24
0 _ .
h. e =2 ()—3M
4 | Selecciona los valores que satisfacen cada ecuacion.
a. xX2x— 2=

C+ ) C=—1 ) C2 )
b. X210 — x10* = 2(10)
C+» ) C=— ) C2 )

C. 4x3e = 3x%e > =0

ERNENIEN
d xe—xe— e =0

=) (8 (=2
e.eX—3+2=0
[In2][0][ln1]
feX—e—6=0

) =2 Cm )

g e¥+4e¥—21=0
Ealealan
2 2
Resuelve estas ecuaciones exponenciales.
® a2+t =1384
b. 5 + 51 + 5+2 = 775
C.9—10-3"1+81=0

d 4—9-2°=—20
e 4+ 24 =3

[,

Sin resolver la ecuacion, encuentra dos niimeros ente-
ros entre los que debe quedar la solucion de 9* = 20.
Haz lo mismo para 9° = 100. Explica cémo llegaste a
tus conclusiones.

Encuentra la soluciéon de estas ecuaciones.

a. 45 =500

b. 5+ 5= 2500
C. 6% = 46656
d. 7-371"=567

Resolucion de problemas

Observa las graficas de las funciones s(x) = 3**2y

w(x) = e *en la Figura 1y responde.

a. ;En qué coordenada aproximada ocurre que
s(x) = w(x)?

b. Soluciona la ecuacion 3**? = e™~2 para saber con
exactitud el punto de corte entre las funciones s y w.

c. ;Qué funcion es decreciente?

d. ;Qué funcion es creciente?

Figura 1

Un lago pequefio contiene cierta especie de pez. La

poblacion de peces se modela mediante la funcion:
10

T+ 4e 05

En esta expresion, P es el nimero de peces en miles

y t se mide en afios desde que se provision¢ el lago.

p=

a. Encuentra la poblacion de peces después de tres afios.

b. ;Después de cuantos afios la poblaciéon de peces
llega a 50007

¢. Realiza la grafica de la funcion P.

d. ;Después de cuantos afos la poblacion de peces
llega a un total de 213457
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/7\' Funciones logaritmicas

La grafica de la funcion N = 4log (1 + t) se observa en la Figura 1. El dominio
de la funcion se acota en el intervalo [0, %) porque el tiempo es siempre una
7\ magnitud positiva. La funcién es creciente, lo cual significa que la cantidad de
células aumenta a medida que pasa el tiempo.
Para cierta poblacion de células, el N o
crecimiento N en un tiempo t esta
dado por la expresion:

fEprora

N = 4log, (1 +t)
* "f - Jiime
ht.ﬁ. 1 /

La funcion f(x) = log x denominada funcion logaritmica asocia a cada
numero real positivo x el valor de su logaritmo en base g, log_x.

Figura 1

« Construye la grafica de la funcion N
y determina qué significado tiene al Las funciones logaritmicas tienen también numerosas aplicaciones; por ejemplo,

ser creciente o decreciente. la escala pH, que mide la acidez de sustancias como champus o jabones.

N /

7.1 Propiedades de las funciones logaritmicas

« Su dominio se encuentra formado por los nimeros reales positivos, y su
recorrido, por todos los nimeros reales.

« Son continuas en todo su dominio.

« Sia > 1,lafuncion es negativa para valores de x menores que 1Yy positiva para
valores de x mayores que 1, siendo creciente en todo su dominio.

« Sia <1, la funcién es positiva para x < 1y negativa para x > 1, siendo
decreciente en todo su dominio.

En la calculadora ) , )
« Tienen como asintota vertical la recta x = 0.

Logaritmo decimal « Siempre pasan por los puntos (1,0) y (a, 1).
Para hallar log 19,47 teclea

0000000 Ejemplo 1

La funcion y = log x, cuya base es 10, es una funcién de la forma y = log x para

En pantalla aparece: a>1yy=log xloesparaag <1.EnlaFigura2 se presentan sus graficas.

L36 ]E,Lﬂ y = logx y = |0g01x
},EEEHESEE —1 No deﬁnido No deﬁn?do Y
0 No definido No definido
. 0,01 log0,01 = —2 log,,001 =2
Para calcular In 3,5, digita: o logg01 — logg“ 1o = log x
a = 01 T 1 ——— b
00000 T O NS n
En pantalla aparece: ) log2 = 030 log,,2 = 2030 y = log, x
10 log 10 =1 log,, 10 = —
n 3,5 g 8o
100 log100 = 2 —2

},ESE-IEEEEE Tabla 1 Figura 2

Se observa que y = log x es creciente en todo su dominio, mientras que
y = log,, x es decreciente en todo su dominio.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desempefio: Definir y reconocer una funcion logaritmica de manera algebraica y grafica .

7.2 Logaritmo natural

Del mismo modo que ocurre con las funciones exponenciales, el nimero e
adquiere también una especial importancia en las funciones logaritmicas.

El logaritmo que tiene por base el nimero e se denomina logaritmo
neperiano o natural, y se representa como In x.

Inx=log x=yee=x

La funcion f(x) = In x asocia a cada nimero real positivo x el valor de su
logaritmo neperiano In x.

Ejemplo 2
En la Tabla 2 se registraron algunos valores de la funcién y = In x.

—1 | No definido 2 In2 =069
0 | No definido 2718.=¢€ |Ine=1
01 | In01=-230 10 2,30
1T 10 100 4,61
Tabla 2

Al representar estos valores en el plano cartesiano, se obtiene la gréfica de la
Figura 3. Alli se observa que la funcion es creciente en todo su dominio.

Ejemplo 3
En la Tabla 3 se describen las transformaciones aplicadas a la funcion
y = Inx para obtener la de la funciény = —In(x + 2) — 3.

El nimero 2 indica que la grafica de y = Inx se traslada

y=Inx+2) 2 unidades a la izquierda.

El signo — antes de In, significa que la grafica de
y=—=In(x+2) B , _
y = In(x + 2) se refleja con respecto al eje X.

El nimero —3 indica que la graficadey = —In(x + 2)

y=Inbct2) =3 se traslada 3 unidades hacia abajo.

Tabla 3

Observa la secuencia de las transformaciones en la Figura 4.

Y fix) = In(x +2) L
\ 1 o fix) = Inx
X
O
L T | [fx=Inx#2)
fix) = —In(x + 2) —|3
\\\

Figura 4

Y
L—
//
1
X
) 1
/
/
I
Figura 3

Ten en cuenta

Las funciones y = logx y y = Inx son
ejemplos de la funcion logaritmica, de
laformay = logx (a > 0, distinto de 1).

TECNOLOGIAS
de la |n_form_gC|on y la
comunicacion

http://www.vitutor.com/
fun/2/c_14.html

Refuerza tus conocimientos de la
funcion logaritmica.
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Q Funciones logaritmicas

Ten en cuenta

John Napier

(1550-1617), matematico escoces, es-
tudié las propiedades de los logarit-
mos. En su honor, los logaritmos en
base e se conocen como neperianos.

R
=
m
o
a
o
>
™
Q

Ten en cuenta

La relacion entre las funciones expo-
nenciales y las logaritmicas permite
construir las graficas de unas funciones
a partir de las de otras.

7.3 Relacion entre las funciones exponenciales
y logaritmicas

Las funciones f(x) = e*y g(x) = Inx son reciprocas o inversas y sus graficas
son simétricas con respecto a la rectay = x.

Ejemplo 4
La graficas de las figuras 5 a 7, muestran la relacion que existe entre las
funcionesy = e*yy = Inx.

Y1 / Y1 Y /
/ y=In
y= e : /// . _—
I 54 =
1 —
| @) X X
9] X y =Inx
y =
Figura 5 Figura 6 Figura 7

Las funcionesy = 10°y y = logx son reciprocas o inversas y, en consecuencia,
sus graficas son simétricas con respecto a la rectay = x.

Ejemplo 5
En las figuras 8 a 10 se observa la relacion que existe entre las funciones
y=10"yy = logx.

vt 4 vt
I |
/I =10 1 y::|)g)( . i 1nx 1 0 y=|OCX
. ) X 0 X
¢ X y=x
Figura 8 Figura 9 Figura 10

La funcion exponencial y = a* (a > 0,a # 1) es la reciproca de la funcién
Iogarl.tm|ce‘1 de la misma base, y = log x, por lo que sus graficas respectivas
son simétricas con respecto a la recta y = x.

Actividad resuelta
Modelacion
1 ) Representa la funcién y = 2*y, a partir de su grafica, dibuja también la de
la funcion y = log, x.

Solucion:
En temas anteriores se aprendié 1% P
como construir la gréfica de la fun- —
ciony = 2. Como y = log x es la y= ;
funcion reciproca de y = 2% su gra- o ~
fica es la simétrica de esta Ultima ]
con respecto a la rectay = x como ; [
se puede ver en la Figura 11. ’ |

\I\J
>

1
i
Qo
N}
x

Figura 11
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas

Razonamiento

2

Selecciona la palabra que indica de qué tipo es cada

Relacionar entre funciones exponenciales y logaritmicas.

una de las siguientes funciones.

a.y=e*
. L Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . .
ni logaritmica
b. y = ex
. . Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . o
ni logaritmica
c. y=log(x+ 3)
. . Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . .
ni logaritmica
dy=x-In2
. . Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . .
ni logaritmica
ey =4
. L Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . o
ni logaritmica
f.y=x
. _ Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . .
ni logaritmica
g. y=1In(2x)
. . Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . .
ni logaritmica

Comunicacidn

3 Completa la Tabla 1.

4 ) Sea la ecuacién exponencial a* = b (con a > 1).

a.y =log(1 —x%
b.y =1In(x*— x)
cy=x+Inx
d.y = x(Inx)?
ey= InTx

f. y=xlog(x + 10)

Tabla 1

Relaciona en tu cuaderno estas dos columnas.

b>0
b=0
b=a

X =1
xR
x = log b

5 | Encuentra la funcion reciproca en cada caso.
a.y=4& b. y = log x
C.y =logx dy=7»
Modelacion
6 | A partir de la grafica de la funcion y = In x, representa
® lagrafica de estas funciones.
y=—Inxyy=|Inx|
7 ) Representa la funcion y = 4"y, a partir de su grafica,
dibuja la de la funcion y = log, x.
_I X
8 | Dibuja la gréfica de la funcion y = [Ej y, a partir de

ella, ladey = log. x.
2

Resolucion de problemas

@ El pH mide el caracter 4cido o basico de una sustancia,

y se encuentra relacionado con la concentracion de
iones de hidrogeno de la misma, x, que se mide en
mol por litro, segiin la formula pH = —logx.

'M-

-—-,_-'
-'\.;._' —
N

0RIP3 WS

®

{

a. Representa la funcién del pH.

b. El pH de un gel de ducha es 5,5. ;Qué concentra-
cion de iones de hidrogeno tiene?

c. Para valores de pH menores que 7, la sustancia es
acida y, en caso contrario, basica. ;Cuantos moles
por litro de iones de hidrogeno puede contener
una sustancia en cada caso?

La sonoridad o sensacion auditiva de un sonido, 3, se

mide en decibelios (dB), y se encuentra relacionada
con laintensidad de la onda sonora, |, que se mide en
vatios por metro cuadrado (w/m?).

B =120 + 10 log!

a. Laintensidad de las ondas sonoras que son audi-
bles sin producir dolor esta entre 107> w/m?
y 1 w/m? jEntre qué valores se halla comprendida
la sonoridad que producen?

b. Si estas escuchando musica en un reproductor
MP3 con 20 decibelios, ;cual es la intensidad de las
ondas al salir de los auriculares?
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@ Ecuaciones logaritmicas

Explora

Si al triple del logaritmo del doble de
un nimero se le suma 4, se obtiene 16.

o ;Cudl es el nUmero?

Ten en cuenta

Propiedades de los logaritmos:
log, (M N)=log M+ log N
log M =log M —log N

a N a a
log M" = nlog M

log x=0=x=1
y 4

Si se designa con x el nimero buscado, la ecuacién que modela la situacién es:
4+ 3log (2x) = 16

Para resolverla, se pueden aplicar la definicion de logaritmo y sus propiedades, ast:

3log(2x) =16 — 4 Se deja la expresion en términos del logaritmo en un lado de la ecuacién.
log (2x) =4 Se divide cada lado de la igualdad entre 3.

104 = 2x Se escribe el logaritmo en la forma exponencial equivalente.

x = 5000 Se obtiene el valor de x.

Por lo tanto, el nimero buscado es x = 5000.

Las ecuaciones en las que la incégnita aparece en el argumento o en la base
de un logaritmo se llaman ecuaciones logaritmicas.
Ejemplo 1

La solucion algebraica de la ecuacion logaritmica log(x + 2) + log(x — 1) =1,
se observa a continuacion.

log[(x + 2)(x — 1)] =1 Se aplican las propiedades de los logaritmos.

x+2)(x—1)=10 Se escribe el logaritmo en la forma exponencial equivalente.
x’+x—12=0 Se obtiene la ecuacion cuadratica correspondiente.
X=—40x=3 Se resuelve la ecuacion.

Al comprobar ambos valores en la ecuacion de inicial, se obtiene que esta
no se satisface para x = —4. Por lo tanto, la Unica solucién correcta es x = 3.

Actividades resueltas
Ejercitacion
1 ) Resuelve la ecuacion logx* = 3 + 3log5.

Solucion:

Se aplican las siguientes propiedades.

Se expresa el 3 como un logaritmo: logx®> = log 1000 + 3log5

Logaritmo de una potencia: logx* = log 1000 + log5® =
logx* = log 1000 + log 125

Logaritmo de un producto: logx* = log (1000 - 125)

Se toman antilogaritmos: x*=1000 - 125

Se despeja x: x=23/1000 125 =10-5=50

Finalmente, se sustituye este valor en la ecuacion inicial para comprobar
que efectivamente es solucion.
Ejercitacion
2 ) Encuentra las soluciones de la ecuacion In x* — Inx = In(2x + 3).

Solucion: s

Logaritmo de un cociente: In Xy =Inx* =In(2x + 3)

Se toman antilogaritmos: X¥=2x+3=xX—2x—3=0
Se resuelve la ecuacion de segundo grado:  x= —1,x=3

Al comprobar ambos valores en la ecuacién de partida, se ve que para
x = —1seobtiene In(—1), que no esta definido, por lo que esa solucion
no es valida. La Unica solucion correcta es x = 3.

APPLICA © EDICIONES SM
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Destreza con criterios de desemperio: Resolver ecuaciones logaritmicas aplicando las propiedades.

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion Resolucion de problemas
3 | Selecciona la solucién de cada ecuacion. @ Observa en la Figura 1, las graficas de las funciones
a. 2log x = 10 y=lInxyy = —In(x — 2). Luego, responde.
: 2
Com J(C 2 JC s vl |9
b. log, 625 = 4 \ | | Inx |
1 LT |
Coom ) (2 ) 5 ) . ;
¢ 3logx = —6 ol /
Con ) ( 2 ) ( 5 ) [ ]
= (Inx— 2
d.In(3—x) =0 Y=ty — 2)
[ 0,01 ] [ 2 ] [ 5 ] Figura 1
e. logx + log50 = 4 a. (En qué coordenada aproximada se cortan las dos

(200 )( 001 )( o ) gréficas?

b. Resuelve algebraicamente la ecuacion
f. logx + log100 = 0 8

- N N ~ Inx = —In(x — 2) y comprueba el resultado del
200 0,01 ? literal anterior.
. AN AN J
3 _ En un estudio sobre animales, el nimero promedio
g. logx* — 2 logx = log10 _ }
- N N ~ de especies P encontradas en un terreno de area A
10 001 10 (en metros cuadrados), esta dada por la siguiente
g U L 3 Y, ecuacion
h. log3x — 1=0 log P =log 13 + 0,6 log A
( N ([ AR a. Despejar P en la ecuacion
10 001 3 b. ;Cuantas especies de animales encontraron en un
. AN AN J ]
area de 5m2?
4 | Resuelve las siguientes ecuaciones.
8 N @ Una persona conduce un automovil en un dia de in-
a. 2logx =3 + log 0 vierno (20° F en el exterior) y el motor se sobrecalienta
b. logx + log(x + 3) = 2log (x + 1) (acerca de 220° F). Cuando se estaciona, el motor co-

mienza a enfriarse. La temperatura T del motor t minu-
tos después de que se estaciona satisface la ecuacion
d. log,(x + 4) + log,(x —4) =2 T-20

e. log,x —log,(x — 1) =4 | ( )_ —one

c. log4 + 2log(x — 3) = logx

200

Comunicacion

5  Encuentra la solucion de cada ecuacion y aproximala
a las centésimas.
a.lnx =1In3 — Inx
b.logx® — logx = log(2x — 1)

Razonamiento
6 | Encuentra el error en cada procedimiento.

a. log(x + 1) — log 2 = logx

x+1 x+1
= log > = logx = > =X

=S>xt+1T=Xx=>x=1

SaUODIPT WS

a. Despeja T en la ecuacion.

b. Usa la respuesta del literal a para determinar la

b. log(x — 2) - log2 = logx
8 ) log & temperatura del motor después de 20 minutos.

=log(x —2)?=logx= (x — 2)* = x
=S>XP—5%+4=0=2x=4x=1



Operaciones con funciones

Comunicacion

1. Calculalas operaciones que se indican a continuacion,

si sabes que:
fix) =x"+ x gx)=—x+3
a. 2f+g b.f-gt+g-f
I _
C. % d. 2g —2f

2. Obtén la grafica de la suma de las funciones representa-
das en la Figura 1.

\ o
\ R

—_—

s

Figura 1
Funciones inversas
Comunicacion

3. Determina la funcion inversa de cada funcion dada.
Luego, represéntalas graficamente.

a. flx) = x>+ x b. flx) =3x+ 2

¢ f)=x+3 dfx)= 5 =5

Funciones polinomicas
Comunicacion
4. Representa las siguientes funciones.
aflx)=x"tx+6
b. f(x) = 3¢ + ¥°

cfX)=x"+x+x—2

d fix)=x*—5
e fx)=x+x+3x—1
f. fix) =x—16

Practica Mas

Razonamiento

5. Determina el valor al que tiende la funcion represen-
tada en la Figura 2, en cada caso.

Y

N
—

Figura 2
a. Cuando x se acerca a 0.

b. Cuando x se acerca a 2.
c. Cuando x se acercaa +

d. Cuando x se acercaa — .
Funciones exponenciales y logaritmicas

Razonamiento

6. Representa las funciones de cada par en un mismo
plano cartesiano. Luego, describe las semejanzas vy las
diferencias entre ellas.

a f09) = Gj yg) = 2
b fo0=(1) e =3
¢ fix) = G] yg0) = &
d. fix) = log,xy g(x) =log, x
e. fix) = log,xy g(x) =log, x

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas
Ejercitacion

7. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a. 2t = 4
b. 32X+2:33x—1
.4 r=16

d. logx + log(x +3) =1

e. log(x+5)—log(2x—1)=0
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Resolucion de Problemas

Problema

Si se depositan $ 1500 a un interés compuesto del
12% anual, liquidable trimestralmente. Si el capital

después de t trimestres esta dado por la expresion

A(t) = p(1 + %) ;scual es el monto al cabo de

cinco anos?

1. Comprende el problema

« jQué informacion aporta el enunciado?

R: El monto del capital, el porcentaje anual y la expresion que

permite calcular el capital.

- ¢§Qué debes encontrar?

R: A cuanto asciende el capital al cabo de cinco afos

2. Crea un plan

« Identifica cada uno de los elementos de la formula
que te dan y luego calcula el monto del capital en el

tiempo dado.

3. Ejecuta el plan

« En la férmula, p representa el capital inicial que se
deposita a interés compuesto.

+ 0,12 significa el interés del 12% anual liquidable
trimestralmente.

» Como el afio comercial tiene cuatro trimestres, el
12% dividido en cuatro, significa el interés acumu-
lado por trimestre.

« El exponente t, indica el nimero de trimestres en
el que se quiere calcular el monto final.

« En cinco afios hay un total de 20 trimestres, luego
al aplicar la férmula se tiene:

0,12)"
A(20) = 1500 (1 + T)

= 1500(1,806)
= 2709

R: Cinco afos después, el monto del capital sera
$2709.

4. Comprueba la respuesta

« Verifica que en dos afios y medio el monto del capi-
tal no es la mitad del monto a los cinco afos.

Aplica la estrategia

1. Sise pone un capital de $2000000 a un interés com-
puesto del 13% semestral durante 5 afos, ;cudl es el
monto acumulado?

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

2. Sisetienen las funciones f(x) = x* — 1y

g(x) = \J2x —3, jes posible evaluar (f° g)(x), para
x =1y parax = 3? Explica.

3. Observa lala Figura 1.

( Figura 1

;Puedes identificar las asintotas de esta funcién?
;Como las describes analiticamente?

4. Un paciente elimina un medicamento a través de
la orina. Para una dosis de 10 mg, la cantidad en el
cuerpo luego de t horas esta dada por la expresion
A(t) = 10(0,8)". ;Qué cantidad de medicamento queda
aun en el cuerpo luego de 8 horas de la dosis inicial?

Formula problemas

5. Inventa un problema que involucre la siguiente infor-
macion y resuélvelo.

“La tasa de crecimiento de una
poblacién esta dada por la expresion
p(x) = 3500000 (1,01)
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G Regularidades y sucesiones

9.1 Regularidad
~ Para determinar cuantos palillos se necesitaran para construir una figura que
Explora tenga diez triangulos y una con n triangulos, se construye la Tabla 1.
En la Figura 1 se muestra una secuen- 7 >
. - . Niimero de triangulos | 1 2 | 3 | 4|5 | |10 . |n
cia de triangulos construidos con
palillos. Namerodepalillos | 3 | 5 | 7 | 9 | 11| . | 2 | . | ?
Q Tabla 1
a3 Se observa que el numero de palillos sigue una cierta secuencia. Para afiadir un
po—p nuevo triangulo se necesitan dos palillos mas. Asi, para construir diez triangulos
se necesitan tres palillos para el triangulo inicial, y luego, dos palillos por cada
V) ., .
© uno de los nueve triangulos restantes, es decir:
o 153
3+2:-9=21
o—Y% 0

Si se construyen n triangulos, se necesitaran tres palillos para el triangulo inicial
y luego dos palillos por cada uno de los n — 1 triangulos restantes, es decir:

°
o—% 342 —N=3+m—2=2n+1
oo p
o—% %0 Una secuencia de nimeros presenta regularidad si, a la vista de unos cuantos
Figura 1 de éstos, se pueden obtener los siguientes.

« ;Cuantos palillos se necesitaran para
construir una figura que tenga diez
triangulos, y una con n triangulos?

_ J

Ejemplo 1

En la Tabla 2 se observa el nimero de diagonales de algunos poligonos de
acuerdo al numero de lados de los mismos.

Nimero de lados | 3 4 5 6 7 8 9
Diagonales 0 2 5

Tabla 2
Para completar la tabla se lleva a cabo el siguiente razonamiento:

Siun poligono tiene n vértices, el nimero de diagonales que se pueden cons-
truir por cada vértice es n — 3. Como el poligono tiene n vértices el anterior
valor se multiplica por n(n — 3). Al construir las diagonales de cada vértice
se observa que cada una se construye dos veces. Por lo anterior, es necesario
n(n — 3)
2

Regularidades y sucesiones

Abre la aplicacion Find Next Num-
ber y juega a encontrar el siguiente
nUMmero en una sucesion. dividir la anterior cantidad entre dos y se obtiene

Al utilizar la férmula anterior para completar la Tabla 3, se obtiene:

Nimero de lados 3 4 5 6 7 8 9

Diagonales 0 2 5 9 14 20 27
Tabla 3

Ejemplo 2
Para hallar el nimero de diagonales de un poligono de 11 lados, se reemplaza

, -3 .
npor 11 en la fébrmula % y se obtiene:

n (nz— 3) _ 11 (”2 —3) = 44 diagonales
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Destreza con criterios de desempefio: Identificar sucesiones, encontrar algunos de sus términos y su término general.

Ejemplo 3
Un ndmero triangular es aquel que puede ser recompuesto en la forma de un

triangulo equilatero. En la Figura 2 se representan los cinco primeros niimeros
triangulares.

@) Ten en cuenta

@ ® 0 Las sucesiones tienen un primer tér-

@ 0 ®0a0 mino pero no un ultimo, es decir, tie-
@ @ e @00 000 nen infinitos términos.
® 0060 000 0000 000OC0OC

Figura 2 4
Quinto Indice
Los cinco primeros nimeros triangulares son: 1, 3, 6, 10 y 15, y corresponden término
al numero de puntos que forma cada triangulo equilatero.
U

nin + 1)

Para hallar el n-ésimo néimero triangular se utiliza la férmula . Asi,

el triangular nimero 24 es

24 (24 + 1)
2

= 300

9.2 Sucesiones de niimeros reales

Las secuencias infinitas de nimeros reales se conocen como sucesiones.
Una sucesion de ndmeros reales se representa por

{a,a,a,. ,a .. }oporia}

Cada nimero se denomina término y se designa por una letra y un ndmero
llamado indice, que indica el lugar que ocupa en la sucesion. Asi, a, es el
primer término; a,, el segundo, etc. A a, se le conoce como enésimo término,
o término general, y representa un término cualquiera de la sucesion.

Ejemplo 4

Observa coémo se halla el siguiente término en cada secuencia de nimeros reales.
a.{10,7,4,1,—2..} b.{64,32,16,8,4...}

a. Cada término se obtiene sustrayendo 3 al anterior, el siguiente es —5.

b. Cada término se halla dividiendo el anterior por 2, el siguiente es 2.

Dependiendo del comportamiento de sus términos, las sucesiones infinitas
pueden ser crecientes, decrecientes, oscilantes, alternadas o constantes.

Una sucesion es creciente si cada término es mayor o igual que el anterior.

Ejemplo 5

Son sucesiones crecientes:

{4,8,8,12,12,12, 16,16, 16, 16...} {1,3,5,7,9,11,13...}



S

Bloque de Algebra y funciones

CRazonamiento matemético)

Propiedades de las sucesiones

En relacion con las sucesiones es valido
hablar de algunas propiedades de las
operaciones entre ellas.

o ;Cudles de las siguientes propieda-
des se verifican para las sucesiones?

fa}+}=1)+{a}
la}—br=1)-{a}
fa}-by=1} fa}
la}~fi=b}~{a}
.

Regularidades y sucesiones

Una sucesion es decreciente si cada término es menor o igual que el anterior.

Ejemplo 6

Los siguientes son ejemplos de sucesiones decrecientes:

17111 1
2468 10"

Una sucesion es oscilante si sus términos alternan de mayor a menor o viceversa.

{15,14,12,9,5,0, —6, —13...}

Ejemplo 7

La sucesion {2, 1,4, 2, 3,2,5...} es oscilante, pues al comparar sus términos se
observa que el segundo es menor que el primero, pero el tercero es mayor
que el segundo, etc.

Una sucesion es alternada si se alternan los signos de sus términos.

Ejemplo 8
Observa los términos de la sucesion:
{=1,2,—34 -5}

Esta sucesion es alternada, pues el primer término es negativo; el segundo,
positivo; el tercero, negativo, etc.

Una sucesion es constante cuando todos sus términos tienen el mismo valor.

Ejemplo 9
La siguiente es una sucesion constante.

{=3 -3 -3 -3 -3.}

Actividades resueltas
Razonamiento

1 ) Halla los dos términos siguientes de las sucesiones.

[ 7 7 7 7

a.4,8,16,32,64... b.7, — —, —, —..
2 4 816
Solucion:
a.Como cada término se obtiene multiplicando por 2 el anterior, los
dos términos son 128 y 256.

L 7 7 .
b.Los dos términos son 3 Y o Y2 aue cada uno se halla multipli-
cando por 5 el anterior.
Comunicacion

2 ) Clasifica cada sucesion seglin sea creciente, decreciente, oscilante, alter-
® nada o constante.

a.{1,234.} b. {—5,10, —15,20...}
)22 d2 1.
2 4 6 8 33
Solucion:
a. Creciente b. Alternada c.Constante d. Decreciente
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Destreza con criterios de desemperio:

Desarrolla tus destrezas

Ejercitacion
3 ) Escribe los siguientes cinco términos de cada sucesion.
1 1 1

, =, .. b.—4,—20. c -, 1.
2 48

.
"9’ 3
Razonamiento

4 ) Halla los siguientes tres términos de cada sucesion.

® a.121212,12,12... b. 21,23,25,27,29...

T 1 1
—, —, ., 12.
8

¢. 80,70,60,50,40... d.
4 2

5 ) Escribe el término que falta en cada sucesion.
a.17,1513,( )97...  b.60,56,( )48 44...

12 24
c. % ;OS oo d 13,10, 7(__ )1, —2...

6 ) Leeyresponde.

Las figuras 3 a 5 se construyeron con cerillas.

o o
0 o
P — )] P — ) a—
4 °
Q %o 4 Q % = )
° o
e ol ot
Figura 3 Figura 4 Figura 5

a. ;Cuantas cerillas se necesitan para formar una
figura con 15 hexagonos?

b. ;Cuantas cerillas se necesitan para formar una
figura con n hexagonos?

7 ) Completa el término que falta en cada sucesion.

b. 35( ),2520,75...

ds =, =) 2
3

a.810,12,( )6...

c.03( ),912.

9 ' —"81"

8 ) Escribe los cinco primeros elementos de las sucesio-

nes que determinan respectivamente el nimero de
triangulos amarillos y azules en la Figura 6.

A

Figura 6

Identificar sucesiones, encontrar algunos de sus términos y su término general.

9 ) Averiguay escribe el término que falta en las siguientes

sucesiones:
2 4 16 3
3 ) 3 ) )y 3 7 3 e

b. =9, —6,—3,( ) 3..
c.27,-9( ) -1, %

Modelacion

10) Encuentra el término general de cada sucesion estu-
diando sus regularidades.

a.
°
° oo
o oo o o
oo o0 o0 o000
a =3 a =6 a 9
1 2 3
b F Figura 7
b =1 b =4 b =9
1 2 3
C I_ _||_ _l Figura 8
L e o
c =1 c =5 c =9
1 2 3
Figura 9

Resolucion de problemas

@ Las abejas construyen panales con formas hexagona-
® les. El segundo hexagono que construyen lo hacen
utilizando un lado del primero.

A partir del tercer hexagono, lo construyen utilizando
siempre dos lados de hexagonos ya construidos.

Si se entiende como unidad de cera la cantidad de

este material necesaria para construir un lado de un
hexagono, se verificara que:

« Para construir un panal de una celda se necesitan
seis unidades de cera.

« Para construir un panal de dos celdas se necesitan
once unidades de cera.

« Para construir un panal de tres celdas se necesitan
15 unidades de cera.

;Cuantas celdas tendra un panal que precisa de 51
unidades de cera para su construccion?



Prueba Ser Estudiante

A continuacion se presentan ejercicios con cuatro alternativas de solucion, de las cuales, una sola es la correcta. Sefiala en la tabla de
respuestas, el literal que consideres correcto.

=115
1. La funcién reciprocade fix) =y = 3x — Tes: 5. Lasolucion de la potencia [E] es:
A7 )= 2 A. 6365
— B. 5375
B.f1 ()=
C. 7,355
1 _ x—3
/= D. 4,345
D.f7"(x)= # 6. La funcion creciente es:
X
o " 1
2. Calcula la funcion inversa de f(x), en la funcion A y= g]
fx)=3x +7
. - B.y=57%
A f 1 fi= * - 3 y
Cy=7 *
B.f_T(x)=X;7 )
D.y= 5
=17 _ x*3
Cf =7 7. Lagrafica de la funcién exponencial y = 7% es:
D.f 7 (0= 7 A. >
3. Lafuncion polindmica que corresponde a la siguiente
grafica es: [ fv B aE X
\“ B. v
X X
° \
| \
\ \
A. P(x) = x(x* — 4)
C. y

B. Q(x) = —x¥(x* — 4)
C. R(x) = x* + 2 /
D. P(x) = —x>+ 2x°

4. El resultado de la potencia 2°% es:

A.1,106 D. .
\
B. 2,246 \ .
C.1,206 §
g 5
©
D. 2,206 g
£




Indicadores de logro:

« Opera con funciones. « Resuelve ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
« Encuentra funciones inversas. o Determina elementos de sucesiones.

« Analiza funciones polinémicas, exponenciales y logaritmicas.

8. Laexpresion algebraica que corresponde a la funcion 11. La solucion de la ecuacion 100(1,04)* = 300 es:
representada en la gréfica es:
A. 10,07 B. 107,04
[ty
/ C. 10,04 D. 14,07

12.Una sucesion oscilante se define:

A. si cada término es mayor o igual que el anterior

X L~
—1 O B. si sus términos alteran de mayor a menor viceversa

. C.si se alteran los signos de sus términos
A y=107"" &

N D. si sus términos tienen el mismo valor
B.y=10""
C.y=107 13. Una sucesion decreciente se define:
D.y = 107+ A. si cada término es mayor o igual que el anterior

B. si sus términos alteran de mayor a menor viceversa

9. El dominio de todas las funciones exponenciales con ) L ] ]
C. si cada término es menor o igual que el anterior

base 10 es:
D. si sus términos tienen el mismo valor

A.Q B. R L3

c7Z DI 14.El ndmero que falta en la sucesion T2 (es:
10. El elemento radiactivo Carbono 14 se utiliza para deter- A 18 B 15

minar la antigliedad de ciertos fosiles. Si el Carbono 14 "5 ’

decae a una rapidez de 0,012% anual, y un hueso ani- 27 24

mal tenia originalmente 20 gramos de Carbono 14 hace C 5 D. =

2 000 afos, ;cual es la cantidad de Carbono 14 que tiene

en la actualidad? _ o 11
15. El quinto término de la sucesion —, —,..., es:

A. 18,75 gramos > 2
1 1
A — B.—
B. 15,76 gramos 3125 625
C. 19,76 gramos 1
J c L B -
15625 125

D. 17,75 gramos
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Operaciones con funciones

Ejercitacion

1. Selecciona la expresion correspondiente a f ° g si se
sabe quefix) = x*+ Tygx) = x — 1.

a. x b.x?

c. x>— 2x dx?—2x+2

Funciones inversas

Modelacién

2. Selecciona la grafica en la que se ha representado la
funcion inversa de f(x) = x*+ 1.

a. Y/
g X
0]
/
/
|
b. .
! X
O
(8 v
1 | X
o 1
d. v
|
1
X

266

Evaluacion de la unidad

4. Analiza la funcion f(x) =

Funciones polindmicas

Razonamiento

3. Observa la grafica de la funcion g(x)
y responde las preguntas. Justifica tus respuestas.

\

\

a. jLa grafica corresponde a una parabola?

b. ;Cual es el dominio de la funcion?

c. Y el rango?

d. ;Es continua en todo su dominio?

Modelacion

a. La grafica de la funcién intersecta al eje de las orde-

nadas en el punto (0, 2).

b. El dominio de la funcion es R.
c. Elrango de la funcion es R — {0}.
d. La funcién no tiene inversa.

e. La funcion es decreciente.
Funciones exponenciales
Ejercitacion

5. Determina lo que se indica en cada caso.

X+ 1
(V) o falso (F), seglin corresponda.

y responde verdadero

| 1%

\

1 —
1

)

a. Dominio de la funcion
b. Rango de la funcion

c. Intersecto con el eje X
d. Intersecto con el eje Y

e. Asintota horizontal

YT
Y
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Indicadores de logro:
» Opera con funciones.
« Encuentra funciones inversas.

Resolucion de problemas
7. Una bacteria se duplica cada 20 minutos. Determina
la expresion en funcion del tiempo que modele la va-
riaciéon la poblacién de bacterias, si al inicio del experi-

mento hay 20 bacterias.

Funcion exponencial y =10*
Razonamiento
8. Determina una expresién algebraica en la que se des-

peje la variable x de la expresion: 3,16 =10~
Ejercitacion
9. Relaciona cada expresion con su correspondiente po-
tencia en la columna de la derecha.

a. 107" +0,63095
b. 10g -+ 0,063095
c. 107% - 0,0063095
d. 10" +6,3095

e. 1072 + 63,095

Ecuaciones exponenciales
Ejercitacion

X
1
10. Selecciona la solucién de la ecuacion (g) =25¥+12

24
a = b.— 3
7
7
7 d — =
C Z .
2% 24

Resolucion de problemas

11. El interés compuesto representa el acumulado de in-
tereses que genera un capital durante un tiempo de-
terminado, en el interés compuesto, el interés que se
genera en el periodo de tiempo se reinvierte. La expre-
sion que permite calcular el monto después de t afios
esta dado por la expresion P = C (1+r)" donde C es el
capital invertido, r la tasa de interés.

Calcula el monto después de cinco afos y medio si se
invierten $ 500000 a una tasa de interés del 2,68% anual.

« Analiza funciones polindmicas, exponenciales y logaritmicas.
« Resuelve ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
 Determina elementos de sucesiones.

Funciones logaritmicas

Modelacion

12. |dentifica la funcién de la forma y = log x para la

siguiente grafica.

MY

y X<

E.~1

Ecuaciones logaritmicas

Resolucion de problemas

13. La expresion v(t) = 75 (e %" —1) determina la velo-
cidad de descenso de un paracaidista. ;Después de

cuanto tiempo la velocidad es de 65 m/s?
Regularidades y sucesiones
Razonamiento

14. Elige la respuesta correcta.

Para el viaje de excursion, un estudiante decide guar-
dar en el primer dia $ 2, al segundo dia $ 3, al tercer dia
$4, y asi sucesivamente. ;Cuanto dinero tendra luego

de 10 dias?

a. $97
b. $86
c. $65

d. $44



Construyendo la Cultura del Buen Vivir

Una encuesta es una investigacion que se basa en un
conjunto de datos relacionados con un tema particular.

Para obtener los datos, se siguen procedimientos bien
definidos con la intencién de hacer mediciones cuanti-
tativas de diferentes caracteristicas de la poblacion que

L]
se relacionen con el aspecto que se quiere estudiar. G
A pesar de que una encuesta se implementa en una ,:1_
parte o muestra representativa de la poblacion, se rea- !

liza con el animo de obtener resultados que puedan »

trasladarse a la poblacion completa. By @
P

Pasos para realizar una encuesta

Una manera de garantizar el éxito de una encuesta consiste en seguir estos pasos:

1 Preparacion de la encuesta
a.Establece para qué o por qué quieres realizarla

En primer lugar, debes definir un objetivo en el que establezcas las razones
por las que quieres hacer la encuesta. En este caso, elige un objetivo rela-
cionado con conocer los intereses de tus comparieros acerca de un tema
especifico y formulalo a partir de una pregunta.

b.Cualidades o cantidades

Define qué aspecto quieres estudiar en el colegio. Si deseas observar opinio-
nes, pensamientos o cualidades, tus preguntas deberan ser abiertas y con
enfoque cualitativo; pero si quieres medir la cantidad de estudiantes frente
a alglin interés, las preguntas deberan tener un enfoque cuantitativo, por lo
que seran cerradas y con una Unica respuesta.

c. A quién vas a encuestar

Determina quiénes seran las personas a las cuales vas a aplicar la encuesta

para obtener la informacién requerida. Ten en cuenta que estas personas

deben constituir una muestra representativa de la poblacién del colegio.
d.Qué vas a preguntar en la encuesta

v Un cuestionario debe contener preguntas abiertas y cerradas, seguin el obje-
- tivo y los medios para aplicarlo. Las preguntas también pueden clasificarse
en funcion de su contenido:

« identificacion: edad, sexo, nacionalidad, etc.

o hecho: referidas a acontecimientos concretos.

o accion: relacionadas con alguna actividad.

« intencién: para conocer la intencion del encuestado.

o opinién: para conocer la opinién del encuestado.
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Construyendo la Cultura del Buen Vivir

=
W
e.Elaboracion del cuestionario i

Un factor importante, que determina el resultado de una encuesta, es '§ =
el cuestionario. Este debe redactarse de manera que las preguntas for- ggh 2
muladas correspondan a la informacion que se desea obtener. Para ello, S
se debe cuidar la manera de presentarlas y el orden en que se formulan.| :"h e
Ademas deben ser excluyentes, exhaustivas y presentar todas las posibili- % '1__ -
dades de respuesta. N

2 Recoleccion y anlisis de los datos :

a.Una vez hayas definido las preguntas que incluiras en el cuestionario, se
pasa a implementar la encuesta. Determina con anterioridad si quieres ha-
cer una entrevista y formular las preguntas directamente o proporcionar
el cuestionario a cada persona para que lo conteste de manera individual.
Luego, implementa la encuesta y recolecta la informacion.

b.Para llevar a cabo el recuento y resumen de los datos puedes utilizar una
tabla como la que se presenta a continuacion:

Género musical preferido por los estudiantes de 8.0 y 9.0

Curso Nifias Nifias Nifios Nifios

Género octavo noveno octavo noveno
Rock 4 3 1 2
Rap 2 4 5 3
Electronica 3 2 2 4
Reggae 1 5 4 5
Otros 5 1 3 1
Total por curso 15 15 15 15

c. A partir de los datos consignados en la tabla puedes analizar dife-
rentes aspectos: respuestas con la mayor o la menor frecuencia, pro-
medio de respuestas para las diferentes preguntas o porcentajes de
respuestas de cada pregunta con respecto al total, entre otros.

Encuestas y matematicas

sauoIP3 WS

Trabajo en grupo

Las encuestas son instrumentos importantes de caracter estadistico que te
permiten recolectar, organizar y analizar informacion; facilitan el estudio de un
fendmeno particular y permiten hacer conjeturas sobre el comportamiento
futuro de dicho fendmeno, mediante el uso de las matematicas.

1.Escriban una lista de aspectos, relacionados con los estudiantes del colegio,
que te gustaria analizar.

2.Preparen una encuesta sobre alguno de los aspectos que consideraste en la
lista anterior. Comparte tus conclusiones con tus compafieros.
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Altura de un prisma. Segmento que une las bases de un prisma y es
perpendicular a estas.

Altura de una piramide. Segmento que va desde el vértice hasta el pla-
no de la base y es perpendicular a este.

Angulos alternos externos. Angulos que se forman en lados opuestos
con respecto a una transversal que corta dos rectas no adyacentes.

Angulos alternos internos. Angulos que se forman internamente, en
lados opuestos con respecto a una transversal que corta dos rectas no
adyacentes.

Angulos suplementarios. Angulos cuyas medidas suman 180°.

kArista. Segmento en el que se intersectan dos caras de un poliedro.

- B

Baricentro. Punto en que concurren las medianas de un tridngulo.

Binomio. Expresion algebraica que tiene dos términos.

Bisectriz. Recta que pasa por el eje de simetria de un angulo.

g

Circuncentro. Punto de concurrencia de las mediatrices de los lados de
un triangulo.

Coeficiente. Constante que multiplica la parte literal de un término
algebraico.

Cuadrado perfecto. Numero que se obtiene al elevar otro nimero al
Kcuadrado oalados.

Decimal. Forma de escribir los nimeros racionales e irracionales. Consta
de una parte entera y una decimal, separadas por una coma.

Decimal exacto. Nimero cuya parte decimal es finita.

Decimal periodico. Nimero cuya parte decimal esta compuesta por una
cifra o un conjunto de cifras que se repiten hasta el infinito.

Desigualdad. Relacion de comparacién que se establece entre dos nu-
meros con el fin de indicar cual es el mayor o el menor.

Dominio. Conjunto compuesto por los primeros componentes de los
|_pares ordenados de una funcion.

s a

Ecuacion. Igualdad entre expresiones algebraicas, que solo es cierta para
algin o algunos valores de las variables.

Ecuaciones equivalentes. Ecuaciones que tienen el mismo conjunto
solucion.

Ecuacion lineal. Ecuacién de la forma ax + b = 0, donde a y b son nu-
meros reales, x representa la incognita y a # 0.

Esfera. Es un sélido tal que todos los puntos de su superficie estan a una
misma distancia de un punto fijo llamado centro.

Espacio muestral. Conjunto formado por los posibles resultados de un
experimento aleatorio.

Evento. Cualquier subconjunto de un espacio muestral.

Eventos dependientes. Eventos en donde la ocurrencia de uno afecta la
ocurrencia del otro y, por lo tanto, su probabilidad.

Eventos independientes. Eventos en donde la ocurrencia de uno no afecta
la ocurrencia del otro y, por lo tanto, no afecta su probabilidad.

Experimento aleatorio. Experimento del cual no se puede prever el
resultado.

Expresion algebraica. Toda expresion compuesta por términos separa-
dos por los singos de las operaciones fundamentales.

Expresion algebraica irracional. Expresion algebraica en la que aparece
alguna variable bajo el signo radical.

Expresion algebraica racional. Expresion algebraica en la que aparece
alguna variable en el denominador.
L

Formula. Ecuacion que muestra una relacion entre dos o mas variables.

-~

Fraccion algebraica. Es el cociente entre dos polinomios.

Frecuencia absoluta. Es el niimero o cantidad de veces en que se produ-
ce un resultado o un experimento estadistico.

Frecuencia relativa. Es el resultado de dividir la frecuencia absoluta entre el
nuimero de veces que se realiza el experimento estadistico.

Funcion. Regla de correspondencia o férmula que asigna a cada elemen-
to de un conjunto A un Unico elemento de un conjunto B.

Funcién afin. Funcion de la forma y = mx + b, donde m y b son
constantes.

Frecuencia cuadratica. Ecuacion polindmica de segundo grado, del tipo
fix) = ax* + bx + ¢, en la que los coeficientes g, b y ¢ son niimeros reales. La
representacion de la funcién equivale a una parabola.

Funcién lineal. Funcién de la formay = mx, donde m es una constante.
N\

Grado de un monomio. Exponente de la variable, si un monomio tiene
una sola variable, o la suma de los exponentes de las variables cuando el
monomio tiene mas de una variable.

-~

Grado de un polinomio. Es el mayor de los exponentes de las partes

literales de los términos que componen un polinomio.
N\

Incentro. Punto donde se cortan las bisectrices de los angulos de un
triangulo.

-~

Incognita. Cada una de las letras distintas que aparecen en una ecuacion.

Inecuacion. Relacion de desigualdad entre expresiones algebraicas.

Linea poligonal. Unién de varios segmentos que no tienen mas elemen-

fOs comunes que sus extremos.

Logaritmo. Se define como logaritmo en base a de un niimero b, a otro
numero ¢ tal que a elevado al exponente ¢ da como resultado el nimero a.

logb=c&a =b
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Media aritmética. Promedio entre todos los datos de una distribucion
estadistica. Se calcula sumando todos los datos y dividiendo este resulta-
do entre el nimero total de datos.

Mediana (estadistica). Valor que ocupa el lugar central entre todos los
valores de una tabla de frecuencias.

Mediana (geometria). Segmento que va desde un vértice del triangulo
al punto medio del lado opuesto.

Mediatriz. Recta que pasa por el eje de simetria de un segmento.

Medidas de tendencia central. Valores alrededor de los cuales tienden
a concentrarse los datos de una distribucion estadistica.

Minimo comun mdltiplo (m.c.m.). Menor multiplo compartido por
dos 0 mas nlimeros.

Moda. Valor que tiene la mayor frecuencia absoluta en una distribucion
estadistica.

Monomio. Expresion algebraica en la que se operan solo productos y po-
tencias. Por lo tanto, esta compuesto por un solo término.

Monomios semejantes. Monomios que tienen la misma parte literal

y, por lo tanto, el mismo grado.

-

Notacion cientifica. Forma de escribir un nimero como producto de
un numero entre 1y 10 por una potencia de 10.

Numero irracional. Nimero que no se puede escribir como el cociente
entre dos nimeros enteros.

Nuimero racional. NUmero que se puede expresar como el cociente de dos
nmeros enteros siempre y cuando el divisor sea diferente de 0.

Numeros reales. Union de los conjuntos de los niimeros racionales e

irracionales.

e

-

Ortocentro. Punto de concurrencia de las alturas de un triangulo.

Ortoedro. Es el paralelepipedo recto de base rectangular.

e

Paralelepipedo. Prisma de seis caras con forma de paralelogramos.
Cuando todas las caras son rectangulos, el paralelepipedo es recto.

Parte literal de un término. Es la parte de un término conformada por
las variables con sus respectivos exponentes.

Pendiente. En la recta dada por la ecuacion y = mx + b, el valor m
corresponde a una constante diferente de cero, denominada pendiente.
Esta relacionada con la inclinacion de la recta.

Poligono concavo. Es aquel en el que la recta que pasa por uno o mas
lados corta a otro lado del poligono.

Poligono convexo. Es aquel cuyos lados interiores son menores que
180°. Ademas, la recta que pasa por cualquiera de los lados no corta a
ningun otro lado del poligono.

Polinomio. Expresion algebraica que consta de uno o mas términos.

s R

Recipr?co de un ntimero. El reciproco de un niimero real a es el nime-
ro real ’E tal que el producto con a da como resultado 1.

Rectas paralelas. Lineas rectas que tienen la misma pendiente y no se
cortan en ninguin punto.

Rectas perpendiculares. Lineas rectas en las que el producto de sus
pendientes es igual a — 1. Forman cuatro angulos rectos en el punto don-
de se cortan.

Rectas secantes. Lineas rectas que se cortan en un punto Unico.
&

Sistemas de ecuaciones lineales. Conjunto de dos ecuaciones lineales
con dos variables o incognitas. El conjunto de parejas ordenadas que sa-
tisfacen ambas ecuaciones se denomina conjunto solucién del sistema.

s

~

Teorema. Proposicion que afirma una verdad demostrable.

Teorema de Pitagoras. Teorema que establece que, en los triangulos
rectangulos, la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos es
igual al cuadrado de la medida de la hipotenusa.

Término. Cada uno de los sumandos que aparecen en una expresion
algebraica.

Triangulo acutangulo. Triangulo que tiene los tres angulos agudos.

Triangulo equiangulo. Tridngulo cuyos angulos interiores tienen igual
medida.

Triangulo equilatero. Triangulo que tiene todos los lados iguales.
Triangulo escaleno. Triangulo que tiene todos los lados diferentes.
Triangulo isosceles. Triangulo que tiene dos lados iguales.
Triangulo obtusangulo. Triangulo que tiene un angulo obtuso.

Triangulo rectangulo. Triangulo que tiene un angulo recto.

Triangulos congruentes. Tridngulos en los que hay una corresponden-
cia entre sus vértices, de modo que cada par de lados y de angulos co-
rrespondientes miden lo mismo.

Valor absoluto. El valor absoluto de un nimero real ¢ se simboliza
| c| y se define como:

s

|C|= —’c sic<O

Valor numérico de un monomio. Nimero que se obtiene al sustituir
las letras por nimeros.

Variable dependiente. Variable cuyos valores dependen de los valores
que se asignen a la variable independiente.

Variable independiente. Variable a la cual se asignan valores arbitrarios
en una funcion.
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Me gustan las matematicas

José Antonio Hervas

Como ninguna otra ciencia
me gustan las matematicas
porque agotan mi paciencia
con cuestiones enigmaticas.

Confieso, sin estridencias,
que me resultan simpaticas
todas las circunferencias

y demas curvas cuadraticas.

Yo comprendo que la gente
piense que soy diferente
porque me gusta sofiar

con las series divergentes
los nimeros trascendentes
y la funcién modular.

Tomado de https://goo.gl/rN4NfX (01/03/2018)

José Antonio Hervas (1974). Poeta y fotégrafo espafiol

Asi soné yo la verdad
Gabriel Celaya

KRepler miré llorando los cinco poliedros
encajados uno en otro, sistematicos, perfectos,
en orden musical hasta la gran esfera.

Amoé al dodecaedro, lloré al icosaedro

por sus inconsecuencias y sus complicaciones
adorables y raras, pero, jayl, tan necesarias,

pues no cabe idear mas sélidos perfectos

que los cinco sabidos, cuando hay tres dimensiones.

Pens6, mirando el cielo matematico, lejos,
que quizd le faltara una lagrima al miedo.

La lloré cristalina: deposité el silencio,

y aquel metapoliedro, geometria del suefio,

no pensable y a un tiempo normalmente correcto,
restablecié sin ruido la paz del gran sistema.



No cabia, es sabido, segtn lo que decian,
mas orden que el dictado. Mas él sofié: pensaba.

Eran mas que razones: las razones ardian.
Estaba equivocado, mas los astros giraban.

Su sistema era solo, segun lo presentido,
el orden no pensado de un mundo enloquecido,
y él buscaba el defecto del bello teorema.

Lo claro coincidia de hecho con el espanto
y en la nada, la nada le besaba a lo exacto.

Tomado de https://goo.gl/xicu2M (04/02/2018)

Gabriel Celaya (1911-1991). Poeta espafiol de la posguerra, interesado en la lite-
ratura comprometida. En 1986 gand el Premio Nacional de las Letras Espafiolas,
otorgado por el Ministerio de Cultura de su pais.

Cuando todo queria poner en practica

Gabriela Noriega

Cuando todo queria poner en practica

siempre debia recurrir a la matematica.

Queria solamente dedicarme al dibujo, a la pintura,
pero debia sacar proporciones y medir la altura.

Queria también dedicarme a cantar,

pero debia medir el tiempo entre el canto y la misica por tocar.
Crei encontrar en el baile una solucion,

pero si no contaba los pasos era mi perdicién.

A la composicién de poesias me quise dedicar,

pero debia medir los versos para un gran poema lograr.
Geografia, historia, misica, todas con la matematica se rela-
cionaban

y en mi mente nimeros y nimeros se cruzaban.

Para olvidarme caminé y caminé

y al mirar un letrero que decia km 5 encontré.
Miré mi reloj y una hora habia demorado

y en mi mente una pregunta habia pasado.




Si en una hora 5 km habia caminado,

en 4 horas jcuantos km habria avanzado?

Dije entonces 1 es 4 como 5 es X, sin pensar

que con una regla de tres simple me habia yo de encontrar.

Multipliqué 5 por 4 y 20 me dio,

despejé la X y el 1 al dividiendo pasé,

la X igual a 20 me quedd,

y en 4 horas 20 km habria de recorrer yo.

Luego pensando me di cuenta que

con la matematica me habia de nuevo encontrado,
y me di cuenta que ni siquiera caminar

podia hacerlo, sin ella a mi lado.

Fue en ese momento cuando su importancia descubri

y aunque a veces me cansaba, las tablas aprendi.

Pero me di cuenta que aunque de ella escaparme quiera,
hasta en las cosas mas sencillas la matematica espera.

Tomado de https://goo.gl/C5vjBf (01/03/2018)
Gabriela Noriega, Divulgadora de la matematica en composiciones poéticas.

Los dones del Cero
Ana Awilda Silva

Cuentan de un Cero que pensaba que no valia nada; pero un
dia decidi6 salir en busca de amigos que le dieran valor. Fue
donde el Uno y con un tono de voz muy triste le dijo:

—Uno, ta vales mucho, pero yo no valgo nada. Fijate, naci en
Babilonia, y los arabes decian que soy una cifra vacia, que ven-
go de la nada y que yo pertenecia al infinito. A veces pienso
que soy un fantasma, pues dicen que significo la ausencia por
medio de la presencia, o sea, que existo y no existo. Y el uno
le dijo:

—¢Cdémo vas a decir eso? TG vales mas de lo que te imaginas.
Mira, si te ubicas a la izquierda, podra ser que no valgas nada,
pero si te ubicas a la derecha, juntos tendremos mucho valor.
iYa veras!



Se fueron por el camino y se encontraron con otro amigo y
este les dijo:

—iHola, sefior Diez!

iEl Cero se sorprendié.! Y el Uno le dijo:

—Lo ves, yo te lo dije.

El Cero se sintié tan importante que se le ocurrié la idea de
que ambos podrian casarse y tener muchos ceritos. Se repro-
dujeron y formaron el cien (100) y asi, sucesivamente, afio tras
afio continuaron afiadiendo ceros hasta formar mil (1 000), diez
mil (10 000), cien mil (100 000), hasta un millén (1 000 000).
—¢ Te das cuenta? Eres el pobre que le das sentido a la vida
de un rico, pues él necesita de ti para llegar a un millén, a un
billén y a un trillén. Y el cero le dijo al uno:

—Oye.. como se estan afiadiendo tantos ceros, podemos repre-
sentarlos asi: Fijate, cuando nos unimos formamos el diez (10).
Como se afiadié un cero, entonces el exponente es uno, o sea:
101. Luego se afiadieron dos ceros y el exponente es dos, asi
que 100 = 10; y asi sucesivamente, el exponente representa la
cantidad de ceros.

—¢ Cuanto representa 10 y 1047

—Pues bien, 10 =1 000, y 104 = 10 000.

—iMira si somos importantes! Actualmente las computadoras
necesitan de nosotros para poder funcionar, pues ellas operan
con el sistema binario de uno y cero: 00101001. Nunca sub-
estimes las capacidades que posees. Todos tenemos nuestro
valor. 4 Viste cuanto vales?

—Uno, si no fuera por ti, yo no seria nadie.

Tomado de https://goo.gl/GLtWw3 (01/03/2018)

Ana Awilda Silva. Escritora de cuentos y profesora de la Facultad de Ciencias y
Tecnologia de la Universidad Interamericana de Puerto Rico, Recinto de Ponce, e
integrante del Centro de Recursos para Matematicas y Ciencias, CREMC.

El numero Pi

Wislawa Szymborska

Digno de admiracién es el niumero Pj,

tres coma catorce. Todas sus siguientes cifras también son
iniciales,

quince noventa y dos, porque nunca termina.




No deja abarcar, sesenta y cinco treinta y cinco, con la mirada,
ochenta y nueve, con los calculos,

sesenta y nueve, con la imaginacién,

y ni siquiera, treinta y dos treinta y ocho, con una broma, o sea,
comparacion,

cuarenta y seis, con nada,

veintiséis cuarenta y tres, en el mundo.

La serpiente mas larga de la tierra después de muchos metros
se acaba.

Lo mismo hacen, aunque un poco después, las serpientes de
las fabulas.

La comparsa de cifras que forma el nimero Pi

no se detiene en el borde de la hoja.

Es capaz de continuar por la mesa, el aire,

la pared, la hoja de un arbol, un nido, las nubes, y asi hasta el
cielo,

a través de toda esa hinchazén e inconmensurabilidad celes-
tiales.

Oh, qué corto, francamente rabicorto es el cometa.

iEn cualquier espacio se curva el débil rayo de una estrellal

Y aqui, dos treinta y uno cincuenta y tres diecinueve,

mi nimero de teléfono, el nimero de tus zapatos,

el afilo mil novecientos sesenta y tres, sexto piso,

el nimero de habitantes, sesenta y cinco céntimos,
centimetros de cadera, dos dedos, una charada y mensaje ci-
frado,

en la cual ruisefior que vas a Francia

y se ruega mantener la calma.

Y también pasaran la tierra y el cielo,

pero no el namero Pi, de eso ni hablar,

seguird sin cesar con un cinco en bastante buen estado,

y un ocho, pero nunca uno cualquiera,

y un siete que nunca serd el Gltimo,

y metiéndole prisa, eso si, metiéndole prisa a la perezosa eter-
nidad

para que continde.

Tomado de https://goo.gl/2t9TVC (02/03/2018)

Wislawa Szymborska (1923-2012). Poeta, ensayista y traductora polaca, ganadora
del Premio Nobel de Literatura en 1996. Entre sus obras destacan Busco las pala-
bras, Por eso vivimos, Preguntas planteadas a una misma.



Los modelos matematicos de Oscar Bruno

Adrian Paenza

Oscar Bruno es doctor en matematica. Trabaja en el Califor-
nia Institute of Technology, mas conocido como CalTech. Se
dedica a la investigacién en areas de matematica aplicada,
ecuaciones en derivadas parciales y ciencia computacional. En
su trabajo se ocupa de predecir las caracteristicas de disefios
de ingenieria, usando métodos matematicos y programas de
computadoras. Hace un par de afios le pedi que me diera algu-
nas referencias sobre lo que hacia. Y me escribié estas lineas
que ahora transcribo, con su autorizacién, claro.

—¢Cémo se usan los modelos matematicos para mejorar la
calidad de un objeto antes de construirlo?

Las ventajas ofrecidas por tales métodos son muchas y claras.
Por un lado, es mucho mas sencillo y menos costoso simular
un disefio que construirlo. Por el otro, un modelo matematico
puede revelar informacién que es muy dificil o imposible de
adquirir experimentalmente. Por supuesto, la validez de estos
modelos debe ser verificada a través de comparaciones con
experimentos; pero, una vez que un modelo esta verificado, se
puede tener un alto grado de confiabilidad en sus predicciones.

Yo me dedico a generar y verificar modelos matematicos para
problemas de ciencia de materiales. Y también me ocupo de
disefiar métodos numéricos para una variedad de areas de la
ciencia. Estos métodos numéricos permiten implementar los
modelos matematicos en computadoras. Ultimamente he esta-
do trabajando en una variedad de problemas:

1. Produccién de radares

2. Produccién de diamante a partir de grafito por medio de
ondas de choque

3. Disefio de un microscopio basado en rayos laser, en conjunto
con un grupo de bidlogos y de fisicos

4. Prediccién financiera

5. Disefio de materiales compuestos de goma y pequeiiisi-
mas particulas de hierro, llamados sélidos magnetoreoldgicos
(cuya elasticidad y forma pueden ser alterados a través de la
aplicacién de un campo magnético)

No quiero dejar de mencionar que los progresos en estos tipos
de problemas de prediccién pueden llevar a:

1. Nuevos conocimientos cientificos

2. Mejoras o abaratamientos en procesos de produccién

¥



3. Disefios de nuevos artefactos. Por ejemplo, el microscopio
gque mencioné antes permitird la observacién de la actividad
de células vivas, sus intercambios de fluidos, interacciones con
microorganismos, etcétera.

Los materiales compuestos basados en goma, por otro lado,
son buscados para mejorar los mecanismos de reduccioén de
vibraciones en automoviles: dependiendo del tipo de camino,
es preferible combinar gomas con distintos grados de dureza.
Usando campos magnéticos y materiales compuestos basa-
dos en goma, se puede variar el tipo de dureza y obtener una
reduccién sensible de vibraciones que son mas efectivas para
todo tipo de caminos. El disefio del compuesto mas convenien-
te (qué tipos de particulas utilizar, en qué cantidad, qué tipo de
goma es mas ventajoso) se facilita enormemente gracias a los
métodos numéricos. Ciertamente, en vez de producir un pro-
totipo con cada combinacién posible de materiales basicos, se
utiliza un programa de computadora por medio del cual, para
determinar las caracteristicas de un cierto compuesto, solo es
necesario especificar, cuando la computadora lo requiere, una
serie de nimeros que caracterizan las propiedades basicas de
los componentes utilizados.

Hasta aqui las reflexiones de Oscar. Ahora, agrego yo: muchas
veces, como matematicos, recibimos la pregunta: “;Para qué
sirve lo que usted hace? ;Cémo se usa? ;Gana plata con eso?”
Cuando se trata de matematicos que dedican su vida a la pro-
duccién de ciencia con aplicaciones mas evidentes o mas di-
rectas, las respuestas, como las de Bruno, suelen ser mas cla-
ras o mas contundentes. En cambio, cuando esas respuestas
provienen de cientificos que dedican su vida a la investigacion
basica o a la vida académica, no suelen convencer al interlo-
cutor. El ciudadano comin se siente apabullado y calla, pero
no esta seguro de que le hayan contestado lo que pregunté. No
entiende.

Uno de los propdsitos de este libro es acercar a las partes.
Mostrar la belleza que contiene pensar un problema cuya res-
puesta uno ignora. Sobre todo eso: pensar, imaginar caminos,
disfrutar de la duda. Y, en todo caso, aprender a coexistir con
el desconocimiento, pero siempre con la idea de derrotarlo, de
descubrir el velo que esconde la verdad.

Tomado de https://goo.gl/xyX7eq (20/02/2018)

Adrian Paenza (1949). Periodista, matematico y profesor argentino especializado
en la divulgacién matematica.



A la linea
Rafael Alberti

A ti, contorno de la gracia humana,
recta, curva, bailable geometria,
delirante en la luz, caligrafia

que diluye la niebla mas liviana.

A ti, sumisa cuanto mas tirana,
misteriosa de flor y astronomia,
imprescindible al suefio y la poesia,
urgente al curso que tu ley dimana.

A ti, bella expresién de lo distinto,
complejidad, arafia, laberinto
donde se mueve presa la figura.

El infinito azul es tu palacio.
Te canta el punto ardiendo en el espacio
A ti, andamio y sostén de la Pintura.

Tomado de https://goo.gl/pB819x (29/03/2018)

Rafael Alberti (1902-1999). Escritor espafiol perteneciente a la Generacién del 27.
Autor de: Marionero en Tierra, Un fantasma recorre Europa, Sonrie China y Can-
ciones para Altair.

Rima para recordar el numero PI

Manuel Golmayo

Soy y seré a todos definible, (3,14159)

mi nombre tengo que daros, (26535)
cociente diametral siempre inmedible (8979)
soy de los redondos aros. (32384)

Tomado de https://goo.gl/sPoz9U (29/03/2018)

Manuel Golmayo (1883-1973). Escritor y ajedrecista espafiol. Ha publicado Bridge
contratado, Temas de ajedrez, entre otras obras.




Los numeros
Martin Ceballos

Estos simbolos secretos
nos proponen sensaciones,
que en frias definiciones,
nos proyectan a lo eterno.

No sabemos cuando empiezan,
ni tampoco dénde acaban,
pero, en magico espejismo,

el cero se hace concreto..

Y entonces desde la nada
empezamos a contar.

iDe prontol, las unidades

se disfrazan de cifras

y en carnaval de ecuaciones
nos esconden sus verdades.

Entonces nuestros cerebros
comienzan a trabajar,

con ingenuidad y afan
intentando conseguir

el resultado perfecto.

Y en esa extrafia experiencia

nos ha hechizado el misterio

de atrapar las dimensiones

y alcanzar el infinito, en césmicas
relaciones de armonia universal.

Tomado de https://goo.gl/rN4NfX (23/03/2018)

Martin Ceballos. Divulgador de conocimientos matematicos en obras literarias.

En clase de matematica

Alexis Oviedo

El profesor habla de valor absoluto, como si hubiera valores
me pregunto.. El habla de la funcién, yo pienso en el més alla
de la defuncioén. El profesor grafica las raices, como si no las
hubiéramos ya perdido, reflexiono.



Diserta sobre las desigualdades: 4 Acaso algo es igual a otro
en este espacio? Explica los cuadrados. sPara qué reiterar?, si
poco a poco, cada dia, los seres humanos nos parecemos mas
a ellos.

Ha comenzado a definir los intervalos y esto si me llega pro-
fundamente: De O a +- » es el espacio en que no estas conmi-
go. Caminé de O a -1 para encontrarte, pero ti encontraste un
atajo en cierta parabola, y por la recta real, te alejaste hasta un
punto incognoscible. Luego volviste y pude verte de nuevo ju-
gar con los nimeros positivos. Descendi en una recta de pen-
diente -1/4 para poder alcanzarte, pero resbalé en la misma y
hoy estoy aqui sin ti: tendiendo a cero y a .

Alexis Oviedo (1970). Escritor ecuatoriano, autor de varios textos sobre educacién,
lenguaje, literatura y matematicas. Su novela Arcanos Mayores se publicé en 2017.

Poesia matematica

Fabiana Porracin

Me gusta lo que suma, lo que multiplica..
No me gusta lo que resta, y termina dividiendo un
conjunto en fracciones..

Me gusta de los conjuntos el que incluye,

el que es directamente proporcional

y también me gusta reconocer a los que son diametralmente
opuestos.

De las figuras geométricas no me gusta el circulo
cuadrado, que viciosamente encierra

o,

que aun abierto potencia

lo que se va por la tangente.

En forma inversamente proporcional, del circulo me gusta que
es redondo,
y por eso puede echar a rodar..

Me gusta lo paradojal de lo plano que es plano,
y se deriva de esto que no por

superficial deja de ser sustento..

Me gusta la interseccién de la diferencia.




No me gusta haber visto un nimero irracional de veces
la no discriminacién de lo mutuamente excluyente,

qué distinto a la espiral, que dialéctica, integra,

incluye, se abre y expande

interminablemente..

De la infinita linea de puntos me gusta paralelamente

que se parece a la mas larga caminata,

la que comienza con el primer paso,

y me gusta que en el curso de esa larga caminata se

puede poner algo entre paréntesis..

O elegir un curso que se bifurque alternativamente..

Por eso también la precisién de y en la puntuacién me agrada
desproporcionadamente.

Me gusta que el saldo sea positivo...
Teniendo igual en mente que

el final de cuentas podria

resultar negativo,

y asi, aun asi, su funcién seria la de
incrementar algin coeficiente.

Tomado de https://goo.gl/rN4NfX (23/03/2018)

Fabiana Porracin. Escritora, psicéloga y antropéloga argentina.

Teorema de Pitagoras

Jorge Eliécer Guevara Silva

Comienzo por explicar lo que es un teorema,
concepto fundamental, comln en cualquier sistema.
Se dice que es propiedad o que es proposicién,

solo es una verdad que exige demostracion.

Pitdgoras era un griego, que antes de Cristo vivio,

las cifras fueron su apego, por afios las estudié.

Este genio del guarismo aporté mucho a la ciencia,
ocupd el protagonismo, le dio frutos su eficiencia.

Una propiedad famosa, que lleva su mismo nombre,

la idea mas ingeniosa que hizo inmortal a este hombre.
En los tridngulos rectangulos se aplica este teorema,
no se involucran los angulos, de los lados trata el tema.



Es importante aprenderlo, que en la mente esté presente,
aplicarlo y entenderlo, su enunciado es el siguiente:

la hipotenusa al cuadrado, nos divulga este decreto,

con la suma se ha igualado del cuadrado de los catetos.

Con él podemos hallar la hipotenusa y los lados,
dos datos nos pueden dar y el tercero es calculado.
Es grande la aplicacion del grandioso teorema,

en mas de una situacidn para resolver problemas.

Tomado de https://goo.gl/n2QQQX (23/03/2018)

Jorge Eliécer Guevara Silva (1961). Escritor, docente, matematico y fisico colombia-
no. Ha publicado tres libros de poemas: Reflexiones, Versos en la clase, y Estampas
de mi pensamiento.

No temas

Ayekimatincoyot Nicoyal Cuauhnacaztl

No temas acercarte a las Matematicas
ellas son ciertas
y no mienten.

Es cierto que son rigurosas
como la misma Muerte,
pero también es cierto

que son hermosas

como la Mdusica.

Son tan ciertas
que Dios las usé desde siempre
para crearlo Todo.

No temas,
ellas son ciertas
y no mienten.

Tomado de https://goo.gl/37cdNq (23/03/2018)

Ayekimatincoyot Nicoyal Cuauhnacaztl. Divulgador de conocimientos matemati-

cos en obras literarias.




Potencias

Danny Perich Campana

Propiedad, teorema, corolario

en todos los idiomas es igual,

lo mismo ocurre con las potencias
porque es un lenguaje universal.

Para multiplicar potencias de igual base
conservar la base y los exponentes sumar,
asi a elevado a cinco por a elevado a siete,
a elevado a doce te resultara.

Donde debes tener especial atencioén,
pues los signos te pueden complicar,

es en la divisién de potencias

donde los exponentes se deben restar.
Por lo tanto si tienes a elevado a siete
dividido por a elevado a menos tres

al restar y multiplicar menos por menos
obtendras a elevado a diez.

Las potencias de exponente cero valen uno,
pero la base cero hay que descartar.
Cero elevado a cero no esta definido,

si estas atento no te equivocaras.

Si una potencia tiene exponente negativo
para resolver la base debes transformar,
la inviertes y por arte de magia

el exponente positivo quedara.

O sea, dos elevado a menos tres:
comienza por la base invertir,

asi el dos pasa a ser un medio,

y elevado a tres un octavo debe salir.
Una potencia a potencia es muy facil
basta con los exponentes multiplicar,
sean estos 2, 3 o quinientos

el procedimiento siempre es igual.

En todas las operaciones con potencias
como regla no debes olvidar

que sea base o sea exponente

lo que es igual siempre debes conservar.

Tomado de https://goo.gl/51NrGk (19/03/2018)

Danny Perich Campana. Profesor, matematico, escritor y compositor chileno, reco-
nocido por sus aportes a la educacién y al desarrollo tecnolégico.



Raiz de tres

Tamara Velasquez

Matematicamente puedo decir que del 100 % de ti,
me gusta el entero de tu corazén.

Sin ti me siento como una raiz de tres,

pero jcémo se siente una raiz de tres?
Inexacta.

Tan cerca de una raiz perfecta,

pero tan inalcanzable como todos los nimeros
que existen entre 3 y 4: infinitos.

Infinitos son los momentos que pienso en ti,
pero, jqué hay de mi sin ti?

Ta eres mi complemento y suplemento a la vez.
Asi como cuando se juntan los catetos

para formar un angulo de 90 perfecto.

Juntos seriamos el cuadrado perfecto.
No sé cémo te llegué a querer tanto,
si no te llegué a conocer al 100 %.

Eres una incégnita,

la x en una ecuacién imposible de igualar.

Pero, a la vez, éramos tan iguales,

como dos puntos reflejados en el plano cartesiano.
Iguales, pero con distintos signos.

Sin embargo, polos opuestos se atraen, no?

Qué mas da,
si finalmente solo somos dos rectas paralelas
que jamas se juntaran.

Tomado de https://goo.gl/UvJth7 (12/03/2018)
Tamara Velasquez. Poeta y escritora chilena.




Ayer por la tarde

Jairo Anibal Nifo

Ayer por la tarde,

como te lo habia prometido,
jugué el mejor partido

de fatbol de mi vida.

En el primer tiempo

hice un gol a los quince minutos.
A los treinta y siete

hice otro.

En el segundo tiempo,

a los siete minutos,

José Villegas,

el que cuando canta dice
que le nacen mariposas
en el pensamiento,

fusilé a nuestro arquero
con un taponazo

sobre el &ngulo izquierdo.

A los diecinueve minutos

y quince segundos,

David, el que quiere ser aviador,

empaté el partido

con un lindo gol de cabeza.

A los cuarenta y cuatro minutos,
al estilo Castafiito,

hice el gol mas lindo del mundo.

Mi equipo gané

por el marcador

de dos a tres,

pero yo senti que habia perdido
porque tl no viniste.

Me derrotaron los goles que
me hizo tu ausencia.

Tomado de https://bitly/2GBXOIZ (26/03/2018)

Jairo Anibal Niiio (1941-2010). Escritor colombiano. Gran parte de su obra fue de-
dicada a la literatura infantil y juvenil
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