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4 Promovemos la conciencia ambiental en la comunidad educativa.

rra de

s ) Hemos impreso el 8% de ejemplares con certificado de responsabilidad ambiental.
e 10OS

ADVERTENCIA

Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educacion es combatir el sexismo y la discriminacién de género en la sociedad ecuatoriana y promover, a través del sistema
educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad
con esta préactica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de

los profesores), etc. Sélo en los casos en que tales expresiones no existan, se usara la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo
femenino como masculino. Esta practica comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Espafiola en su Diccionario Panhispanico de Dudas, obedece a dos
razones: (a) en espafiol es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley lingUistica de la economia
expresiva> para asi evitar el abultamiento gréfico y la consiguiente ilegibilidad que ocurriria en el caso de utilizar expresiones como las y los, os/as y otras férmulas que buscan
visibilizar la presencia de ambos sexos.




2018: El valor del respeto

El inicio de un nuevo afio escolar siempre nos produce ilusion. Todos los nifios, nifias y adolescentes se
preparan, no solo para estudiar y aprender, sino también para encontrarse con sus comparieros de aula.
A veces nos topamos con caras nuevas en la clase, y eso es una buena sefal, porque vemos que otros
estudiantes se estan integrando a nuestra institucién educativa. Eso significa también que es una buena
oportunidad para relacionarnos con personas distintas de las que ya conociamos y asi lograr nuevas
amistades.

Sabemos que la escuela es un buen lugar para crecer y compartir muchas cosas positivas, y de vez en
cuando también para enfrentar problemas. Ser solidarios y apoyar a quienes necesitan ayuda es un
consejo que deberiamos seguir en la casa, la escuela y la comunidad.

El nuevo afio escolar se abre como una experiencia que nos desafia y al mismo tiempo nos gratifica.
Somos parte de la comunidad educativa, maestros, maestras, padres y madres de familia, representantes
legales y parientes. Todos somos responsables de acompanarlos en el mejoramiento de su educacion, en
mejorar la calidad de sus conocimientos y en la experiencia de estudiar y aprender para crecer como
mejores seres humanos y ciudadanos.

Un nuevo afio escolar significa un trabajo dedicado a ampliar las relaciones positivas, a las que llamamos
respeto. Nadie puede quedar fuera de esta practica de todos los dias en la escuela y la comunidad. Este
valor de vida se opone radicalmente al desprecio y a la exclusion. Si queremos una educacion justa, en la
que todos podamos participar, el respeto hacia los otros significa aceptar sus propias formas de ser, sus
caracteristicas individuales, sociales, fisicas y culturales; su manera de pensar y apreciar el mundo; sus
costumbres y tradiciones; sus aptitudes y habilidades. Esta es la mejor propuesta que puede hacer el
Ministerio de Educacion al iniciar el nuevo afo escolar.

El respeto hacia los demés significa el respeto a cada uno y cada una, a nosotros mismos. El respeto no
acepta agresion alguna, ya sea fisica, sicologica o sexual. Implica reconocernos a nosotros mismos en las
personas que nos rodean. Maestros y maestras, estudiantes y compafieras, somos todos seres humanos
que tenemos los mismos derechos. Eso significa el derecho a tener nuestro propio punto de vista, el
derecho a cambiar de opinién, a equivocarse, el derecho a crear un mundo propio en el cual vivir.

Este 2018 —afo del respeto—, esté inspirado en los principios de cero tolerancia al abuso y la violencia,
a cualquier tipo de discriminacion. Promovemos la equidad de género (igualdad entre hombres y mujeres),
la justicia social, la solidaridad, la cultura de paz, la convivencia entre culturas y tradiciones diferentes, y
el cuidado del ambiente. Todos estos son valores que debemos difundir y vivir a plenitud todos los dias en
la comunidad educativa.

Este es un afio para defender con mucha decision y compromiso los derechos de los estudiantes. Nuestro
programa Mé&s Unidos, Mé&s Protegidos fue creado para prevenir la violencia dentro del sistema educativo.
Vemos a la educacion como un todo integrado; trabajamos para mejorar nuestro ambiente con
importantes innovaciones curriculares como la metodologia Tierra de Nifas, Nifios y Jévenes para el Buen
Vivir. La incorporacion de saberes ancestrales a la educacion, el desarrollo de las artes, de la buena
lectura, y una ambiciosa agenda digital forman parte de nuestra propuesta al iniciar el nuevo afio escolar.

Esta es la accion integral que ahora promovemos, en la que nifios, nifas y adolescentes participan como
una fuerza decisiva dentro de toda la comunidad educativa. Sigamos caminando con buen paso y con
respeto en este 2018.

Fander Falconi
Ministro de Educacion




Presentacion

Matemdtica 3 BGU ahora mismo es una pdgina en blanco que, como 14, posee un infinito potenciall.

Te presen’romosﬂ s, el nuevo proyecto de Editorial Don Bosco que hemos diseniado para impulsar
lo mejor de ti y quéte acompanard en tu recorrido por el conocimiento.

13@%&

Fomenta un aprendizaje prdctico y funcional que te ayudard a desarrollar destrezas con criterios de
desempeno.

Propone una educacién abierta al mundo, que se infegra en un entorno innovador y fecnolégico.
Apuesta por una educacién que atiende a la diversidad.
Refuerza la inteligencia emocional.

Refleja los propdsitos del Ministerio de Educacion que estdn plasmados en el curriculo nacional vi-
gente.

Deja aflorar la expresividad de tus retos.

Incorpora Edibosco Interactiva, la llave de acceso a un mundo de recursos digitales, flexibles e infe-
grados para gue des forma a la educacion del futuro.

Es sensible a la justicia social para lograr un mundo mejor.

Matematica 3 BGU te presenta los contenidos de forma clara e interesante. Sus secciones e involucrardn
en proyectos, reflexiones y actividades que te incentivardn a construir y fortalecer tu propio aprendizaje.
Las ilustraciones, fotografias, enlaces a pdginas web y demds propuestas pedagdgicas facilitardn y
clarificardn la adquisicidon de nuevos conocimientos.

Una corta revision
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Bienvenidos (pdg. 10)
Ecuaciones y funciones
Vectores y figuras de dos dimensiones

Estadistica y probabilidad condicional




Funciones y limites

Objetivos

Proponer soluciones creativas a situaciones concretas
de la realidad nacional y mundial mediante la apli-
cacién de las operaciones bdsicas de los diferentes
conjuntos numéricos, el uso de modelos funcionales,
algoritmos apropiados, estrategias y métodos forma-
les y no formales de razonamiento matemdtico que
lleven a juzgar con responsabilidad la validez de pro-

Levantar indeferminaciones para calcu-
lar limites

Aplicacion de limites

6.1, Asintotas verticales

6.2. Asintotas horizontales

Continuidad

cedimientos y los resultados en un contexto.

Desarrollar estrategias individuales y grupales que per-
mitan un cdlculo mental, escrito, exacto o estimado y
la capacidad de interpretacion y soluciéon de situacio-
nes problémicas del medio.

2.1. Limite finito de una funciénen 5.
un puntfo
2.2. Limites laterales finitos 6.
2.3. Relacién entre el limite y los
limites laterales
2.4. Limite infinito de una funcién en 7.

un punto 7.1. Continuidad en un punto
2.5, Limites de una funcién en el 7.2. Continuidad lateral

infinito 7.3. Continuidad en un intervalo
Propiedades de los limites 8. Propiedades de las funciones continuas

Algebra y funciones (14 - 47) 8.1. Continuidad de las funciones

elementales
Teoremas relativos a la continuidad
9.1. Teorema de conservacion de signo
9.2. Teorema de Bolzano
9.3. Teorema de valor infermedio
9.4. Teorema de Weierstrass

3.1. Propiedades
3.2. Indeterminaciones
4. Cdlculo de limites 9.
4. Limites de funciones polindmicas
4.2. Limites de funciones racionales
4.3. Limites de funciones definidas a
frozos

1. Exponentes y logaritmos
1.1. Funcién Exponencial
1.2. Funcién Logaritmica
1.3. Ecuaciones Exponenciales
1.4. Ecuaciones Logaritmicas
2. Limites de funciones

Objetivos

Proponer soluciones creativas a situaciones concre-
tas de la realidad nacional y mundial mediante la
aplicacién de las operaciones bdsicas de los diferen-
tes conjuntos numéricos, el uso de modelos funcio-
nales, algoritmos apropiados, estrategias y métodos
formales y no formales de razonamiento matemdatico

que lleven a juzgar con responsabilidad la validez
de procedimientos y los resultados en un contexto.

Desarrollar estrategias individuales y grupales que
permitan un cdlculo mental, escrito, exacto o estima-
do y la capacidad de inferpretacion y solucién de
situaciones problémicas del medio.

Algebra y funciones (48 - 83)

1. Derivada de una funcién en un

punto

Funcién derivada

Funcién derivada y operaciones

Diferencial de una funcién

Aplicaciones de las derivadas

5.1. Crecimiento de una funcién
en un punto

[SARES IR

5.2. Extremos relativos

5.3. Curvatura y punto de inflexion
Area bajo una curva

Integral definida

8.4. Integrales indefinidas
inmediatas

9. Métodos bdsicos de integracion

9.1. Integracién por

7.1. Concepto descomposicién
7.2. Propiedades 9.2. Infegracién por cambio de
7.3. Teorema fundamental del variable

cdliculo

74. Segundo teorema fundamen-
tal del cdlculo

7.5. Métodos numéricos de inte-
gracion

Primitivas e integrales indefinidas

8.1. Primitivas

8.2. Integrales indefinidas

8.3. Propiedades de las infegrales
indefinidas

9.3. Integracién por partes
10. Aplicaciones de la integral

definida

10.1.Area de figuras planas

10.2.Area limitada por dos funcio-
nes continuas y las rectas
X=ayx=b

10.3. Aplicaciones en fisica

Prohibida su reproduccion



Algebra lineal

Objetivos

Proponer soluciones creativas a situaciones con-
cretas de la realidad nacional y mundial median-
te la aplicaciéon de las operaciones bdsicas de los
diferentes conjuntos numéricos, el uso de modelos
funcionales, algoritmos apropiados, estrategias y
métodos formales y no formales de razonamiento
matemdtico que lleven a juzgar con responsabili-

dad la validez de procedimientos y los resulfados
en un contexto.

Desarrollar estrategias individuales y grupales que
permitan un cdlculo mental, escrito, exacto o esti-
mado y la capacidad de interpretacion y solucién
de sifuaciones problémicas del medio.

2.1. Adicién de matrices 8.1. Inecuaciones y sistemas de
2.2. Multiplicaciéon de una matriz inecuaciones con una incégnita
por un ndmero real 8.2. Inecuaciones y sistemas de
3. Matriz identidad inecuaciones con dos incégnitas
4.  Matriz inversa 8.3. Sistemas lineales de inecuacio-
4.1. Cdiculo de la matriz inversa a nes con dos incédgnitas
partir de la definicién 9. Introduccién a la programacion
4.2. Cdlculo de la matriz inversa por lineal
Algebra y funciones (34 - 115) el méfoqo de Gauss-Jordan 9.1. Métfodos de resolucion
5. Ecuaciones lineales 9.2. Tipos de soluciones
1. Matrices numérica 6. Sistemas de ecuaciones lineales 10. Aplicaciones de la programacion
1.1. Concepto 6.1. Clasificacion de sistemas de lineal
1.2. Representacion ecuaciones lineales 10.1.Problema del fransporte
1.3. Igualdad 6.2. Notaciéon matricial 10.2.Problema de la dieta
1.4. Tipos de matrices 7. Método de Gauss 10.3.0tras aplicaciones
2. Operaciones con matrices 8. Inecuaciones lineales

Vectores en el espacio

Objetivos

Producir, comunicar y generalizar informacion de responsabilidad social.
manera escrita, verbal, simbdlica, grdfica y/o tec-
nolégica mediante la aplicacién de conocimientos
matemdticos y el manejo organizado, responsable
y honesto de las fuentes de datos para comprender
ofras disciplinas, entender las necesidades y poten-

cialidades de nuestro pais y tfomar decisiones con

Geometria y medida (120 - 149)

Valorar el empleo de las TIC para realizar cdlculos y
resolver, de manera razonada y critica, problemas
de la realidad nacional, argumentado la pertinen-
cia de los métodos utilizados y juzgando la validez
de los resultados.

1. Vectores

1.1. Equipolencia de vectores

1.2. Vectores libres
2. Operaciones con vectores 6.
2.1. Adicién de vectores

5.3. Expresion analitica del pro-
ducto escalar

5.4. Aplicaciones

Producto vectorial

6.1. Definicion

9 2.2. Mulfiplicacién por un nimero 6.2. Propiedades
7§ real ) o 6.3. Expresion analitica
g 3. Elespacio vectorial R 6.4. Aplicaciones
Gg) 4. Componentes 7. Producto mixto
: 4.1, Operaciones con componentes 71. Definicién
g 4:2. Componentes de un vector 7.2. Propiedades del producto
z determinado por dos puntos mixto
a 4.3. Punfo medio de un segmento 7.3. Interpretacion geométrica
5 Producto.e§?olor 74. Expresion analifica
51. Def|r.1|olon 7.5. Aplicaciones del producto
5.2. Propiedades del producto mixto
escalar




Geometria en el espacio

Objetivos

Valorar sobre la base de un pensamiento critico, crea-
fivo, reflexivo y Iégico la vinculacién de los conocimien-
tos matemdticos con los de ofras disciplinas cientificas
y los saberes ancestrales para plantear soluciones a
problemas de la realidad y contribuir al desarrollo del
entforno social, natural y cultural.

Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso de
herramientas matemdticas al momento de enfrentar
y solucionar problemas de la realidad nacional de-
mostrando actitudes de orden, perseverancia y ca-
pacidades de investigacion.

1.4. Ecuaciones implicitas

1.5. Posiciones relativas de dos
rectas

1.6. Posicion de rectas respecto
de la referencia

Planos en el espacio

2.1. Ecuacién vectorial

Posicién relativa de recta y plano
Angulos entre elementos del espacio

4.1. Angulo entre dos rectas

4.2. Rectas perpendiculares

4.3. Planos perpendiculares

4.4. Angulo entre recta y plano
Distancias entfre elementos del espacio

2.2. Ecuaciones paramétricas
2.3. Ecuacién general
Geometria y medida (150 - 179) 2.4. Posicién relativa de

5.1. Distancia entre dos puntfos
5.2. Distancia de un punto a una recta
5.3. Distancia de un punto a un plano

dos planos 5.4. Distancia enfre dos rectas
1. Rectas en el espacio 2.5. Posicion relativa de 5.5. Distancia entre dos planos
1.1. Ecuacién vectorial fres planos 5.6. Distancia entre recta y plano
1.2. Ecuaciones paramétricas 2.6. Posicion de planos

1.3. Ecuaciones continuas respecto de la referencia

ﬁ’!

Probabilidad

Objetivos

Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso de
herramientas matemdticas al momento de enfrentar
y solucionar problemas de la realidad nacional de-
mostfrando actitudes de orden, perseverancia y co-
pacidades de investigacion.

Valorar sobre la base de un pensamiento critico,
creativo, reflexivo y légico la vinculaciéon de los co-
nocimientos matemdticos con los de otras disciplinas
cientificas y los saberes ancestrales para plantear
soluciones a problemas de la realidad y contribuir al
desarrollo del enforno social, nafural y cultural.

c°ntenidos R I R R T T T S S T T R A A S AR

2.2. Definicién axiomdtica
2.3. Propiedades de la probabilidad 7.

6.1. Funcién de densidad
Pardmetros descriptivos

3. Probabilidad condicionada
3.1. Concepto
3.2. Propiedades de la probabilidad

7. Esperanza
72. Varianza
Distribuciones discretas

condicionada 8.1. Distribucién de Bernoulli
3.3. Sucesos dependientes y sucesos 8.2. Distribucién binomial
independientes 8.3. Distribucion de Poisson

3.4. Teorema de la probabilidad

Estadistica y probabilidad (130 - 212) s fotal

1. Sucesos

1.1, Suceso seguro y suceso imposible

1.2. Operaciones con sucesos

1.3. Sucesos compatibles y sucesos

incompatibles

14. Sistema completo de sucesos

2. Probabilidad
2.]. Definiciéon experimental

5. Teorema de Bayes
4. Variables aleatforias
4.1. Concepto
4.2. Tipos de variable aleatforia
5. Distribucion de probabilidad de una
variable aleatoria discreta
5.1, Funcién de probabilidad
6. Distribucion de probabilidad de una
variable aleatforia continGia

Variable estadistica bidimensional

9.1. Organizacién de datos

9.2. Andlisis de datos

9.3. Interpretacion gréfica de la
relacion entre variables

9.4. Coeficiente de Pearson

9.5. Regresion lineal

9.6. Rectas de regresion y
predicciones

9.7. Valoracién de las predicciones

Prohibida su reproduccion
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Destrezas con criterios de desempeiio:

Reconocer el conjunto de matrices M, (R) y sus elementos, asi como las matrices especiales: nula e idenfidad.
Realizar las operaciones de adicién y producto entre matrices M2x2 (R), producto de escalares por matrices

M,,, (R), potencias de matrices M,_, (R) aplicando las propiedades de nimeros reales.
Calcular el producto de una matriz de M, , (R) por un vector en el plano y analizar su resulfado (vector y no
matriz).

Reconocer matrices reales de mxn e identificar las operaciones que son posibles realizar entre ellas segun sus
dimensiones.

Calcular determinantes de matrices reales cuadradas de orden 2 y 3 para resolver sistemnas de ecuaciones.

Calcular la matriz inversa A de una matriz cuadrada A cuyo determinante sea diferente a 0 por el método
de Gauss (matrizampliada) para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Resolver y plantear problemas reales o hipotéticos que pueden ser modelizados con derivadas de funciones
cuadrdticas identificando las variables significativas presentes y las relaciones entre ellas, juzgando la perti-
nencia y validez de los resultados obtenidos.

Interpretar de manera geométrica vy fisica la primera derivada (pendiente de la tangente, velocidad instantd-
nea) de funciones polinomiales de grado <4 con apoyo de las TIC.

Interpretar de manera fisica la segunda derivada (aceleracién media, aceleracién instantdnea) de una
funcién polinomial de grado <4 para analizar la monotonia, determinar los méximos y minimos de estas fun-
ciones y graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora grdfica, software, applets).

Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones racionales cuyos numeradores y denominadores sean
polinomios de grado <2 para analizar la monotonia, determinar los mdximos y minimos de estas funciones y
graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora grdfica, software, applets)

Resolver aplicaciones reales o hipotéticas con ayuda de las derivadas de funciones polinomiales de grado
<4y de funciones racionales cuyos numeradores y denominadores sean polinomios de grado <2 y juzgar la
validez y pertinencia de los resultados obtenidos.

Conocer y aplicar el dlgebra de limites de sucesiones convergentes en la resolucién de aplicaciones o pro-
blemas con sucesiones reales en matemdtica financiera (interés compuesto) e interpretar y juzgar la validez
de las soluciones obtenidas.

Reconocer y graficar las funciones escalonadas para calcular el drea encerrada entre la curva y el eje X.

Realizar las operaciones de suma y multiplicacién de funciones escalonadas y de multiplicacion de ndmeros
reales por funciones escalonadas aplicando las propiedades de los nimeros reales.

Caleular la integral definida de una funcién escalonada, identificar sus propiedades cuando los limites de
integracién son iguales y cuando se intercambian los limites de intfegracion.

Aplicar la interpretacion geométrica de la integral de una funcién escalonada no negativa como la superfi-
cie limitada por la curva y el eje x.

Calcular la integral definida de una funcién polinomial de grado <4 aproximando el cdlculo como una suce-
sion de funciones escalonadas.

Reconocer la derivacién y la infegracién como procesos inversos.

Aplicar el segundo teorema del cdlculo diferencial e integral para el cdlculo de la integral definida de una
funcién polinomial de grado <4 (primitiva).

Resolver y plantear aplicaciones geométricas (cdiculo de dreas) y fisicas (velocidad media, espacio recorri-
do) de la infegral definida e interpretar y juzgar la validez de las soluciones obtenidas.

Reconocer y graficar funciones exponenciales analizando sus caracteristicas: monotonia, concavidad y
comportamiento al infinito.

Aplicar las propiedades de los exponentes y los logaritmos para resolver ecuaciones e inecuaciones con
funciones exponenciales y logaritmicas con ayuda de las TIC.

Reconocer y resolver aplicaciones, problemas o situaciones reales o hipotéticas que pueden ser modelizados
con funciones exponenciales o logaritmicas identificando las variables significativas presentes y las relaciones
entre ellas y juzgar la validez y pertinencia de los resulfados obtenidos.

Identificar la pendiente de una recta a partir de la ecuacién vectorial de la recta para escribir la ecuacion
cartesiana de la recta y la ecuaciéon general de la recta. R®

Determinar la posicién relativa de dos rectas en R® (rectas paralelas, que se cortan, perpendiculares) en la
resolucion de problemas (por ejemplo: trayectoria de aviones o de barcos para determinar si se interceptan).

Calcular la distancia de un punto P a una recta (como la longitud del vector formado por el punto Py la pro-
yeccion perpendicular del punto en la recta P”, utilizando la condicidn de ortogonalidad del vector direccion
de larecta y el vector (PP) en la resolucién de problemas (distancia entre dos rectas paralelas).

>
@
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Determinar la ecuacién de la recta bisectriz de un dngulo como aplicacién de la distancia de un punto a
una recta.

Resolver y plantear aplicaciones de la ecuacién vectorial, paramétrica y cartesiana de la recta con apoyo
delasTIC.




Aplicar el producto escalar entre dos vectores, la norma de un vector, la distancia entre dos puntos, el dngulo
entre dos vectores y la proyeccién ortogonal de un vector sobre otro para resolver problemas geométricos,
reales o hipotéticos en R®.

Realizar las operaciones de adicién entre elementos de R®y de producto por un ndmero escalar de manera
geométrica y analitica aplicando propiedades de los nimeros reales y reconocer a los vectores como ele-
mentos geométricos de R®

Calcular el producto escalar entre dos vectores y la norma de un vector para determinar distancia entre dos
puntos Ay B en R®* como la norma del vector AB .

Escribir y reconocer la ecuacién vectorial y paramétrica de una recta a partir de un punto de la recta y un
vector direccion o a partir de dos puntos de la recta y graficarlas en R®,

Determinar la ecuacién vectorial de un plano a partir de un punto del plano y dos vectores direccién; a partir
de tres puntos del plano; a partir de una recta contenida en el plano y un punto.

Determinar la ecuacion de la recta formada como inferseccién de dos planos como solucion del sistema de
ecuaciones planteado por las ecuaciones de los planos.

Determinar si dos planos son paralelos (cuando no hay solucién) o perpendiculares (si los vectores normales
a los planos son perpendiculares) para resolver aplicaciones geométricas en R?

Aplicar la divisibilidad de nimeros enteros, el cdlculo del mdximo comun divisor y del minimo comun multiplo
de un conjunfo de ndmeros enferos y la resolucidn de ecuaciones lineales con dos incdgnitas (con soluciones
enteras no negativas) en la soluciéon de problemas.

Reconocer un subconjunfo convexo en R, y determinar el conjunto de soluciones factibles de forma graficay
analitica para resolver problemas de programacioén lineal simple (minimizacién en un conjunto de soluciones
factibles de un funcional lineal definido en R).

Realizar un proceso de solucién grdfica y analitica del problema de programacion lineal graficando las
inecuaciones lineales, determinando los puntos extremos del conjunto de soluciones factibles y encontrar la
solucién éptima.

Resolver y plantear aplicaciones (un modelo simple de linea de produccidén, un modelo en la industria quimi-
ca, un problema de fransporte simplificado), interpretando y juzgando la validez de las soluciones obtenidas
dentro del contexto del problema

Realizar operaciones con sucesos: unién, interseccién, diferencia y complemento, leyes de De Morgan en la
resolucion de problemas.

Aplicar los métodos de conteo: permutaciones, combinaciones para determinar la probabilidad de eventos
simples y a partir de ellos la probabilidad de eventos compuestos en la resolucién de problemas.

Identificar variables aleatorias de manera intuitiva y de manera formal como una funcién real y aplicando la
funcién aditiva de conjuntos, determinar la funcidon de probabilidad en la resolucién de problemas.

Reconocer experimentos en los que se requiere utilizar la probabilidad condicionada mediante el andilisis de
la dependencia de los eventos involucrados y calcular la probabilidad de un evento sujeto a varias condicio-
nes aplicando el teorema de Bayes en la resolucién de problemas.

Identificar variables aleatorias discretas en problemas de texto y reconocer la distribucién de Poisson como
ejemplo de variables aleatorias discretas y sus aplicaciones.

Reconocer un experimento de Bernoulli en diferentes contextos (control de calidad, andlisis de datos, entre
otros) y la distribucién binomial en problemas de texto identificando los valores de py Q.

Calcular probabilidades binomiales con la férmula (o con el apoyo de las TIC), la media, la varianza de distri-
buciones binomiales y graficar.

Analizar las formas de las graficas de distribuciones binomiales en ejemplos de aplicacién con el apoyo de
las TIC, y juzgar en confexto la validez y perfinencia de los resultados obtenidos.

Determinar la recta de regresién lineal que pasa por el centro de gravedad de la distribucion para predecir
valores de la variable dependiente utilizando la recta de regresion lineal o calcular ofra recta de regresion
infercambiando las variables para predecir la otra variable.

Utilizar el método de minimos cuadrados para determinar la recta de regresidn en la resolucion de problemas
hipotéticos o reales con apoyo de las TIC.

Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en el método de minimos cuadrados al determinar la recta de
regresion en la resolucion de problemas hipotéticos o reales dentro del contexto del problema con el apoyo
delasTIC.

Fuente: http://goo.gl/xcKMvM (Ministerio de Educacién del Ecuador).
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REPASO Y REVISION DE CONTENIDOS

D Ecuaciones y funciones

1. Resuelve las siguientes ecuaciones lineales:

4% -3 5x+1
a. =
2 3
b, x-3 L7 —x- 5-x
o 3G 3, 5
10 2 3
3x+1) x-4
-X =
2 3
X+ 2 -5x
e. ) -3(X+1)—T'2

2. Determina el conjunto solucién para x € R.
4
a. 9X3-§X2+X-3 =68

b.2x*-3x*+ 5x*+3=7

3. Halla el valor de k sabiendo que el polinomio
Q(x)=-x3+4x2- 2x - k es multiplo de x - 3.

4, Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas
soluciones sean las siguientes.

ax=1x=4
b.x1=2,x2=-1
c.x,=3, x,=7
d.x1=-11,x2=0

e.x1=x2=-2

5. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

xty+z=4
2x+y+3z=-2
3x+y+2z=1

x-ytz=1
Xx+y-z=-1
xt+y+z=1

Xx+y+z=3
3x+y-2z=-1
x+2y-z=-5

o
@06 06 00O

6. Elpolinomio P(x) = ax?+ bx + ¢,y cumple lo

siguiente.
P(1)=0;P(-2)=12; P(3)=2
Hallaa, byc.

7. Determina el dominio y recorrido de estas fun-
ciones en R.

a fx)=2x-1
b. f(x)=3x?

1
c f=%x

d f)= Xil

1
8. Dadaslas funciones f(x) = ;x# 0y g(x) =x-2,

calcula:

a(f+®

b.(f-8)x)

c(f X
f

8 (%)

9. Demuestra si la funcién es biyectiva

x+1
fO=—F7

su dominio y rango. Finalmente, calcula la inver-

x # 2.Sino lo es, redefina

sa de la funcion.

10. Halla las asinfotas de las funciones siguientes.

12x°5+ 2x-1
af®="25%7
X+ 8
0. f="Z0+4
-3x+5
c.f= 2x+9
3x*+ 3x-1
d f(x) = 2x+9

11. Estudia la continuidad de:
5six<3

X-2 si3<x<4

fo0=

—) six> 4



Vectores y figuras en
dos dimensiones

12. Sabemos que tan a = -2 y /2 < a < 180°. Halla
el senoy el coseno de. a, 180°-a y 21-a.

13. Las componentes rectangulares de Uy v son
i =(-1,3) yV=(2-2). Calcula las componentes
de:

5
au+v

(=)

O
|
W
<y

C.-2u+4v
d.76-3x7

14. Las componentes de U y v son (1,3)y(-2,5).
Calcula.
a.u-v
b. |ul
c. vl

~~

d. cos (1, V)

15. Halla las coordenadas del punto medio del
segmento de extremos A = (1,3) y B = (-5, 5).

16. Determina la posicidn relativa de las rectasry s
de ecuaciones -x+y=-1y2x+3y+3=0.

17. Determina la posicidn relatfiva de las rectasry s
de ecuaciones -x+y=1y 2x- 2y =-2.

Y TAVBEN: |1

Razones trigonométricas del
dangulo o

S __cateto opuesto
enoa= hipotenusa

cateto adyacente
hipotenusa

Coseno a =

cateto opuesto
cateto adyacente

Tangente o =

cateto adyacente
cateto opuesto

Cotangente o =

hipotenusa
cateto adyacente

Secante o =

hipotenusa
cateto opuesto

Cosecante o =

18. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el
punto (-1, 2) y es paralela a la recta de ecuacion:
x-2 _y+3
-2 3

19. Halla la ecuacién de la recta que pasa por (0, 5)
y es paralela a la recta de ecuaciéon y = -2x + 1.

20. Halla la distancia entre la rectar: 4x- 3y + 1y el
punto P = (-1, 2).

21. Halla la distancia entre las rectas r: 2x + 3y -4 =0
ys:2x+3y+7=0.

22. Averigua si los punfos A, By C estdn alineados.
a.A=(0,3),B=(1,1),C=(-1,5)
b.A=(-1,3),B=(4,0),C=(2,6)

23. Encuentra el valor de m para que los puntfos
A=(2,-1),B=(0,2) y C= (-1, m) estén alineados.

24, Escribe en todas las formas la ecuacion de la
recta que pasa por el punto A = (-5, 3) y que
tiene vector director v = (-1, 1).

25. Una recta pasa por el punto A (3, -2) y tiene por
vector director v = 2i + T Detfermina graficamen-
te si el punto B (5, 3) pertenece a la recta.

26. Una recta pasa por el punto A (-1, 2) y fiene por
vector director v = 2i +3j .

a. Calcula grdficamente las coordenadas de otros
dos puntos de la recta.

b. Calcula la pendiente de la recta.
c. Determina la ecuacion de la recta.

27. Calcula la ecuaciéon de la recta que Pasa por _(?I
punto A (-3, 3) y tiene por vector directorv=1i-2j.

28. Determina la ecuacién de la recta de la figura.

a




29. Determina el coseno del dngulo que forman las
rectas r y s cuyas ecuaciones son las siguientes:
y+3 . ,_ ¥+t 4
> s:x-1= 3

rrx-4=

30. Escribe la ecuacién general de la circunferencia
de centro C = (1,3) y radio 5.

31. Halla la ecuacion de la circunferencia si uno de
sus didmetros tiene como extremos los puntos
A=(-3,-7)yB=(2,5).

32. El eje mayor de una elipse mide 6 cm y su distan-
cia focal, 4 cm. ¢{Cudnto mide el eje menor?

33. Halla la ecuacién reducida de la elipse de focos
F=(@30yF = (3, 0)y cuyo eje mayor mide
10 cm.

34. El eje real de una hipérbola mide 6 cm vy su eje
imaginario, 8 cm. ¢ Cudnto mide la distancia focal?

35. Comprueba si las siguienfes ecuaciones repre-
sentfan circunferencias y, en tal caso, halla el
centro y el radio.

a.x*+y*+3x-2y-3=0
b.x*+y*-2x+6y+14=0

36. Halla la ecuaciéon reducida de la hipérbola de
focos F = (4,0) y F'= (-4, 0) y cuyo eje real mide
6 cm.

Estadistica y probabilidad
condicionada

37. Halla las probabilidades de los sucesos, C¢, C N C¢,
y A N B sabiendo lo siguiente.

1 1

38. Calcula la probabilidad de que la puntuaciéon
obtenida al lanzar un dado sea un 2, sabiendo
gue la puntuacién es un ndmero primo.

39. La encuesta a un grupo de 160 personas revela
que 96 de estas adquieren la revista A; 48, la re-
vista By 16, la revista C. (Cudl es la probabilidad
de que, si elegimos dos al azar, sean comprado-
res de la revista A?

40. Un 35% de una clase son seguidores de un gru-
po musical A; un 30%, de ofro grupo B, y a un
15% le gustan ambos grupos. Calcula la proba-
bilidad de que al elegir un estudiante al azar.

a. Sea seguidor de B, sabiendo que le gusta A

b. Sea seguidor de ambos grupos, sabiendo que
le gusta alguno de los dos.

41. De una bolsa que contiene 9 bolas, numeradas
del 1 al 9, extraemos una bola. Si es par, coge-
mos un boligrafo de la caja A, y si es impar, co-
gemos un boligrafo de la caja B.

Elabora un diagrama en arbol y calcula la pro-
babilidad de coger un boligrafo rojo.

42.En un deferminado experimento aleatorio solo
son posibles cuatro sucesos elementales A, B, Cy
D. Si sabemos que P(A)=P(B) =P(C) y P(D) = 2:
P (A), ¢cudnto vale P (D)?.

43, Cogemos al azar una ficha de un domind y su-
mamos los puntos. Halla la probabilidad de que:

a. La suma de puntfos sea 8.
b. La suma de puntos sea un cuadrado perfecto.

Y TAVBEN: |21

Ecuaciones cénicas:

Circunferencia | x* + y? = r?

7 2
(Centro de origen) %J'FZ: 1

Elipse 5 '
(Ofrocentro) XX OV -yo)° _ 1
a’ b?
2 2
(Centro de origen) aiz - %2 =
Hipérbola . i
(Ofro centroy & -%)" 7 -¥)"_ 4
a’ b?
Pardbola — | y*=2px
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En Internet:

El estudio de funciones muchas veces requiere
aproximar resulfados cuando x toma valores
muy grandes. En el link http://goo.gl/DdmnTB
enconfrards un problema elaborado por la
NASA acerca de la relacion entre un protén de
alta energia y un electrén.

Libro:

Si necesitas refuerzo en los temas de esta
unidad, acude al libro que encontrards en el
siguiente enlace: http://goo.gl/TJt4bF.

EN CONTEXTO:

La imagen nos muestra la trayectoria de un
cohete espacial desde su despegue hasta que
sale de la atmdsfera terrestre. Como podemos
observar, el cohete parte de una posicion
vertical, y lenfamente curva. En esta unidad
aprenderemos a predecir la tfrayectoria de una
funcién mientras avanza, lo cual es Util para
modelar varios eventos como el vigje de este
cohete a fravés del espacio.

Prohibida su reprodueeion
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|. EXPONENTES Y LOGARITMOS

97 Antes de entrar al estudio de sus funciones, daremaos un re-
| paso al uso y propiedades de los mismos.
Las calculadoras cientificas |

disponen de las feclas ]y | Exponentes

m que permiten hallar los lo-
garitmos decimales y natura-

les de un nimero positivo.

Dados dos nimeros reales a € Ry n € N, definimos a la po-
tencia enésima de a como:

P

|
|
|
|
i a"=a-a-..-a
| n factores
|
ooeoa@EN | g,., — )
at=7;
nooo(EEEE] | 2
S 7 Podemos representar una raiz mediante exponentes fraccio-
Nnarios.
Y TAMBIEN: @ _ a"=Va:neNn#1a>0
Logaritmos

El logaritmo cuya base es 10
se llama logaritmo decimal. Recuerda ahora que el logaritmo de un ndmero es el ex-

El logaritmo cuya base es el ponente al que debemos elevar la base para obtener ese

ndmero e sé llama logaritmo numero.

natural ) . .
Dados dos numeros a,n € R siendo a > 0, a # 1 definimos el

logaritmo de a base n, denotado por log a como:

Propiedades loga=bon’=a,n>0,n*1

Exponentes Logaritmos

1. El producto de potencias de igual base es | 1. El logaritmo de un producto es igual a la
igual a la misma base elevada a la suma suma de los logaritmos de los factores.

de los exponentes. a,b>0
n>0

. El logaritmo de una potencia es igual al
2. La potencia de otra potencia es igual a exponente por el logaritmo de la base.
la base elevada a fodos los exponentes loga®=b-loga & b,n€R

multiplicados. a,n>0
3. El logaritmo de una fraccion es igual al

logaritmo del numerador menos el loga-
3. Cualguier nUmero diferente a cero elevo- ritro del denominador.

log (a-b) =log a+log b
a"-am=a""m a€eR 5

(@) "=a" a,n,meR

do al exponente 0 es igual a 1. log a/b= log a-log b a,ab,nn>EOR
0— 1. )]
r=1aeR a0 4. Ellogaritmo de la base es 1.
4. 0 elevado a cualquier potencia, menos 0, log a=1= Ine =1
es igual a 0. a
5. Ellogaritmo de 1 es siempre 0.
0°=0;a€eR,a#0
log,1=0
6. a%8X=x = er*=x
7. loga*=x = Ine* =x
M Tobla 1.



1.1 Funciones exponenciales

En un cultivo de bacterias nitrobacter agilis, un ejemplar se
divide aproximadamente en dos cada dia. Si queremos ave-
riguar la poblacién descendiente de este ejemplar al cabo
de dos dias, o después de un mes, tendremos que calcular
las siguientes potencias.

* Al cabo de dos dias: 22= 4 individuos
* Al cabo de un mes: 23°=10737-10° individuos
Por lo tanto la funcidn se expresa: f(x) = 2*
Podemos definir la funcion:
f:R->R*
x - f(x)=a*, dondea€Rt,a#1

A la funcién que asigna a la variable independiente x el
valor f(x)=a*la llamamos funcién exponencial de base
a, donde a es un ndmero real positivo diferente de 1.

Asi, por ejemplo, las funciones f(x) = 3*y h(x) = 0,8 son
funciones exponenciales de base 3y 0,8, respectivamente.

En particular, la funcidn exponencial de base e, f(x) = e¥,
es especialmente importante, ya que describe mdultiples si-
fuaciones reales: evolucion de poblaciones, fendmenos de
desintegraciéon radiactiva...

La grdfica de las funciones exponenciales varia segun la
base a sea mayor o menor que 1. Observa las graficas.

Y TAVBEN: |1

Observa que la relacién
que existe entre el nUme-
ro de descendientes y
los dias transcurridos es
una funcién dada por
una potencia de base 2.
Esta funcidn la llamamos
funcidn exponencial de
base 2 y la escribimos

f(x) =2%

Grdfica de la funcion f (x) = 2* Grdfica de la funcion g (x)= (%)
X -2 10 1|23 X -2 10 1|23
11 2 1011
& 22:(%):? — 1248 &) (%) —2=4 2 1| 5 |5

X

fx) =2 8(x) =(%)

A

A\




Podemos definir la funcion biyectiva: f: R - R*
x = f(x) =b*
Las funciones exponenciales f(x) =a*a> 1,y g(x) =b* 0 <b < 1 presentan graficas similo-

res las de las funciones que acabamos de estudiar, f(x) =2*y g(x) = (%)

Grafica de la funciéon f (x) =a%a>1  Grdfica de lafuncidon g (x)=b,0<b<1

A
i F(x) =ata>1 g(x)=bs0<b<1 Y

L 4

X 0 1 X
| Taobla 3.
Propiedades
e Dominio: D (f ) =R * Periodicidad: No es periddica.
* Recorrido: R(f) =10, +x) * Simetria: No es simétrica.

» Acotacioén: Estd acotada inferiormente por 0. | « Crecimiento y decrecimiento: Es estricta-
mente creciente si a > 1, y estrictamente

* Intersecciones con los ejes: eje 0Y en el ) ,
decreciente si0 <a < 1.

punto (0, 1), yaque a’=1.

« Continuidad: Es continua en R.  Extremos relativos: No fiene.

* Inyectividad: Es inyectiva, puesto que cual-

* Tendencia: La recta y — 0 es una asintota , )
quier recta horizontal que tracemos sobre

horizontal. o ) L
la grafica la intercepta como maximo en
Sia>1: lim a* = y lima*=+ o un punto. Esto es si
X—- 00 X—+ oo
f(x) = f(x)
Si0<a<1: lim a*=+ oo \% lima*=0 Entonces
X—- 00 X—+ 00
X, =X,
» Sobreyectividad: No es sobreyectiva, pues

el recorrido no es R.

Por tanto f no es biyectiva.
M Tobla 4 ‘
ol Representa en un mismo sistemna de coorde- 2. Representa en diferentes planos carfesianos. 5
| nadas las siguientes funciones: 2\ 5\ f
| L+ v o f=(2) b ew=(3) =
|
 arm=(3] bew=(3) 9
| c. h(x) =3 !
|
| c. h(x) =3 3. Contesta: (Cudl de los dos procedimientos
! anteriores nos permiten analizar mejor las !
! funciones? !



1.2 Funciones logaritmicas
Como vimos, el niumero de descendientes de un ejemplar Y TAMBIEN: @

de bacteria nitrobacter agilis al cabo de t dias es 2% Si que- Observa que, si a un vo-
remos averiguar los dias que deben transcurrir hasta tener, lor de x le aplicamos la
por ejemplo, 32 768 descendientes, tendremos que hallar el funcién exponencial en
valor de t para el cual 2t = 32 768. base a 'y, a confinuacion,

la funcidn logaritmica en
base a, obtenemos de
2'=32768 > t=log,32768 nuevo x. ks decir:

log (a*)=x

Segun la definicién de logaritmo, fenemos que:

Su dominio es los reales positivos, y su rango son todos los
reales. Es decir, D( f =Rty I(f)=R.

En general, el nUmero de dias que habrdn de transcurrir hasta fener un ndmero x de indivi-
duos, x, serd de t = log x.

Vemos, pues, que dicho nimero de dias es una funcidn que viene dada por el logaritmo en
base 2 de un numero. A esta funcién la llamamos funcion logaritmica en base 2 y la escribi-

mos f(x) =logx.
iR >R x- f(x)=log x

A la funcién que asigna a la variable independiente x el valor f(x) = log x la llamsnamos
funcion logaritmica en base a, donde a es un nimero real positivo diferenfe de 1.

Andlogamente se cumple que a°&* = x. Vemos entonces que las funciones exponenciales y
logaritmicas son funciones inversas.

Igual que la grdfica de las funciones exponenciales, la grafica de la funcién logaritmica
varia segun la base a sea mayor o menor que 1.

Grdfica de la funcion f(x) =log x,a>1  Grdfica de la funcion g(x)=1log x,0<a<1

4 A

\ y
)4 Y
f(x) =logx,a>1

i
I
I
0l /1 a X" %a \

g(x)=logx,0<a<1

M Tobla 5.
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4. Representa en el mismo sistema de coordenadas:
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|

|

| o.f(x)zlog%x b.g(x):loggx c.y(x)=log , x
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|

|
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Si hacemos el cambio ax =t
por las propiedades de las po-
tencias, se tiene:
QX = (an)x — (ax)n =tn
aXtn=gx.- gt ="t

a* _ t

A N=— =—

a"  a"

1.3 Ecuaciones exponenciales
Observa la expresion 2* = 32 768.

Se frafa de una ecuacion cuya incodgnita aparece en un exponente.

Liamamos ecuaciones exponenciales a aquellas ecuaciones
cuya incégnita aparece en el exponente de una potencia.

Para resolver una ecuacién exponencial, ademds de la definicidon
y las propiedades de las potencias y los logaritmos, utilizaremos:

e Lainyectividad de las funciones exponenciales:
X, # X, = a“ # a* o que equivale a a® = a* = X, =X,

La inyectividad permite convertir una ecuacién exponencial
en otra ecuacion cuya resoluciéon es mds sencilla.,

* Un cambio de variable: en general a* =t.

Este cambio de variable permite convertir una ecuacion expo-
nencial, cuya incdgnita es x, en ofra ecuacién, cuya incégnita

es t, y de resolucion mds sencilla.

Resuelve la ecuaciéon 2x = 32 768.

Escribiremos en forma de potencias de la misma
base los dos miembros de la ecuacién. Para ello
descompondremos en factores primos el nime-

ro 32 768.

Obtenemos 32 768 = 2'5, de donde resulta 2% = 215,
Asi pues, por la inyectividad de las funciones ex-

ponenciales, fenemos que x = 15.

Observa que este resultado coincide con el lo-

garitmo en base 2 de 32 768.

~

Resuelve la ecuaciéon 32¥1 -3 x = 18.
Por las propiedades de las potencias, la ecuacion
se puede escribir;
32x
3
Efectuaremos el cambio de variable 3* = t. De esta

forma 3% = t, por lo que resulta una ecuacion cuya
incognita es t.

-3x=18

t2
3

Eliminando denominadores se obtiene la siguiente

-t=18

Resuelve la ecuaciéon 23 = 11.

Tomamos logaritmos decimales en ambos miem-

bros de la ecuacion:
log 2**=1log 11

Por las propiedades de los logaritmos:

3x-log2=log 11

ecuacién de segundo grado:

t?-3t-54=0
Las soluciones de esta ecuacidn sont=9y t = -6.
Observa que la solucién t = -6 no es vdlida, ya que
equivale a la expresidon 3x = -6, y 3x ha de ser siem-
pre un ndmero positivo.
Por tanto, la Unica solucién vdlida es t =9, o lo que

~

Y de aqui: esigual, 3x =9,
3x = _log1l _ 3,46 Escribiendo ambos miembros de la igualdad como
log 2 potencias de la misma base, tenemos que 3x = 32.
Luego x = 1,15. N Luegox = 2. /
45
5. Resuelve |as siguientes ecuaciones: 2.
<

Q.2%5=1024 C. 32¢"%3=1
1 1 2x
b. 1I4_-2x+6 = § d 25){-4 — ?

e 242 4201=112 9.7*=2 e 3>1=112

f.91.2.3-27=0 5 1=6 f. 6%+ 6 + 62 +63"=259



1.4 Ecuaciones logaritmicas
Observa la expresion log x = 2,5143.

Se trata de una ecuaciéon cuya incdgnita viene afectada por un logarifmo.

Lliamamos ecuaciones logaritmicas a aquellas ecuaciones cuya incoégnita viene afectada por
un logaritmo.

Para resolver estas ecuaciones utilizaremos, ademds de la definicidn y las propiedades de los loga-
ritmos, la inyectividad de las funciones logaritmicas:
X, #X, = log x, # log x, o0 que equivale alog x, =log X, = x, =X,

La inyectividad permite convertir una ecuacién logaritmica en otra ecuacién cuya resolucion es
mds sencilla. No obstante, en este caso, delbbemos rechazar, si las hay, las soluciones de esta Ultima
ecuacion que al sustituir en la ecuacidn inicial originen el logaritmo de un nimero negativo.

Resuelve la ecuacion Resuelve la ecuacion log (x+ 1) +log 5 = log (x - 3).

Escribiremos mediante un solo logaritmo de igual

base los dos miembros de la ecuacion.

Por la propiedad del logaritmo de un producto:
log[(x+ 1) 5] =log (x-3)

De acuerdo con la inyectividad de las funciones lo-
garitmicas, se obtiene la siguiente ecuacion lineal:
(x+1)-5=x-3

Hallamos el valor de x:
5x+5=x-3=>4x=-8
Por tanto, x = -2.
Finalmente, sustituimos el valor x = -2 en la ecuo-
cién del enunciado. Se obtiene:
log (-1) +log 5 =log (-5)
Como ves, aparecen los términos log (-1) y log (-5).
que no existen.
Asi pues, concluimos que la ecuaciéon del enuncia-

logx=log6+3-log5-71-log9.

Expresaremos mediante un solo logaritmo de
igual base los dos miembros de la ecuacion.
De acuerdo con las propiedades del logaritmo
de una potencia y el logaritmo de una raiz:

log x =log 6 + log 5° - log V9

Por la propiedad del logaritmo de un producto:
log x =log (6 - 5% -log /9

Aplicando la propiedad del logaritmo de un

cociente:

Y por la inyectividad de las funciones logarit-
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x= 02" 250 i ic
= /9 = \ do no tiene solucion. //
Finalmente, sustituimos el valor hallado en la @
ecuacién del enunciado. Se obtiene:
log250=10g6+3-log5-71-log9
Puesto que no aparecen logaritmos de ndmeros
negativos, x = 250 es solucién de la ecuacion del
\ enunciado. h
\ - >
i 6. Resuelve las siguienfes ecuaciones: 2..
<
| —
i a. log (6x-1) - log (x + 4) =log x d Inx=In3+2In4-In2 g.log (x-1)+logx=1log10 | &
|
3 b. log (x + V6) + log (x-V6) = 1 e.2log(x +2) -log(5x+6) =0  h.5log,4 + log,8 = log,x E
|
| c.log,9-log,x =2 f. (x-1)log2 +log8 =1log4 }

S |



x f®  x f®
29 | 39 | 31 41
299 399 | 301 401

2,999 @ 3,999 3,001 | 4,001
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x f  x f®

09 19 11 21
099 199 | 101 2,01
0999 1,999 | 1001 2,001
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2. LIMITES DE FUNCIONES

Un ndmero real L es el limite de una funcién f(x)cuando x
tiende a x, si para cualquier nUmero real positivo &, existe un
numero real §, fal que si 0 < |x - x |< 8, enfonces | f(x)-L|<e.
Lo simbolizamos escribiendo:

lim f (x) =L

X—X,
A menudo nos inferesa conocer el comportamiento de una
funcién cuando la variable independiente se aproxima a un
cierto valor. Esta informacidén nos la proporcionard el estudio
de los limites de dicha funcién.

2.1 Limite finito de una funcién en un punto

2.

1
Considera la funcién f(x) = ); 1 X# 1= f(1) no existe y el
punto de abscisa x = 3.

Si elaboramos una tabla (fabla 1y 2), en la que damos a
X valores cercanos a 3, aungque menores, y otra similar con
valores cercanos a 3, pero mayores, podemos ver que en
ambos casos las imagenes f(x) se encuentran en un entor-
no de 4.

Podemos llegar a esta misma conclusién si olbbservamos la
grdfica de f(x). A medida que estrechamos la franja verti-
cal en torno a 3, la franja horizontal se estrecha también en
torno a 4. Decimos enfonces que el limite de la funcion f(x)
cuando x tiende a 3 es 4. Lo simbolizamos escribiendo:

lim f(x) =4
x—3
A continuacién, fijate en que el valor de este limite coincide

2.
con: f(3) = }; - 11 = 4, pero no siempre ocurre esto.

Asi, si observamos de nuevo la grdfica de f(x), 0 nos guio-
mMos por las tablas (tablas 3 y 4), podemos ver que:

1irr11 f(x)=2

En este punto; el limite no coincide con su imagen, ya que
£ (1) no estda definida.

Observa que, en ambos casos, si consideramos un entorno
cualquiera del limite L, podemos hallar siempre un entorno
de x, tal que las imdagenes de todos los puntos de este, ex-
cepto laimagen de x, estén contenidas en el primero.



2.2 Limites laterales finitos

Considera la funcion por partes:

x+1six<?2
fx) ={ X+ 3six>2 y el punto x = 2.
Elaboramos una tabla en la que damos a x valores en un
entorno de 2, aunque menores; y otra en Ia que damos a x
valores también en un entorno de 2, pero en este caso, ma-
yores. Como podemos observar en la figura, al acercarse x
a 2 por la izquierda, las imagenes de f(x) se aproximan a 3.
En cambio si nos acercamos por la derecha, las imagenes
de f(x) se aproximan a 1.

Decimos que el limite laferal de f cuando x tiende a 2 por
la izquierda es 3; y cuando x fiende a 2 por la derecha es 1.
Lo simbolizamos escribiendo, respectivamente:

lim f (x) =3 lim f (x) =1

x—=2" x—-2t
Un ndmero real L es el limite lateral de una funcién f(x)
cuando x tiende a x por la izquierda (o la derecha) si para
cualquier numero real positivo g, existe un ndmero real §,
tal que para todos los puntos x <x, (0x >x,), si 0 < |x - x|

< 8, entonces |f(x) - L|< &. Lo simbolizamos escribiendo
respectivamente;

x f® x  fx
1,9 2,9 2,1 0,9
1,99 2,99 2,01 0,99

1,999 @ 2,999 2,001 0,999
M Tabla 10 H Tabla 11

A

D'

lim £ (x) = L lim £ (x) = L ! I
X—X] XX} 2+
2.3 Relacidn entre el limite y los limites laterales /
Segun la definicion de limite de una funcién f en un pun- ! : . i
to x,, los valores a los que se aproximan las imd&genes por 0 SRSy R X
fcuando x se acerca a x,, tanto por la izquierda como por
la derecha, serdn iguales.
La condicidon necesaria y suficiente para que exista el li- W Fig. 2
mite de una funcidén en un punto es que existan los dos li-
mites |laterales de la funcidén en dicho punto y que ambos
coincidan.
t
7. Enla figura se representa la funcion f. =
a. f(-1) d. f(2) g f(3) <
v4 b. imf()=L e limf(x)=L h limfx=L |g&
x—-1" x—27 x—3 %
c. imf(x)=L f limf(x)=L i. limf(x)=L g
x—>-1" x-2 x-3"

x=-1,x=2yx=3.

\

—Indica si existe el limite de la funcién en los puntos



W Fig. 3.

lim f(x) =+
oxoxy
>

-
S
v

{Iim £ () ==

+
! X=X,

lim /(%) = + oo

+
X=X,

2.4 Limite infinito de una funcién en un punto

Sea la funcion f(x) = x-1)2 (XX 27 Considera los puntos
x=1yx=-2.

x f® x f® x f&® o x f®

0,9 10,7 1,1 11,4 2,1 -21,85 -1,9 -22,6
0,99 11074 1,01 11148 -2,01 -2218,5 -1,99 -2225,9
0,999 111074 1,001 111148 -2,001 -222185 -1,999 | -222559

M Tabla 12 M Tobla 13 H Tabla 14 M Tabla 15

De los resultados en las tablas (fablas 10 - 13) y de la figura
3, deducimos que, a medida que los valores de x se apro-
ximan a 1, tanto por la izquierda como por la derecha, las
imdagenes f(x) toman valores cada vez mayores.

De igual forma, observamos que, conforme los valores de
X se aproximan a -2, por la izquierda y por la derecha, sus
imdagenes f(x) se hacen cada vez menores.

Decimos enfonces que el limite de la funcion f cuando x
fiende a 1 es mds infinito (+ «0) y que el limite de la funcion
f cuando x fiende a -2 es menos infinito (- «). Lo simbolizamos
escribiendo:

lim f(x) =+ lim f(x) =-

x-1 X—>-2

Los limites laterales en un punto también pueden ha-
cerse infinitos.

Sial acercarse x a x, por la izquierda las imagenes por f se
hacen cada vez mayores (0 menores), diremos que el limite
lateral de f cuando x tiende a x, por la izquierda es Mmas
infinito (0 menos infinito). Lo simbolizamos (figura 4):

a. lim f(x) =+ o0 b. lim f(x) =-c

X—>X0 X—>X0
Igualmente, al acercarse x a x; por la derecha:
c. lim f(x) =4 d. lim f(x) =-o
+
X

£
X=X, —X,

Como en el caso de limites finitos, la coincidencia de limites
laterales equivale a la existencia del limite.

8. Calcula los siguientes limites mediante tablas de valores.

i
|
2
L o lim XL b. lim X%
| x-5 X+2
|
|
|
|
|

>
(9]
=
<
Q
x—0 X—-2 i




2.5 Limites de una funcién en el infinito

Un ndmero real L es el limite de una funcion f cuando x tien-
de a mads infinito (menos infinito) si y sélo si para cualquier nd-
mero real positivo, g,existe un ndmero real positivo, M, tal que,
si x es mayor que M (menor que —M), entonces la distancia
entre f(x) y L es menor que &.

lim f(x)=Le&Ve>0,AM>0|x>M=| f(X)-L|<e

X =+

limf(x)=LeVvVe>0,IM>0|x<-M=| f(x)-L|<e

X — -00

Limite finito en el infinito

En ocasiones, interesa estudiar el limite de una funcién cuando la
variable x toma valores cada vez mayores 0 cadd vez menores.

Considera la funcién f(x) =% De la observacién de su
grdfica, o mediante cdlculo de valores de la imagen, deducimos
que, para valores de x cada vez mayores, las imdgenes f(x) se
aproximan cada vez mds a -2. De igual forma, para valores de x
cada vez menores, decimos que el limite de la funciéon f cuando
x tlende a mds (o0 menos) infinito es -2, y lo representamos ast:

lim f(x) =-2 lim f(x) =-2

X—>-00 X—+too
Si al fender x a mds infinito (0 menos infinito) las imagenes por f
se aproximan cada vez mds a L, diremos que el limite de f cuan-
do x tiende a mds infinito (0 menos infinito) es L. Lo simbolizamos:

lim £ (x) =L lim £ (x) =L

X—+too X—>-00

Limite infinito en el infinito
Considera ahora la funcion f(x) = 3x2

De la observacion de la gréfica de f, deducimos que, para vao-
lores de x cada vez mayores, las imdgenes f(x) fambién foman
valores positivos infinitamente grandes. Andlogamente, podemos
comprobar que, para valores de x cada vez menores, las image-
nes fambién toman valores positivos infinitamente grandes. Deci-
mos que el limite de la funcién f cuando x tiende a mds infinito (o
menos infinito) es Mmds infinito, y lo representamos asi:

lim f(x) =+ 0 < Vk>0,IM>0,x>M= f(x) >k

X—+oo

lim f(x) =+ 0= Vk>0,AM>0,x<-M= f(x) >k

X—>-c0

De la misma forma, si al tender x a mds infinito (0 menos infinito)
las imdagenes por f toman valores cada vez menores, diremos
que el limite de f cuando x tiende a mds infinito (o0 menos infinito)
es menos infinito. Lo simbolizamos:

lim f(x) =-0 & Vk>0,AM>0,x>M= f(x) >-k

X—+oo

lim f(x) =-0=Vk>0,IM>0,x<-M= f(x) >-k

X—-c0

X f®)
100 —2,023 648 649
1000 —2,002 336 449
10 000 —2,000 233 364
M Tabla 16
A
A4
10 4
51
b ! 0 s
10 5 5 0 X
54 f
ot
M Fig. 5
x f® x f®
102 3-10* -102  3-10*
103 3-10° -103 | 3-10°
104 3-108 -10* | 3-108
M Tabla 17 M Tabla 18
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2. PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Las propiedades de los limites de funciones que enuncia-
remos a continuaciéon permitirdn el cdlculo sistemdtico de
limites. Estas propiedades estdn definidas para limites finitos,
aungue, como veremos mds adelante, pueden ser aplica-
das fambién a limites infinitos.

3.1 Propiedades
L1. El limite de una funcién en un punto, si existe, es Unico.

L2.El limite de la funcidn constante en un punto es la misma
constante., .
limk=k

X—)X0

L3.El limite de la funcion identidad en un punto es el valor de
ese punto.
fx)=x=Ilim f (x) =x,
X—>X0

L4.Silim f(x) y lim g(x) existen y son finitos, se verifica:
X—>X0 X—>X0

L4.1.

L4.2.

L4.3.

L4.4.

L4.5.

L4.6.

11m [f(x) +gx)] = 11m f(x) + lim g(x)
lim (k- f(x)) = k-lim f(x),kER.

11m [f () g(x)] =lim £(x) - lim g(x)

X=X,

i £ G0 _

X=X,

X=X,

lim f (x)

XX,

x-x, g (X)

lim g[£ (0]

lim g(x)
_>le

= gllim £ ()]

, si Lllr)l(og(x) #0

lim g(x)

lim [f (x)¢©]= [lim f (x)]*, silim f(x) > 0

Ejemplo
lim f(x)=2ylim g(x) =5 =lim (f(x) + g(x)) =2+ 5="7

XX, x—>-1

x—3

lim f(x)= 3:>11m5 fx)=5- llmf(x)—S 3=15
-3

limzf(x)= 4y ling(x) =13 =1lim (f(x) gx)) =
= lirré f(x)- ling(x) =4-13=52

11m f x)
i, 7

olim [0 —

li =-4
lim £(x) _4_,
X—-2 g(x) 1

lim g(x) =-1
X—-2
lim f(x) =2
x—1
lim g(x) =6
x—1

x—1

lim g(x)
} =lim f(x)2 = (lim f(x))™" =26=64

, si g es continua en lim f(x)
X—X,

M Tabla 19

Las propiedades L2, L3., y L4. permiten calcular de manera inmediata limites de funciones
polindbmicas y racionales.

Sif(x)=

Tipo de funcidon

para cualquier x;;

lim f(x) =P(x,)

X=X,

Ejemplo

P(x) es una funcién polindmica,

lim (-x* + 5x-2) =-3?4+5-3-2=-9+15-2=4

x—3

Si f(x) = Q(( )) es una funcién racional,
para cualquier x, tal que Q (x,) # 0: lim 3x*-x+5 _ 3-2°-2+5 _ 15 _ 3
Py x>2 x+3 243 5
X
f( ) =
Q(x,)
L 26 I B Tabla 20



3.2 Indeterminaciones

Son resultados de operaciones cuyo resultado no es conocido,
como:

el 00 - 00 0o 1° 0° o ° -~
[ e}

La propiedad L4., que nos indica como operar con limites finitos,
también verifica si una de las funciones o ambas fienen limite
infinito, o bien, si la variable x tiende a mds o menos infinito.

Al operar con limites tanto finitos como infinitos, pueden apare-
cer expresiones inicialmente idénticas y cuyo resultado es dife-
rente segun las funciones que se operen. A estas expresiones las

[lamamos indeterminaciones.
Consideremos las funciones f(x) =x*-4x°, f,(x) =2x*-8y
x° - 4x3 .
=_- = calculemoslim f(x):

X—-2

Si aplicamos la propiedad L4.4. de los limites, obtenemos:

lim
, . X*-4x3 xoo (X°-4x3) _ 0
lim fGO) = M — g = Tim 2¢-8) ~ 0
X—-2

De igual maneraq, si calculamos

lim
. o X¥-4x2  xo2 (X*-4x°) 0
)I(I_I)Izlf(x)_ >l<l—r>r21 2x2-8  lim (2x*-8) 0
X—2

La expresion 0 NO es Ningun numero, pues No fiene sentido
dividir por cero. Pero, si observamos la grdfica de f, deduci-
mos que lim f(x) =-4 yque lim f(x) = 4.
X—-2 X—2
En ambos casos hemos obtenido, inicialmente, la misma ex-
.0 . . .
presion, 0 y, sin embargo, el valor del limite es diferente. Por

. . 0 . . .
este motivo, decimos que 0 es una «indeterminacion,

También son indeterminaciones las siguientes expresiones:

M Fig. 9.

9. Sean las funciones f (x)=x% g (X)=-x* — 1y h(x)=-x*—-3,
cuyas grdficas son las de la figura.

e Deduce, a partir de las graficas, los limites siguientes:
lim g(x) y lim h(x),
X—+oo X—+oo

¢ Calcula, aplicando la propiedad L4.1, los limites:

lim (f(x) + g(x)) y lim (f(x) + h ()
e Calcula lirr}r Jx) +gx) vy lirr}r (f(x)+h(x)) efec-
X—>too X—>too
tfuando previamente la sumay compara el resultfado con
\ el del apartado anterior.

.
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4 CALCULO DE LIMITES

A contfinuacién, calcularemos los limites de distintas funciones basdndonos en las propieda-
des descritas en el apartado anterior.

4.1 Limites de funciones polindmicas

Las funciones polinébmicas son de la forma f(x) =P(x)=a x"+ ..+ ax'+a;Va;ERA
n €N,

¢ Ellimite de una funcién polindmica en un punto x, es el valor que toma la funcion en di-
cho punto.

lim f(x) = P(x,)

X-’X0

Asilim (2x-1)=2-2-1=3

X—2

e Ellimite de una funcién polinémica en el infinito vale 4+oo 0 -c0 dependiendo del signo del
término del coeficiente de mayor grado.

) {+oosia >0
lim S
X—>+4o00 -0051an<0
Va:ERANEN

X—+00

= Calculemos: !
o |
o lim (3%’ + 5x-1) e lim (-3x% + 5x -1) * lim (x* + 2x + 8) 1
E X—+00 X—>400 X—>-00 }
S :
e lim (3x* 4 5x-1) = 40 o lim (-3x* 4+ 5x-1)=-o0 o lim (x*+ 2x + 8) =lim ((x)* + 2(-x) + 8)= |
X—+00 X—+00 X—-00 X—+00 }

puesto que 3 > 0. puesto que - 3 <0. =lim (07~ 200 + 8)= 40 i

|

puesto que 1> 0. /

4.2 Limites de funciones racionales

P(x) ax"+-+a, n€eN
Qx) bx"+--+b ' abe€eR

En general, las funciones racionales son de la forma f(x) =

En el estudio del limite distinguiremos dos casos:

—El limite de una funcién racional en un punto x es el valor que foma la funcién en dicho
punto. Consideraremos tres casos:

1.SiQ (x) # 0 entonces lim  f(x) = P&y
0 XX, Q(Xo)

I

OGSl Calculemos:  lim X - 7X + 6x i
o x—-1 1-x }
|

e po X7 4 6x _ (D)T-7(LP46(D)
9 ool 1-x B 1-(-1) - |
Ll |

2. S§iQ (x,) =0yP(x,) =0, enfonces estamos en un caso de indeferminacion de fipo % .
Para resolver esta indeterminacién, dividimos numerador y denominador por x - X,
situacion que equivale a factorizar el polinomio, de manera que se puede simplificar el

28 l factor (x-x, ) y calculamos el limite de la expresion simplificada.



lim = - =5
x-1 -1 -1

"9 Calculemos: lim ;x#F 1 |
P 1 1-x !
o |
£ . x3 - 7x% + 6% . (xX-6x) (x-1) |
o lim = lim =
[Ty x-1 1-x -1 (1) M |
|
l
l

SiQ(x,) =0y P(x) # 0, el limite es mds infinito, menos infinito o no existe, dependiendo del
signo de los limites laterales.

—_— e e e e e e — =

-1 \
9 Calculemos: lim —
o -1 X-2x+1
g— Calculemos los limites laterales:
IS ¢ Altomar valores de x proximos a 1, aungque menores, el numerador es negativo (— 1 < 0) y el denomi-
- nador, positivo (x 2— 2x 4+ 1 = (x — 1)? > 0). Por tanto:
-1
Iim ——— =-o
x2-2x+1

x—-1

* Altomar valores de x préximos a 1, aungue mayores, el numerador es negativo (—1 < 0) y el denomi-
nador, positivo (x 2 — 2x+ 1 = (x — 1)2 > 0). Por tanto:
-1

lim ————  =-m
x2-2x+1

x—=1

* Como ambos limites laterales son iguales a —co, podemos concluir que:

e El limite de una funcién racional en el infinito nos llevard a una indeterminaciéon del tipo
% cuyo resultado dependerd del grado de los polinomios P(x) y Q(x). Asi, podemos distin-

guir fres casos:

ax'+-+ax+a
n 1 0

lim () = lim — & _Jim ,a ERVIE(0,1,..,n},bERV€{0,1,..,m},n,meN.

x—+00 x—+00 Q(X) x—+00 mem + - +b1X + bO
, T — . 3x*+x-1
Sin < m, entonces: }(l_r)rjrg(X) 0 Eiemplo: lim : —0
X—+00 X' - 2
Sin=m, enfonces: lim f(x) = 2, Ejiemplo: lim 8xi-1 2
X—+00 bn . X—+00 4x? +1
o a . 2x3+ 5x-3
+o0 si —2- >0 lim ———— =40 ,
) . x>+  IX*+1 yaque —>0
Sin>m, enfonces: lim f(x) = " , 7
X—+0 oa Ejiemplo:
"0 sl <0 . 2x*+5x-3
bm lim =/ == " =-c0

X— 400 -7X2 +1

2
ya que 7<0

M Tabla 21

ion

Prohibida su reproducc



4.3 Limites de funciones definidas a trozos

Calcular el limite de funciones definidas a frozos puede reducirse a tres casos.

* Primer caso: Si a las imagenes de todos los valores de x proximos a x, las calculamos
mediante la misma expresion analitica, procedemos como en el caso de las funciones
definidas mediante una Unica expresidon analitica.

e e e —

Calculemos: lim f(x) donde f(x) = 3 2
x—1 M Si X 7é 1

o
o
Q
£
)
L

limlf(x)zlim X3_7XZ+6X=lim -6x)- (-1 _ 1*-6-1 _5
X—

x=1 1-x x-1 -1 (x-1) -1

Nota que en este caso, lim__ f(x) # f(1)

 Segundo caso: Si a las imagenes de los valores de x proximos a x,, por la izquierda las cal-
culamos mediante una expresion andlitica, y las de los valores de x préximos a x; por la
derecha mediante otra diferente, calcularemos los dos limites laterales por separado. La
existencia del limite depende de si estos dos coinciden.

3-x six<1 \
Calculemos: lim f(x) ylim f (x) donde f(x) = { 2 sil<x<3
=l X3 x+1 six>3

» Al calcular laimagen de los valores de x préoximos a 1 por la izquierda
y por la derecha, utilizamos expresiones analiticas diferentes. Luego:
limf(x) =lim@B-x)=3-1=2
=l Xl lim f(x) = lim f(x)= lim f(x) = 2

1
I
i
! 1
! 1
]
lim f(x) =1lim2=2 x-1 x-1* x—-1 4feeE i
x—-1* x—-1* : : i
! | |
I
e Al calcularlaimagen de los valores de x proximos a 3 por la izquierda 3 \ ! I |
o f ar f TTITT I I
y por la derecha, utilizamos expresiones analiticas diferentes. Luego: ! R
I I
1+ 1 1 | !
lim f(x) =lim2 =2 ! AEsatiNNeY
X3 x=3 lim f(x) # lim f(x)= no existe lim f(x) S EEAN AARRN SRREN nmaEmma Y
x—3 x—3* x—3 0 1 2 3 4 5 X

I = lim (x+1) =4
00 = i (x+1)

¢ Tercer caso:Para el limite de una funcidn a trozos en el infinito, consideramos solo el tro-
zo de la funcién cuyo dominio llegue hasta el infinito y calculamos como una funciéon

cualguiera.
; - >
X-4 six<-2 Q
10.Sealafuncién. f(x) ={ -x*+3x+4si-2<x<1 <
2x-1 six>1 =

Calcula los siguientes limites.

a. lim f(x) b. lim f(x) o lmfey  d limfe9
X—-2 X— X—

x—-3

P

E S |




Ejemplo 14

Ya vimos cémo resolver la indeterminacién del tipo 0 , Que &5

se originaban al calcular limites de funciones racionales. A

continuacién veremos, mediante ejemplos, cémo resolver | Visita:
ofros casos sencillos de indeterminaciones, salvo las del fipo | www.disfrutalasmatematicas.
N 7 . . I pe . '
0% e Y pues, para ello, necesitamos técnicas de un nivel i com/cdlculo/limites.html
|

superior al dado en esta unidad. b e e e e — - -

Calculemos:

. X+ 4 x2+1

lim 5 -

x4-1 X

. 3 .

Puestoque lim X t4 _, v lim
x2-1

caso, la indeterminacion se resuelve efectuando las operaciones indicadas, pues se obtiene el limite de

una funcién racional que ya sabemos calcular.

Efectuando la diferencia, se tiene:

2
¥*+1 _ +o0 , resulfa la indeterminacion (4 o) — (+ o). En este
X

3 2 3 ex - (%2 (%2 -
lim x2+4 o xX*+1 — lim x+4)-x 2(X +1-(*-1) _ lim 4X_|_1=0
xt-1 X x*-1)-x x*-x)
Calculemos:
lim 5x+1 X2 -4
x*-3 4x

Puesto que, lim 5’2 +31 =0 y lim X24' 4 = _ 0, resulta la indeterminacion 0 - (— o). Para resolverla,
X® - X

operamos convenientemente hasta fransformarla en una indeterminacién del tipo  , la cual procederd
de una funcién racional que ya sabemos resolver.

Efectuando la operacién diferencia, se tiene:

: 5x+1 x*-4 _ .. (5x+1)-x*-4) _ | 5x*+x*-20x-4 5
lim n 3 T THMOTe gy T M T sy T g
Notfa que en este caso, lim___ f(x) # f ()
Calculemos:
lim 2 :%°1
X x*+45
Puesto que lim 2 =0 y lim XZ 1 = 0, resulta la indeterminacion
X x?+5
Para resolverla, operamos convenientemente hasta fransformarla en una indeterminacion del tipo ,la

cual procederd de una funcién racional que ya sabemos resolver.
Efectuando el cociente, se tiene:
2 . x-1 . 2:(xX*+5) _

. 2x%>+ 10
X ‘x45 = lim lim =

lim x'(x-1) x?-X

8
2
S



S
)
O
Q
[}
3
2
ko)
Ke)
¢]
a

2 N
) x4+ 5 X_)f_—3 Si la funcién obtenida F (x) = X-1 sestaaenel |
Calculemos:  lim ( ) 6
xotoo \ X-1 exponente de la primera potencia, ya tendremos
gue el limite de la base es el nUmero e.
Puesto que lim X+5 _ 1 lim X _ +oo| Ahora bien, para que el exponente de la funcion
x>to0 x -1 x>t x4+ 3 inicial no resulte alterado, deberemos multiplicar

resulta la indeterminacion 1+, Esta indetermina-
cién se resuelve teniendo en cuenta que:

. 1 F(x)
b. lim =
x—>+oo(1 + F (X) ) €

Asf pues, tfransformaremos la funcién inicial f(x)s®
hasta obtener otra de la forma::

G(x)
| (1 1 )P (€9)
I (X) |
lim G(x)

con lo cudal, el valor del limite serd ex>

a. lim F(x) =+ o

X—-+00

Procedemos como sigue:
Transformamos, en primer lugar, la base de la fun-

cién X+Sen la forma 1 Para ello, sumamos
X- F(x)
y restamos 1 a dicha base:
14 x+5 1=14 x+5-x+1 14 6
x-1 - x-1 - x-1
=14y
6

Y TAVBEN: |1

ndmero real x,.

también por la inversa de la funcién F(x).
Por tanto, podemos escribir:

x? 1 61
1+
lim(x+5)x+3 — lim x-1
IX——+00 x-1 X—~+00 6

Por ofra parte:

lim( S )—lim L S
xotoo\ X-1 x+3 xo4o0 X2+ 2x-3

Por tanto, el valor del limite es:

%2
(X-I—S) X+3 — g6
x-1

lim
X—+00

El procedimiento descrito en el ejemplo 11 fambién es vdlido si la in-
determinacion se presenta cuando la variable X fiende a —00 o a un

En la notacién anterior estd

. lim

implicita que son tendencias
\

x—3

O
2 | 45
S ' 1. Caleula el valor de los siguientes limites: i
8 i <
o 3 Ey2 2 _
= i a lim X 5x? + 6% c. limx+15x4 8—
£ | X—2 X?-X-2 x—1 x-1 %
|
i b. lim X+ 3x d lim X*5 . 22X+ 6
! x—0 2x%-X X—>-00 x? 2x+1
|
JOHN WALLIS | 12. Calcula los siguientes limites mediante las técnicas de cdiculo
RN |
Matematico inglés (1616-1703). | sistemdtico:
En 1655 publicd Aritmeticae | :
infinitorum, con§ider0do una i a. lim 8x?+ 3x-5 c. lim 6x + 2 !
de las obras mds importan- | xo+0 4x*+x+1 x—o-00 2X2-7X+ 4 :
tes del qndlisis. . i ) 4+ 3 QT 453+ 2% - 1 :
En este libro aparece por pri- I b. im ——— Clim ———=2 - I
mera vez una formalizacién | xo-0 BX+5 x>0 2X+3 |
de la idea de limite y se in- i 13. Calcula los siguientes limites: i
froduce también la notacién: : & lim ( X + 4 ©+1 ) & Tim ( — 2 ) !
I : - : v R
l:ooy L:O : X—+00 x%-3 x?2 x—+00 Vvx+1 :
0 00 I I
! |
! |
| :
|
|

y no igualdades absolutas \



6. APLICACION DE LOS LIMITES

Observa |a
funciones:

representacion grdfica de las siguientes

En todas ellas verificamos que, al desplazar el punto P sobre
la grafica en la direcciéon indicada por la flecha, la distan-
cia entre este punto y la recta coloreada de morado fiende
a cero. Diremos entonces que esta recta es una asintota de
la funcion.

6.1 Asintotas verticales

Observa de nuevo la grafica de las dos primeras funciones.
Como ves, cuando x fiende a 2, f(x) tiende a mds 0 menos

\/

X
infinito para al menos uno de los limites laterales. Decimos
que la recta x = 2 es una asinfota vertical de la funcion. En
general:
La recta x = x, es una asintota vertical de una funcién f'sise M Fig. 10.
cumple alguna de las condiciones siguientes:

Y A

lim f(x) =40 lim f(x) =+ o
X=X x-xt
6.2 Asintotas horizontales 9] X
Observa ahora la grafica de las dos Ultimas funciones. Cuan- l
do x fiende a mds o menos infinito, g(x) tiende a -1. i
Puede suceder que los puntos de una grdfica se acerquen
a una recta horizontal solo cuando x tiende a menos infinito -\ 4
o a mds infinito. En el primer caso diremos que la recta es \{) X
una asinfota horizontal por la izquierda de la funcién; en el \
segundo, diremos que es una asintota horizontal por la de-
recha.
M Fig. 11.
La recta y = L. es una asintota horizontal de una funciéon f si
se cumple alguna de las condiciones siguientes;
lim f(x)=L lim f(x)=L
X—-00 X—+00
1 >
! 14. En la figura representamos la Calcula. 2-
! funcioén f. g_
| I A alim___f(x) e lim_ - f(x) Q
| Y %
| o)
| \/ b.lim_ - f(x) f.lim_ + f(x) “
|
I 1+
i =/'\ : o c.lim_ + f(x) g lim_, f(x)
| + a1 0 2 3 ) )
| HH dlim_ , f(x) h.lim . f(x)
| |
| |
| i :
\ |
|

S



7. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

7.1 Continuidad de una funcién en un punto

Considera las funciones representadas en la figura. Aungque
las graficas de estas funciones son bastante parecidas, en
el punfo x; = 2 presenfan un comporfamiento muy disfinto.

Y“
e * La grdfica de f puede dibujarse, en un vecindario de
St f X,= 2, sin levanfar el I&piz del papel. Diremos que es una
24 funcion continua en x,= 2,
. 10 S Sin embargo, las graficas de g, h e i no pueden dibujarse, en
,'1‘1__ 3% un vecindario de x,= 2 sin levantar el I&piz del papel, ya que
presenfan una inferrupcién en este punto. Diremos que son
® Fig. 12. funciones discontinuas en x,= 2.

Veamos en cada caso cudl es el motivo de la interrupcion:

* La grdfica de g se inferrumpe en X, = 2 porque no existe

g8(2).
M Fig. 13.
vt * La grdfica de h se interrumpe en X, = 2 porque los limites
ot h laterales por la izquierda y por la derecha en x, = 2 no
cRE coinciden, es decir, porque no existe lim h(x).
24 X—2
ot
0 { o
=1 12 3 X
14
M Fig. 14.
vt * La grdfica de i se interrumpe en x,= 2 porque, aungue
ot ; exista lim i (x), su valor no coincide con i (2).
—2
s X
24
i
0 1 »
1 T X'
14
M Fig. 15.
v :

u e También la funcién j, representada a la izquierda, es dis-
2T confinua en el punto x = 2. En este caso, el mofivo de la
i1 inferrupcion es que el limite de j en x = 2 no es finito.

0 i e
2 1 3T, X
B Fig. 16.



Esta idea intuitiva de contfinuidad se traduce matemdticamente del siguiente modo:
Una funcion f es continua en un punto x, si se verifican las fres condiciones siguientes.
¢ Existe f(x,)
* Existe 1)(1_1})} f(x) y esfinito
©lim () = £(x)

Si no se cumple alguna de estas condiciones, diremos que la funcidn es disconfinua en X,

e i e i i e

Comprobemos que la funcién f(x) es continua en C2: lim f(x)=lim (2x+3)=5 \
X =1 X ot = limf (x) =5 |
0 . . lim f(x) =lim (x*+4) =5 =1 !
Comprobamos si se verifican . x-1F x-1t |
las tres condiciones de 2x+3six<1 |
X C3: lim f(x)=f(1)=5 \

confinuidad: A X +4six>1 x—=1 Sy =) !
CL.f(1)=1*4+4=5 Luego f es continua en x, = 1. i

Como vimos en el ejemplo, para saber si una funcién es continua en un punto, debbemos
analizar las fres condiciones de la definicién.

Sin embargo, en la prdctica no es necesario comprobar las fres condiciones, ya que estas se
resumen en la tercera condicion. En efecto, para que se cumpla:

lim £ (x) = f (x,)
X—>X0
Es preciso que exista f(x,), que exista lim f(x) y sea finito, y que ambos coincidan.
X—X

7.2 Continuidad lateral

Si consideramos los limites laterales de una funcidn en el punto x, podemos definir el con-
cepto de continuidad |ateral.

* Una funcién f es continua por la izquierda en un punto X, sl y solo si se verifica
lim_f ()= f(x,).
XX,
* Una funcién f es continua por la derecha en un punto X, si y solo si se verifica
lim+f(x) = f(xo).
X=X,
Andlogamente a lo que ocurre con los limites, una funcién f es confinua en un punto x siy
solo si lo es por la izquierda y por la derecha.

| 4 >
| 15. Comprueba si las siguientes funciones son continuas. 2-
| <
i %-4 -xsix<-1 g'
| a fx= — enx, = -5 c. h(x)={ x-1si-1<x<3 Q
! -x*+2x+5six>3 3
|

1 1 <0 enx,=-1lyx, =3 \
! b. — - six<

} & x-1 enx, =0

| 2x-1  six>0

\



7.3 Continuidad de una funcién en un intervalo

En general, una funcién es continua en todos los puntos de algun intervalo, lo que nos lleva
al estudio de la continuidad en un sentido mdas amplio.

Una funcion f es continua en un intervalo abierto siy solo si es continua en cada uno de los
puntos del intervalo.

Una funcién f es continua en un infervalo cerrado [a,b] si'y solo si:

* f escontinua en el intervalo abierto (a, b).
* f es continua por la derecha en x = a.

e f es confinua por la izquierda en x = b.

Una funcién f es confinua en un intervalo abierto siy solo si es confinua en cada uno de los
puntos del intervalo.

Una funcién f es continua en un intervalo semiabierto [a,b [, donde b puede ser un ndmero
real o o, si:

* f escontinua en el infervalo abierto |a, b[.
* f es continua por la derecha en x = a.

Esta dltima definicion también aplica para un intervalo semiabierto (a,b], pero ahora f debe
ser continua por la izquierda en x = b.

o > , ¥
Con estas definiciones, la funcién f(x) = es confinua en
el intervalo abierto ]0,4+o0[, pues en cualquier punto x, de este 4 e VX
intervalo se tiene lim f(x) = f(x,). 3 ¥
2 4
Pero no es continua, por ejemplo, en los infervalos [0,1] o i
[0,+00[, ya que no es continua por la derecha en x,= 0 al no s, H
estar definida en x, = 0. HEEEEE SRR R R
M Fig. 17
! ‘ >
! 0
| 16. Estudia la continuidad de las siguientes funciones en el inter- E’
1 valo gue se indica. o
|
\ 25ix<0 o
L oa f)={x-2si0<x<3 o
| x*-11 six>3 =
|
1 en [0, 3]
|
i b. g(x)=vx-1
1 en [1, +o]
| |
! I
o h(®=x"Ixl |
|
\ en[-2,2] |
|



8. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

Como consecuencia de las propiedades de los limites, se verifican las siguientes propieda-
des de las funciones continuas:

1. La funcion constante f(x) = k es continua en todo su dominio, D(f) = R, por cuanto:
lim f(x) =limk=k= f(x,)
X—>X0 X—>X0

2. La funcion identidad, f(x) = x, es continua en todo su dominio, D(f) = R, por cuanto:

lim f(x) =limx=x,= f(x,)

X—)XO X—)X0

3. Si fy gson dos funciones continuas en un punto X,
3.1. La funcidn suma, f + g, es continua en el punto x.
3.2. La funcion producto por una constante, k - f, es continua en el punto X,

3.3. La funcion producto, f - g, es continua en el punto x.
3.4. La funcién cociente, é es contfinua en el punfo x , siempre que g(xo) # 0.

3.5. La funcidon compuesta, go f, es continua en el punto x, siempre que g sea continua
en f(x,).
3.6. La funcion [f9](x) = [f (x)] 9 es continua en el puntfo x,

8.1 Continuidad de las funciones elementales

A partir de estas propiedades, obtenemos de manera inmediata la continuidad en su domi-
nio de las siguientes funciones:

* Funciones potenciales: f(x) =x",n €N

Las funciones potenciales son el producto de n funciones identidad. Asi, por las propiedo-
des 2y 3.3, son continuas en todo su dominio.

¢ Funciones polindmicas: f(x) =P(x) =a x"+ --+ax+a, a €ER, ne€N.

Las funciones polindmicas son combinaciones lineales de funciones potenciales. Asi, por
las propiedades 3.1 y 3.2, son continuas en fodo su dominio.

P (x)

* Funciones racionales: f(x) =+,35.Qx) #0

f =569
Las funciones racionales vienen dadas por un cociente de dos funciones polindémicas.
Asi, por la propiedad 3.4, son continuas en todo su dominio, mientras Q(x) # 0.

* Funciones raiz; f(x) =Vx,n €N, yx > 0sines par.

* Sin es par: Estas funciones son continuas en el intervalo ]0,+oo[ por la propiedad 3.6 y
son continuas por la derecha en x = 0. Asi, son confinuas en todo su dominio.

Si n es impar: Estas funciones son continuas en el intervalo ]0,+oo[ por la propiedad 3.6,
son confinuas en el infervalo ]-oo, 0 por las propiedades 3.2 y 3.6 y son confinuas en
x,=0. Asi, son continuas en todo su dominio.



También son contfinuas en fodo su dominio las siguientes funciones elementales:

Funciones exponenciales: f(x) =a* cona>0,a# 1 Funciones logaritmicas: f(x) =log x,a>0,a# 1

YA YA
fx)=ava>1 YA

afb--

fx)=logx,a>1

14---= 14
f(x)=a,0<a<1 / &

YA

5

\ 4

X 0 1 X

iU I NN

1ax\ 0(‘1

Las funciones exponenciales son confinuas en. Las funciones logaritmicas son continuas en (0, + o).

Y 03\)(

fx)=logx 0<a<1

Funciones trigonométricas: f(x) = sen x, g(x) = cos x, h(x) = tg x

\

vd f(x)=senx A
T 3 La funcién h (x) = tgx es
X) =tgx
. . K i continuaen R - {% +km
. . >
% i 37“ 2m siendo k € Z , en los pun-
14
i Z fos x = %+kT[ presenta
La funcidn f (x) = sen x es continua en R. a4 una discontinuidad no evi-
vh 2 table de salto infinito
g(x) =cosx
/\ /\
: il m 3n ot
2 2
14
La funcion g(x) = cos x es continua en R.
M Tabla 22.
Estudiemos la continuidad de las siguientfes funciones:
o f00= b g(x)=x +Inx ¢ h()=VE-2

Ejemplo 17

len su denominador, es decir, en R - {-2, 2}.

g es confinua en el intervalo |0, + ool.

a. Lafunciéon f es una funcién racional, por tanto, es continua en todos los puntos que no anu-

b. La funcidn g es una funcién suma de dos funciones continuas, x?en R yIn x en ]0, 4+ oo, luego

c. Lafuncién h es una funcidon compuesta de dos funciones, fy g (h=geo f), donde la funcién
f(x) =x—2escontinuaen Ry la funcién g = Vx es continua en el infervalo 12, + oo[.

La funcion compuesta h serd continua en todos aguellos puntos x, tales que g sea continua en
f (x,), es decir, cuando x - 2 = 0. Por tanto, la funcién h es continua en el intervalo [2, + ).
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9. TEOREMAS RELATIVOS A LA CONTINUIDAD

Las funciones continuas en un punto o confinuas en un intervalo cerrado poseen una serie
de propiedades que estudiaremos en los siguientes teoremas.

9.1 Teorema de conservacién de signo

Si una funcioén f es continua en un punto x, y f(x,) # 0, entonces existe un enforno de x,,
|x - x, [<8, en el que la funcion f tiene el mismo signo que f(x,).

v4 vh
f XU_S Xo X0+6
JIESELE S - | 2 f —
£ | i |
L . ; FOx) +€ pommmmne N R ’
| | £ex)
0 ! : — fox)-€ T-==-=== :
x,- 8 %, %+5 m Fig 18 W Fig. 19

Como puedes ver en la figura, si f(x,) > 0, podemos tomar un intervalo pequeno (X, - 6, X,+ 3),
tal que la imagen f(x,- 6) > 0. Por ser continua en x, las imagenes de este infervalo
son positivas,

Se razona de igual manera si f(x,) < 0.

9.2 Teorema de Bolzano

Si una funcién f es contfinla en un intervalo cerrado [a,b] y en los extremos de esta toma
valores de distinto signo, entonces existe al menos un punto ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

A YA

f@@)

Y

f ()7

Intuitivamente, este resul-
tado es bastante evidente,
pues para ir de un punto si-
tuado por debagjo del eje x
a ofro situado por encima,
O viceversa, sin levantar el
|&piz del papel, deberemos
cortar el eje x al menos en
un punto.

Comprueba, utilizando el teorema de Bolzano, que la grafica de la funcidon f(x) =cosx —2x+ 1
corta al eje de abscisas al menos en un punto.

|
|
|
i
La funcién es continua en el intervalo O,% . Los valores de la funcidn en los extremos de éste son: i
|
£(0)=2>0 f<%>=1-1t<0 |
|
|
|
|
Asi pues, por el feorema de Bolzano, existe al menos un punto ¢ € 0,% talque f(c) =0,esdecir, |
|
I

la funcién corta al eje de abscisas al menos en dicho punto. /



Y TAVBEN: |1

Demostracion del teorema
de los valores intermedios
Supongamos que f (a) < f (b).
Sea d un valor del intervalo
(f(@a), f(b)) y sea la funcién
gx) =f(x)-d.

A

HOMN g=f-d

y

:
2:/ b '
O

La funcién g es continua en [a,
b]. por la propiedad PC31, y
ademds:

g@=f(-d<0

g)=f(b)-d>0
Luego por el teorema de Bolzo-
no, existe un valor c € (a, b) fal
que g (c¢) =0.Esdecir, f (c)-d
=0,luego f(c)=d.
Andlogamente se razona si

f@@) > f(b).

Y TAVBEN: |1

El mdximo y el minimo ab-
solutos pueden alcanzarse
en los extremos del intervalo
aungue f no sea mondtona.

Y“

f

9.3 Teorema de valor intermedio

Si una funcién f es confinua en un intervalo cerrado [a,b].
entonces la funcién ftoma todos los valores comprendidos
entre f(a) y f(b). Es decir, para cualquier valor d compren-
dido enfre f(a) y f(b). existe al menos un valor c € ]a,b] tal

que f(c) =d.

e

Apliquemos el teorema de los valores intermedios para probar que
la funcién f(x) = 4 sen x + 1 toma el valor 3 en el infervalo ] 0, % [

« Calculamos un valor de ¢ € ] 0, % [ tal que f( c) = 3.

La funcidn f es continua en [0 , %] por ser suma de dos funcio-

nes continuas en R.

Ademds, se cumple que f(0) =1y f (%) = 5. Puesto que se verifica
1 < 3 <5, por el teorema de los valores intermedios, existe al menos

unvolor] 0,% [ tal que f (c) =3.

» Para calcular un valor de ¢ resolvemos la ecuacion:
TC

_ -1 _T
3=4senc+ 1= senc= > =c= 6

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

* Una funcién f tiene un minimo absoluto en x  si para
todo x del dominio de f se verifica que f(x) = f(x,).

Una funcién f fiene un maximo absoluto en x; si para
todo x del dominio de f se verifica que f(x)< f(x.)

9.4 Teorema de Weierstrass

Si una funcidn f es continua en un intervalo cerrado [a,b],
enfonces la funcién alcanza en el intervalo [a,b] su maximo
absoluto y su minimo absoluto.

»

X

M Fig. 22

CIOr

Evidenfemente, si una funcion f es confinua en [a,b], los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)) pueden
unirse mediante una curva continua, como se observa en la figura. Asi, fendremos dos pun-
tos x, y x, del infervalo [a,b] en donde la funcién toma, respectivamente, el mayor y el menor
valor posible dentro de dicho infervalo.

hibida su reproducc
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Por tanto, la funcion alcanza su maximo absoluto, M, y su minimo absoluto, m, en [a,b].
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se crea una

en un punto
| asintota horizontal
asintota vertical

Prohibida su reproduccion



o)
[}
O
3

ko)
o}
o
3
@
o}

o

a
¢]

a

Problemas resueltos ©

1. Aplica el teorema de Bolzano para probar que las grdficas de f(x) =Inx y g(x) = e - x se cortan en

algun punto y determinalo en un intervalo de amplitud menor o igual que la unidad.

Probar que las grdficas de f(x) =Inxy de g(x) = e*
se cortan en algdn punto equivale a probar que la
ecuacion In x = e* tiene al menos una solucion.

Para ello, consideramos la funcién h(x) =In x — e™.
Esta funcién es continua en 0, +oo], por ser diferen-
cia de dos funciones continuas: la primera, In x, en
10, +o0[2y la segunda, e*, en R.
Observa, ademds, que:
lim(Inx-e*) =-coylim (Inx-e™*) =4 o0
x—0* X—+oo
Luego, para valores suficienfemente cercanos a 0 se
fiene la siguiente desigualdad:

Inx—e™*<0
Y para valores suficientemente grandes:

Inx—e >0

Por tanto, por el teorema de Bolzano, existe al menos

un punto c tal que h(c) =Inc — e* = 0. Es decir, la

ecuacion In x = e* fiene al menos una solucion.,

Para defterminar dicho punto en el intervalo pedido,

hallaremos el valor de la funcién hen 1, 2, 3....
h(l)=In1l—-e'=—-e!'<0
h(2)=In2—-e2=056>0

Por tanto, el punto de corte de las dos grdficas se

encuentra en el intervalo (1, 2).

\

fx)=Inx

2. Halla el valor que deben tener a y b para que la siguiente funcién sea continua en R.

5x six<-1
f® ax’+b si-1<x<2
3x-2 Six>2

Es continua en (-, -1]U(-1, 2]U(2, +) por ser una
funcién polindmica en cada uno de estos intervalos
Por tanto, tendremos que calcular ay b para que la
funciéon f sea continuaenx=-lyenx=2.
e x=-1:
f esconfinuaenx=-1si lirr}f(x) = f(-1)

X—-

e Caleulomos f(-1): f(-1) =-5
+  Calculamos lirp1 fx):

lim f(x) =lim 5x=-5

x—-1" x—-1"

lim f(x) =lim (ax*+b)=a+b
x—-1*

x—-1*

Para que exista lim f(x), debe cumplirse que:

lim f(x) =lim f(x)=>-5=a+b
x—-1" 2 x—-1*
. X = 4.

fescontinuaen x=2si lxiln)zf(x) = f(2)
*Calculamos f(2): f(2)=4a+Db

 Calculamos lirzn fx
X—
lim f(x)=lim (ax*+b)=4a+b
X—>2° X—>2°
lim f(x) =lim (3x-2)=4
x—2* x—2*

Para que exista lim f(x), debe cumplirse que:
X—2

lim f(x) =lim f(x)=>4a+b=4
X—=2" x—=2%

Asi, para hallar ay b, se plantea el siguiente sistema
de ecuaciones:

a+b=-5

4da+b=4
Resolviendo se obtiene a=3yb=-8.



Ejercicios

D Funciones y limites

1. Un elemento radiactivo se desintegra en fun- 4. Calcula los siguientes limites.

cién del tiempo seguln la expresion ( )3"”5"'1

a li -vV5x - e. lim | —
N(t) = N e™ }(1_% (3+2x-V5x-1) m

donde N(t) es el nimero de Gtomos en el b. lim (3x+ 1)X'6 i 9 -x? )2X3

instante t, N es el nUmero de Gfomos existen- "xo3 \2x-1 ' xl_r,ﬂl_ -

tes en el tiempo inicial t = 0, y A es la cons-

tante de desintegracién que depende del c. lim (5x7 + IxF+ 4) g. lim (5x* + 1000)°

elemento. x>l Xz

Halla el periodo de vida media del estroncio, d. lim (e**) h. lim 2:%+3

o . x—1 X—+00
definido como el tiempo que transcurre para

gue el numero inicial de dtomos se reduzca

i N A — . -10
a la mitad. Para el estroncio: A=7.8219-101°, 5. Caleula los siguientes limites.

2. Calcula los limites de las funciones polindmicas a lim ( 6X 33X +5 )
a continuacion. wotoo\ 3X2-4X X+ 2
a. lim (-* + 6x - 8) e lim (x* + 6x) b. lim ( 3:2+ 21 _ xzé 5 )
—-00 - -
b. lim (X" + 6x? - 8) f. lim (2% - 6x2) )
x—-1 x—3 ) X 7x -3
C. Liir}oc()4x3-3x2+2x) g Li_)rr:ng-Zx+5) th_)n31 ( <-3 -9 )
d. lim (4x* + 3x° + 2x?)  h. lim (-x* + 3%° + 2x?) d lim ( 3x? 6x2 + 4 )
X=mo Xoteo ot XA+ 1 2x

3. Determina el valor de los siguientes limites de

funciones racionales. 6. Halla las ecuaciones de las asintotas verticales
y horizontales de la funcidn representada en la
figura siguiente:

. 5+ 10x*+x - 1-x
a. ] X— i, - &
xol X2+ 5x-18 lm 2 ‘
A
Y
. 3-10x+ 4 L -7
b.lim =—=2XT2  j lim —
xliltl; 2x%-7x-14 : x—-3 X*+6x+9 paal
: X+ 12 Kolim X+ 5 T
C. 2Tt -a lim ———
}(1—% X+ 6 x—-1 X+1 T
34
. x?-16 I 1i -3x
o lim s x05  xe-4x-5
o qim XF2-X-2  mjim — X1 _ e :\0 \ =
' Xl_)l’ri X2 +3x-4 X—>-00 x%-2x +1 R W W £ 2 X
23+ 2x2-12 i 1 21
.1 X" T X" 14 N lim
o0 X4+ 6x xom0 22 i
- X -X-2 I lim X4
g' }(1_)1’1; 3X'6 X—400 X-2
2y
h lim —X> o lim — P X-2

.x—>5 2% - 10 x40 X¢-12x+ 12
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7. Calcula el siguiente limite:

. x>+ 3x-5
lim

x—+0 VX*+ 2x%*+ 3 -%?

8. Calcula el siguiente limite:

lim (\/3){2 +x-/3x2- 5X)

X—+00

9. Halla el valor de a para que el siguiente limite
corresponda a un caso de indeterminacion.

. ax’+ 2x-6
lim =/ == —

x—-1 x*-1

—Determina el limite para este valor de a.

10. Halla el valor de a para que se cumpla:

ax-4

. ( 3X-2)T_e2
xll>r-rf—loo 3x-1

9 - mx? sixyé 3

11. Considera la funcion f(x)= 3-2x 2

w

1 Six=—
2
-Averigua el valor de m para que la funcién

tenga limite finito en el punto x :% y calcu-

la su valor.
ax+ 8

bx + 6
halla los respectivos valores de ay b para que las

12. Considera la funcion f(x) = . Luego,

rectas x = 2 e y = —4 sean, respectivamente, la
asintota vertical y horizontal de la funcién f.

13. Halla el valor que deben tener ay b para que
la siguiente funcién sea confinua en R.

2x+1 six<1
f(x)={ ax-b si1<x<3
x*-3 si x>3

14. Halla el valor gue deben tener m y n para que
la siguiente funcién sea confinua en R.

imx- 2 Six< 2

f(x)= 6 six=2
3x+n six>2
x+1

15. Aplica el tfeorema de Bolzano para probar que
las graficas f(x)= sen 2xy g (x) = 2x — 1 se cor-
tan en algudn punto del intervalo (% %)

16. Estudia si la ecuacién 3 In x = x tiene alguna
solucion real en el intervalo (1, 3).

. 1
17. La funcidn f(x)= 1
x =0y el valor % para x = 3. ¢ Podemos

toma el valor -1 para

deducir de este hecho que existe un valor de
x en el intervalo (0, 3) para el cual la funcidn
se anula? Justifica tu respuesta.

X2-X-2
—— . - . calcula el vo-
X°+ X

lor que debe tener f(-1) para que f sea conti-
nua en el punto de abscisa x = -1.

18. Dada la funcién f(x)=

19. Demuestra que todo polinomio de grado im-
par fiene al menos una raiz real. {Se puede
afirmar lo mismo si el polinomio tiene grado
par?

20. Comprueba si puede aplicarse el feorema de
Weierstrass a las siguientes funciones en el in-
tervalo indicado.

—En caso afirmativo, halla el mdaximo y el mini-
mo absolutos en el intervalo correspondiente.

a f(x)=2x*-4x+5 en[-1,2]
b. g (x)= X5—2 en [0, 3]

c. hx)=x*-1 en (-2,2)
dix) -x*+2x+3 en [-3, 4]



21. Una empresa fabrica un determinado artficulo

_________________________________________________

Tablas de apoyo

. ; . - . lim f(x) . fx)
que vende a $ 10,2 por unidad. Si un pedido 1 lim f(x) | limgx) . lim | ———
. ! lim g(x) g(x)
supera las 100 unidades, la empresa hace |
una rebagja. El precio de x unidades viene i L siL,#0
dado por la funcién: ! L,
i L L L L 00 (*) si L, =0y L #0
Fe 10,2 x six <100 : ' ’ P 0 ‘ !
k x e0001x six> 100 : 5 siL, Oy L, 0
: +oosiL >0
a. Halla el valor de k para que el precio de las ! + —
x unidades aumente de forma continua. i L £ FoosiL<0 0
i 0:-00 siL=0
b. Enla sﬁuoc,on dgl apartado a., g,cuon.’ro cues- : +oosiL>0 +oo 5 L>0
ta cada unidad si se compran 400 unidades? —
1 too L toosiL< 0 +o0< 0
22. Estudia la continuidad lateral de la funcidn i 0-00siL=0 oo (*) si L=0
X . : o
f (X)= m S1X 75 0 i +oo +oo +00 T
-1 six=0 E 400 -0 e
1 -00 _—
! -00 +00 o8
en el punto x, = 0. E B Tabla 23,
. . . . )
23, Estudia la continuidad de la funcion ! LG lim g(x) lim [£(x)]
) i L1>0 L2 (L1)2
-X si x<-1 :
F=1{ x-1 si-1<x<3 : L>0 +o +o
x*+2x+5 six>3 ' -
: + o0
' 0<L<1
en los puntos x, = -1y x, = 3. : -0 +oo
24, Calcula los siguientes limites a partir de las re- i L>0 0
glas de las operaciones dadas en las tablas 17, i 0 L<0 too
18y 19. i L=0 0°
a. lim (\/2x+1+x-5)e' “ln((XH)'(-XZ-SXH) 1 . 1"
x—4 X—+00 1
. . -3 i L>0 400
b. lim (x2+3x+ 5) f. lim (5X2+X) :
x—0 X—+00 1
) . +o0 L<0 0
c. li AR 9. lim x*-1 '
xl—{g ((3X RS ) Xz (5)(3 + 6% i L=0 oo’
3 X i
d. lim |Vx-4 h. lim [xX*+x-6 i +o0 +o0
x->11\ x+ 1 Xm0 | T ! +00
-4 1
1 -00 0
P / B Tabla 24.
i lim f(x) limg(x) | lim f(x) + g(x) lim f(x) - g(x)
i L1 L2 L1+ L2 L1-L2
i L +00 +oo Foo
i +00 L +00 +o0
. +o0 +o0 +o00 00 - 00
! W Tabla 25.
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3 . .
K% Para finalizar

0 Para describir los efectos de un terremoto
se ufiliza la escala de Richtfer. Segun esta
escala, la magnitud M de un terremoto vie-
ne dada por la expresion:

)

EO

Donde E es la energia del terremoto y E | es
una constante igual a 2.5-10*].

2
M=—lo
3 g(

Calcula la energia liberada en el terremo-
to de San Francisco del ano 1906 si su mag-
nitud fue de 8.25 en la escala de Richter.

O Calcula los siguientes limites.
lim X2 - 10x + 4
x=3 2x%-7x-14

a.

X?-x-2
3x-6

lim __ X-5

x-5 V2x+6-4
1-x

(2-x)°
7x*-5x+ 3

2x%-9

lim
x—1

lim
X—2
lim

X—+00

(3 Grafica la funcion f(x)= XZX_ 4

asintotas verticales y horizontales.

.Y halla las

AUTOEVALUACION

@ Determina los valores de a y b para que la
siguiente funcion sea continua en R.

5senxsix<- --

2

s L

oD = ERE —=
asen (x) + bsi > SX= 5

fG)=

2cos (x)+3six> %

O Sea la funcién:

x-4 si x<-2
fx)= X2+ 3x4+4 si-2<x<1
2x-1 six>1

—Calcula los siguientes limites mediante
las técnicas de cdlculo sistemdadtico.

a. limf(x) ¢ lim f(x)
x=-3 x—1

b. 1im_2f & d limf(x)

O Calcula las asinfotas de la siguiente funcion.

X°-2x%-5
Feo= a1

La poblacién de un Estado, en millones de
habitantes, se rige por la funcion siguiente:

5(t-2)3
Pty = ——
50 + (t-2)?
a. Calcula la poblacion actual (t = 0).

b. Calcula la poblacion dentro de diez
Anos.
{Qué sucede a medida que pasan los
anos?

C.

Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:

» Trabajo personal

¢Cdmo ha sido mi actitud
frente al frabajo?

¢He cumplido

mis tareas? unidad?

« Escribe la opinidn de tu familia.

¢Qué aprendi en esta

* Trabajo en equipo

¢He compartido con mis
companferos y companeras?

¢He respetado las opiniones
de los demds?

* Pide a tu profesor o profesora suger-
encias para mejorar y escribelas.
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FUNCIONES Y LIMITES
EEEETETEN

El hotel infinito

La siguiente historia fue contada por el ma-
temdtico David Hilbert, para intentar expli-
car el concepto de infinito.

Imagina un hotel con infinitas habitaciones.
Un dia, un viagjero llega al hotel y pide una
habitacién, pero se encuentra con que to-
das estdn ocupadas. La recepcionista le
dice que no se preocupe, y pide al hués-
ped en la habitacién 1 que se mude a la
habitaciéon 2, al de la habitacién 2 a la ha-
bitacién 3, y asi sucesivamente. Ahora, to-
dos los huéspedes seguian teniendo una
habitacién, y el viajero pudo tomar la ha-
bitaciéon 1.

Otro dia en que el hotel estaba lleno, un
bus infinito llegd al hotel, con un ndmero in-
finito de turistas. La recepcionista entonces
pidid al huésped en la habitacidén 1 que se
cambie a la habitacién 2, al huésped de la

La ley de Fechner-Weber

La psicologia estudia la relacién existen-
te enfre los estimulos recibidos (intensi-
dad de la luz, volumen sonoro, peso sos-
tenido...) y las sensaciones que dichos
estimulos nos producen.

La ley de Fechner-Weber establece que
las sensaciones, S(x), crecen segun el lo-
garitmo neperiano de los estimulos, x:

S(x)=k - In(x)

Imagina, por ejemplo, que estds escu-
chando musica. Segudn esta ley, cuanto
mds alto esté el volumen de la musica,
mds deberds elevarlo para que tu oido
aprecie el incremento del sonido.

habitacién 2 a la habitaciéon 4, y asi el hués-
ped en la habitacién n se mudd a la habi-
tacién 2n. Asi solo las habitaciones pares
estaban ocupadas, y los turistas pudieron
ocupar las habitaciones impares sin ningun
problema.

Ingeniero civil

Utilizaria los limites para entender el comporto-
miento de una funcién. Dado que el peso y la
distribucién de carga estructural en una construc-
cién pueden ser modelados mediante funciones,
los ingenieros civiles deben poder mantener un
equilibrio entre la cantidad de carga posible y su
distribucién para mantener una estructura sdlida
y segura. Los limites juegan un papel importante
en esfos cdlculos.

http://goo.gl/QUYjéb

http://goo.gl/IsE2U4
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CONTENIDOS:

Derivada de una funcién en un punto
Funcién derivada

Funcién derivada y operaciones
Diferencial de una funcién
Aplicaciones de las derivadas

5.1. Crecimiento de una funcién en un
punto

5.2. Extremos relativos

5.3. Curvatura y punto de inflexion
Area bajo una curva

Integral definida

7.1. Concepto

7.2. Propiedades

7.3. Teorema fundamental del cdlculo

7.4. Segundo teorema fundamental
del cdiculo

7.5. Métodos numéricos de infegracién
Primitivas e integrales indefinidas

8.1. Primitivas

8.2. Integrales indefinidas

8.3. Propiedades de las infegrales indefinidas
8.4. Integrales indefinidas inmediatas
Métodos bdsicos de integracion

9.1. Integracién por descomposicion

9.2. Infegracién por cambio de variable
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En Internet:

La optimizacién de funciones es un tema
recurrente en varios dmbitos. En la pdgina
http://bitly/1z1cpbH encontrards dos posibles
soluciones a problemas de optimizacién de

EN CONTEXTO:

El salto base es un deporte extremo que
consiste en saltar desde un objeto fijo

con un paracaidas. Aplicando el cdlculo
infegral es posible estimar la trayectoria de
un saltador, y asi tomar las precauciones
necesarias.

Prohibida su reproduccion



o I 1. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

I

. Visita: . Recuerda que la tasa de variacién media (TVM) nos indi-
| En el link http://www.geo- | ca cuanfo varia el valor de una funcién entre dos puntos
I gebra.org/student/m95509 | cualesquiera. La derivada de una funcién nos informa acer-
| P I . .. . .z

, podras enconfrarunapplet | ca de su variacion en un punfo. Consideremos la funcion
| Inferactivo para afianzartu - ¢y —y2 4 vy calculemos la tasa de variacion media en inter-
1 I

1 I

| I

conocimiento de derivadas los del i 1 d . 1
en un punto gréficamente, valos del tipo [1, x], con x cada vez mds cercano a 1.

R — v A
Vemos que estas TVM se acercan cada vez mds a 3, es decir, el D I
limite de las TVM en los infervalos [1, x], cuando x fiende a 1, es 3.
Este valor, gue conocemos como fasa de variacion instantdnea o
derivada de [ en el punto de abscisa x = 1 nos indica que, para
valores de x muy proximos a 1, un pequeno aumento de x provoca ) ===
un aumento del valor de f(x) aproximadamente tres veces mayor.

En general: !
1

>

Llamamos derivada de unafuncion f aunpuntode abscisax=ayla 0

fX-f@
X-a

1,01

representamos por f'(a) al limite, si existe: f* (a) = lim W Fig. 1

—a
En consecuencia, decimos que la funcion f es derivable en el punto a. Observa que si ho-
cemos h =x - a, se tiene que x =a+ h. Ademds, si x tiende a a, la diferencia h = x - a tiende

) a+h) - f(a
a cero. Por lo tanto, fambién podemos escribir lo siguiente: f'(a) = }ILY{)I /( })1 /@)

y i

iy Interpretacion geométrica

Hemos visto que la tasa de variaciéon media de una funciéon
f. en el intervalo [a, b], es la pendiente de la recta secan-
te a la grdfica de la funcién por los puntfos P = (a, f (a)) vy

Q= (b, f(b)).
Cuando Q se acerca a P se tiene:

* La recta secante se aproxima a la recta tangente de P.

* LaTVMtiende ala derivadade fenx=a

Luego podemos afirmar que:

M Fig. 2

La derivada de la funcidn f en el punto de la abscisa x = a es la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcién en el punto (a, f(a)).

S

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos
indicados usando la definicién de derivada.

a f(x)=6x-x*enx=-1 b. g(x) = )_(2 enx =3

I
|
|
|
|
|
|
|
|
I X
|

|

| sepopinoy



2. FUNCION DERIVADA

Como hemos visto, si calculamos la derivada de una funcidn f en un punto de abscisa x = a, obte-
nemos como resulfado un ndmero reall.

Asi, podemos definir una nueva funcién, f', que asigne a cada punto de abscisa x el valor de la de-
rivada de f en este punto.

ffR->R

x- f'(x) = 1111_%1 . si el limite existe.

fG+h)-f)
h

Esta funcidn recibe el nombre de funcidn derivada de f o, simplemente, derivada.

El dominio de esta funcion estd formado por fodos los puntos x; para los que la funcién f es derivable.

e -

Calculemos la funcion derivada de f(x)= 2x3. Segun la definicién
de funcién derivada, tendremos:

fx+h)-f(x ~ lim 2(x+ h)3-2x3 _
h h—0 h

f' (@)= lim
h-0
. 255+ 6x°h + 6xh* + 2h*-2x° _k(6x*+ 6xh + 2 h?)
= lim = lim = 6x?
h—0 h h—0 yd ]

e

A partir del cdlculo de la funcién derivada de una funcién f, podemos hallar facilmente el valor de
la derivada de f en diferentes puntos. Asi, para calcular f'(0), f'(2) y f'(-3). siendo f la funcién del
ejemplo anterior, bastard sustituir x por 0, 2 y -3 en la funcién derivada f'(x):

F(0)=6-02=0; f'(2)=6-22=24; f'(-3)=6-(-3)? =54

En la tabla 1 presentamos la derivada de las principales funciones.

Si consideramos la funcién de posicion de un objeto dependiente del tiempo, la primera deriva-
da es su velocidad instantdnea, y la segunda derivada denota la aceleracién en un instante t.

Funcién Funcién derivada Funcion Funcién derivada
fx)=kkeR ffx)=0 f (x)=senx f'(x)=cosx
fx)=x" ffX)=nx"!,neR f (x)=rcosx f'(x)=-—senx
f(®=Inx f () =1/x FEI=8X | = —1  —secix
feg=e rre=e f (x) =cotgx i _g 2
f(x)=a*a#*1Aa>0 f'x)=a‘lna X)= Senfx = CsCX
B Tabla 1 B Tabla 2

Derivadas de orden superior

En aquellos puntos del dominio de f' en que f' sea derivable, podemos considerar otfra fun-
cioén, f", que asigne a cada puntfo de abscisa x el valor de la derivada de f' en ese punto.
La funcién asi definida recibe el nombre de funcién derivada segunda de f, o simplemente,
derivada segunda.

Andlogamente, podemos definir las funciones ', f®,f® .., f®, denominadas derivada
tercera, cuarta, quinta..., enésima de f.



2. FUNCION DERIVADA Y OPERACIONES

Aplicando la definicidn de derivada y feoremas de los limites, obtenemos las propiedades
para derivar funciones obtenidas de operaciones con otras funciones.

Propiedades
Derivada de la funcién suma Derivada del producto de una constante por una
funcion
fR=g®+h®=f(x)=gx +hX f=kg®)=>fx=kgx.,k eR
Derivada de la funcién producto Derivada de la funcién cociente
F9=809 ) = () =) b0 +80) WG| /00 =02 = (9= £ QI RE)- R 100
Derivada de la funcién compuesta: regla de la cadena
f®) =(ge°h) x) =ghx)= f'(x) = g'(h(x)) h'(x)
B Tabla 3.

Sabiendo esto, podemos calcular de forma inmediata la derivada de cualquier funcién
polindbmica: f(x)=a_x"+a_, x"'+ -+ +a, x+a,= f' (x)=na_x"'+(n-1)a_, x"*+- - +2a,x+a;
a ERANEN.

Hallemos la derivada de f(x) =x° — 4 x* + 6. Ademds, f, es el producto de una constante (-4)

- 3 :
La funcién f es una suma de fres funciones: por una funcion (x°). Por fanto:

,

i
fLx)=x5;f,(x)=—4x3;f,(x)=6 fi0)=x= f',(x) = 5x* i
Luego f serd la suma de las derivadas de estas tres [0 =42 f,(0)=-4(")" =-4-3x*=-12x" |
funciones: fix)=6=f.(x)=0 i
ff=r+r,+r, Luego: f' (x) =5x*—12x? /J
Hallemos la derivada de la funcién f(x) = sen?x. Aplicando la regla de la cadena, se tiene: A
La funcién f es la composicion de dos funciones: fX) = (hog)(x) =h(gx) =
g =senx y h(x)=x’ = f'(x) =h'(g(x)) - g'(x) = 2 sen X cos X

cuyas derivadas son las siguientes:
g () =cosx;h' (x) =2x = sen (2x)

Aplicando la regla de la cadena, se tiene: )

Calcula la derivada de f(x) =log x, a € R. Utiliza la regla de la cadena para, a partir de ese
resultado, obtener la derivada de log g(x) donde g(x) sea derivable.

LN

2. Calculalas derivadas de las siguientes funciones: 3, Dadas las funciones f(x) = 5x*y g(x) = Inx, halla:

i a. f(x) =4x°-3x*-Inx + cosx a. (i) b(ﬁ) c.(gof) d (fog)
b f(9)=V<Inx 8 I

| sepopiyoy



Ejemplo 4

. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

Recuerda que la tasa de variacion media, la proporcién media que una funcion f cambia

en un espacio Ax, puede expresarse como TVM = . Utilizando esta notacidon, podemos

expresar f'(x,) como:

fx)=1lim AL =9

Ax—0 AX dx

Af
Ax

Si ahora consideramos la recta tangente a la funcion en x,
la recta cuya pendiente es el valor de la derivada de f(x,),
podemos representar el incremento de la recta tangente
por df y el incremento de x por dx. Teniendo en cuenta que
f'(x,) es la pendiente de la recta fangente en el punto x, ,
fenemos:

dx = Ax
df =tan a - dx

M Fig. 3

Dado el hecho que tg a es la derivada de f(x,)
Af=df=1"(x,) - dx

Fijofe que para valores de Ax pequenos (Ax=h), df es una buena aproximacion del incre-
mento de la funcién f, ya que la funcion se parece a su linea fangente para valores peque-
nos de Ax. Entonces:

Af =df =f"(x)-h
Esta aproximacion es prdctica para calcular valores de la funcidén cercanos a una x conoci-
da a partir del uso de la tangente, que es una funcidén mdas simple de calcular. Procedemos
de la siguiente manera:
Af representa el diferencial entre los valores de una funcidonenx =x, y X=X+ h.

Af =1 (x,+h)-f(x)

Ya que Af y df son aproximadamente iguales, al reemplazar obtenemos una férmula para
aproximar el valor de f a una distancia h del valor conocido en x,;.

f (x,+h) =f(x)+f(x) h

Calculemos el aumento que experimenta el drea Puesto que f' (1) =21, segun lo que acabamos
de un cuadrado de 1 m de lado al incrementar de ver:

|
|
en 1 cm el lado. |
. y Af =f"(1)-0,01=2-0,01=0,02m? !
Consideremos la funcién f (1) =1?yseanl=1m |
yvh=1cm=0,01 m. Observa que este valor se aproxima mucho al |
|

|

|

|

|

incrementoexacto del drea:
AA=A(l+Al)—-Al)=(14+0,01)>—-12=0,020 1 m?

-~

4. Utiliza la diferencial de una funcidén para encontrar:

>

0

=7

<

a. El volumen de metal necesario para construir b, El valor aproximado de V25,12 (o)

una esfera hueca de 40 cm de didmetro exte- Q
riory 0,2 cm de espesor E



5. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Ya hemos definido los conceptos de la derivada de una funcién en un punto y funcién deri-
vada. Ahora veremos coémo aplicarlos al estudio del crecimiento y curvatura de una funcion,
asi como sus puntos extremos y de inflexion.

5.1 Crecimiento de una funcién en un punto

Si f es una funcidn derivable en el punto x = a, podemos deferminar su crecimiento o decre-
cimiento en ese punto gracias al signo de la derivada.

Recuerda la definicidon de derivada de una funcion f en un punto x = a:

f@=lim J& @ (X)z'_g @)

X—a

Supongamos que f’(a)>0. Por la definicion de limite, para valores de x cercanos a a se cum-

ple que M > 0 - lo que significa que:
X-a

{ six-a>0= f(x)-f(@)>0 o {six>a = f(x) > f(a)
six-a<0= f(x)-f(a)<0 six<a = f(x) < f(a)

Esto quiere decir que existe un vecindario de a en el que la funcidn es estrictamente crecien-

te. Por tanto, f es estrictamente creciente en x = a.

Igualmente si f’(a) < 0, obtenemos que la funcién es estrictamente decreciente en x = a.

Y TAVBEN: |21

e Una funcién f tiene
un maximo relatfivo
en a si existe un en-
torno de a tal que

5.2 Extremos relativos

La funcién representada en la figura YA
tiene dos extremos relativos: un madxi-
mo en x =1y un minimo en x = 3.

Observa que en estos puntos la fun-

\

U S

para todo x del en-
torno se cumple:

f)=f@)

cion no es estrictamente creciente ni 0
estrictamente decreciente; por lo tan-
to, en ellos la derivada es cero, ya que

R —— NS )

Una funcién f tiene
un minimo relativo en
a si existe un entorno
de a tal que para
todo x del entorno se
cumple:

f&)=f(@)
Los mdximos y los
minimos relativos de
una funcién suelen
llamarse extremos re-
lativos de la funcion.

no puede ser positiva ni negativa. En-
tonces, podemos afirmar que si una
funcion f derivable fiene un extremo
relafivo en x = a, enfonces f’(a) = 0.

No tfodos los puntos que tienen la pri-
mera derivada igual a cero son extre-
mos relativos. Asi, por ejemplo, si f(x)
= x°, verificamos que f'(0) = 0 vy; sin
embargo, x = 0 no es un extremo re-
lativo de f. Veamos codmo distinguir si
un extremo relativo es mdximo o mini-
Mo a partir del signo de la segunda
derivada.

\/




CRITERIOS DE LA 2¢ DERIVADA

Sea f'(a)= 0y supongamos que f''(a) < 0. Como f" es la
derivada de f', (f")' (a) < 0 implica que f’ es estrictamente
decreciente en x = a. En este caso, alrededor de ese punto:

Paorax<a= f'(x)>f'(a)=0
= f es estrictamente creciente en x.
Parax>a= f'(x)<f'(a)=0

= f es estrictamente decreciente en x.

En x = a, la funcidn f pasa de ser creciente a ser decre-
ciente. f fiene un maximo relativo en x = a. Andlogamente,
si f”(a) > 0, f tiene un minimo relativo en x = a. Podemos

enfonces enunciar el siguiente resultado

Siff(@)=0yf’(a) <0 ftiene un maximo relativo enx =a

Si f'(@)=0yf’(@) >0 f fiene un minimo relativo en x = a.

Estudiemos los extremos relativos de la funcion f(x) = 2 x* - 3x%

* Calculamos la funcion derivada de f: f'(x) = 6x 2 — 6x, y
resolvemos la ecuacion f'(x) = 0:

6x2—6x=0 &x=0yx=1

12x-6

que se anula f*

| [

funciones.

b. f(X)=vx*-1

5. Encuentra los extfremos relativos de las siguientes

a fx)=x*-3x*-9+1
d fx)=e*

6. Sabiendo los resultados del ejercicio 6, describe en qué
infervalos la funcién es creciente o decreciente.,

e Calculamos la funcién derivada segunda de f: f'"(x) =

* Analizamos el signo de f" en cada uno de los punfos en

f"(0)=12-0—-6=—-6 <0 - f fiene un méximo relativo en x = 0.
ff(1)=12-1-6=6>0— f tiene un minimo relativoenx = 1.

v BN 2]

Extremos relativos

e i

y recta tangente

X = a es un extremo rela-

fivo de una funcién derivo-
ble f. la recta tangente a
la gréfica de fenx=aes
horizontal, pues f'(a) = 0.

e Si

una funcién derivable f

fiene un méximo en X =

a,

las pendientes de las rec-

fas tangentes decrecen en
un entorno de a.

Y

A

e Si

una funcién derivo-

ble f tiene un minimo en

X

= a, las pendientes de las

rectas tangentes crecen en
un enforno de a.

Y

A

A

ion

Prohibida su reproducc



5.3 Curvatura y punto de inflexiéon

Observa la figura. Vemos que alrededor de x = 1 la funcién es mayor que su tangente en
el mismo punto. En este caso, decimos que f es convexa en x = 1. Ademds vemos que
alrededor de x = 4 la ordenada de la funcién es menor que la de la recta tangente. Enton-
ces diremos que f es concava en x = 4.,

Si f es dos veces derivable en un punto x = a, podemos determinar su curvatura en ese
punto de esta forma:

Si f’(a) >0—- fesconvexaenx=a.

Si f”(a) <0 - f esconcavaenx =a.

En la figura fambién vemos que en x = 3 la recta tangente atraviesa la grdfica. Decimos
enfonces que x = 3 es un punfo de inflexion de la funcidn. Observa que es en el punto de
inflexion donde la funcién pasa de ser convexa a ser concava; por lo tanto, en este punto, la
segunda derivada no puede ser ni positiva ni negativa, consecuentemente debe ser cero. Se
puede afirmar que:

Y4 Si una funcién f dos veces derivable tiene un punto de in-
flexion en x = a, enfonces f”(a) = 0.

Ten en cuenta que el reciproco no es cierto. Por ejemplo si
f(x) = x* a pesar de que verificamos que f”(0) =0, x=10
no es un punto de inflexion.

Si existe f’(a) podemos demostrar el siguiente resultado:

I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
|
4

)
|
I
|
|
I
!
1

\

Sif’(@) =0y f(@) # 0 — f fiene un punto de inflexion en
W Fig. 6 Xx=a

0

En ocasiones, puede suceder que en un punto x = a se anulen las derivadas segunda, fercera
y, asi, sucesivamente. Enfonces, debbemos seguir derivando la funcién hasta hallar una derivo-
da que no se anule en ese punto. Si el orden de esta derivada es pary ademads f'(a) = 0, f
fiene un extremo en x = a; si es impar, f fiene un punfo de inflexion en x = a.

f. f(x) =tanxen’rre—% y %

‘ >
. 7. Determina los puntos de inflexién y los infervalos de concavidad o convexidad de las Q
| L , . <
i siguientes funciones y grafique. g_
|
i a. f(x) =x3-x2 d fx)=vx*-1 ﬁ
|

|
| |
| b. f(x) = 2x3- 3x? e f(x)=v(2x*) !
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

|

|



6. AREA BAJO UNA CURVA

En geometria elemental, deducimos férmulas que permiten
calcular el drea de cualquier figura plana limitada por seg-
mentos rectilineos. Pero (cémo podemos calcular el drea

del recinto representado en la figura 17?
Podemos obtener aproximaciones de esta drea mediante

~

distintos procedimientos. Fijate, por ejemplo, en los siguientes:

Procedimiento 1:

Dividimos el infervalo [0, 2] en subintervalos iguales y levanta-
mMos sobre cada uno de ellos un rectdngulo cuya altura coin-
cida con el valor de la funcidn f(x) =x 2+ 1 en el extremo

f)=x*+1

v

inferior del subintervalo. W Fig. 7
n=2 n=4 n=3_8
A A A
y y
Y 54 54
/ f7

4 f 4 4 7
34 3 34 7
2T 2- 2
1 1 14
0 1 2 X 0 0,5 1 15 2 X 0 0,25 0,50,75 1 1,25 1,51,75 2 X

» Consideramos la suma de las dreas de estos rectdngulos,
S.enlaqguenesel numero de subintervalos. Asi:

Para n = 2:
s,=1-f(0)+1-f(D)=11+1-2=3
Para n = 4:
s,=05-f(0)+0.5-f(0,5)+0,5-f(1)+0,5- f(1,5)
=05-(1+125+2+3,25)=3,75
Para n = 8:

s,= 0.25 - £(0) + 0,25 - £(0,25) + 0,25 - £(0,5) + 0,25 -
£(0,75) 4 0,25 - £(1) + 0,25 - £(1,25) + 0,25 - £(1,5) +
0,25 - £(1,75)

=0,25-(1+1,0625 + --- + 4,0625) = 4,1875

Con la ayuda de una computadora, obtenemos:

S o0 = 46627, 5,000 = 46663

S0 = 46268,

10 000

M Tabla 4.

R

Fijate que si A es el drea que
buscamos..

Mediante este procedi-
miento y para la grdfica
usada, s < A para cual
quier cantidad de infer-
valos n. Portanto s _es una
aproximacién por defecto
del darea.

Esta aproximacion es mds
precisa cuanto mds gran-
de sean.



Procedimiento 2:

Dividimos el intervalo [0, 2] en subintervalos iguales y levantamos sobre cada uno de ellos
un rectdngulo cuya altura coincida con el valor de la funcidn f(x) = x* + 1 en el exfremo
superior del subintervalo.

n=2 n=4 n=8

\ J

\ J

»
>

X

0 X T T T T
1 £ 0 0,5 1 1512 X 0 02505075 112515175 2

M Tabla 5.

Consideramos la suma de las areas de estos rectangulos, S,
en la que n es el niUmero de subintervalos. Asi:

* Paran = 2:
S,=1-f(D+1-f(2)=1-2+1-5=(2+5)=7

* Paran = 4:
S,=05-f(05)+05-f(1)+05-f(1,5)+05- f(2)=5,75

e Paran = 8:

S, = 0,25 - £(0,25) + 0,25 f - (0,5) + 0,25 - £(0,75) +
0,25- f(1)+0,25- £ (1,25) + 0,25 - f (1,5) + 0,25 - f (1,75) +
0,25 - f (2) = 5,1875

Con la ayuda de un ordenador, obtenemos:

S,00 = 47068 S .., =46707 S =4,6671

1000 10 000

(Y
DY----------, ’u . 7
&J Fijate que si A es el Area que buscamos:

Visita:
* Mediante este procedimiento y para la grafica usada,

s, = A para cualquier cantidad de intervalos n. Por tanfo
s, €s una aproximacion por exceso del drea.

I
1
1 .
: A los procedimientos practico- :
, dos los conocemos como sumas |
i de Riemann. En el link https://
I www.desmos.com/calculator/ !
: '+ Esta aproximacién es mds precisa cuanto mds grande
: : sed n.

| 1

tgyrd2ezjq podemos encontrar
un widget interactivo para visuo-
lizar el procedimiento en accidn.
Combinando los resultados de ambos procedimientos, veri-
ficamos que, para cualquier n:

snSASSn

U |

Podemos entonces concluir que el drea buscada serd 4,66....



1. INTEGRAL DEFINIDA

7.1 Concepto

El método descrito en el apartado anterior puede generalizarse para obtener el drea de regiones
como la de la figura de la derecha. Esta regién estd limitada por la gréfica de una funcién f, conti-
nua y positiva en [a, b], el eje OXy lasrectasx =ayx=Db.

En efecto: X
A

* Dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales:
f

[t 10t 1o [ 6 e 16, ) d

Cona=t, <t <t,<..<t =bh. /]

Puesto que f es confinua podemos asegurar que f tiene un valor
minimo y mdximo en cada uno de estos subintervalos.

Sea mi el valor minimoy Mi el valor maximo en el subintervalo [t , t].

¢ Levantamos sobre cada subintervalo [t,_, t] dos rectdngulos, uno de |

altura mi y ofro de altura Mi (podemos observar el caso correspon- 2 b
diente a n = 4 en la figura). W Fig. 8.

¢ Calculamos lasuma S de las areas de los rectdngulos inferiores, y la
suma S_de las areas de los rectangulos superiores. A

n
S,=m, (tl't0)+mz (tz-t1)+---+mn(tn-tn_1)= Zmi(ti—ti_l)
i=1

n

S =M (t,-t)+M(t,-t)+~+M (t-t ) =ZMi(ti-ti_1)
i=1

\

Observa que: of . b

* Paracualquiervalorden, s <A< S . M Fig.9.

¢ Al aumentar el nUmero de subintervalos, las sumas inferiores Y TAMHEN’ @

creceny las sumas superiores decrecen, de forma que se acer-

can cada vez mas a un valor comun gque es el valor exacto del Podriamos expresar las su-

areq. mas de las dreas de los rec-
imS =A= lim S tangulos |Infe'r|ores y superio-
n—oo” n—oo N res de la siguiente forma:
Diremos que este valor es la infegral definida de f enfre ay b. s = im =(t-t)
n i i i-1
i=1

Si'la funcidon f no es positiva en [a, b], podemos definir también n
las sumas inferiores y las sumas superiores, y sigue verificdndose % =i§v[i = (-t
que, al aumentar el nimero de subintervalos, las dos sumas se
acercan a un valor comun. Como en el caso anterior, diremos
que este valor comun es la infegral definida de f entre ay b, y
escribiremos:

y el valor de la integral defini-
daentre ay b como:
lim=3Ym (t-t )=

n —oo i=1

b n
=A=1li M (t-t
J F) dx Jim M, (-
a

El simbolo | se llama simbolo de integral, y los nimeros a y b reci-
ben el nombre de limites de integracién inferior y superior.



7.2 Propiedades

vt : ) Entre las propiedades que tienen las integrales definidas,
, destacamos las siguientes:

1. j:(f(x) +g(x))dx = j: f(x) dx + j: g(x)dx;a<b

0 X b b
b 2. [ kf®)dx=k | f(x)dx
| fdx=A a a
H Fig. 10 3. Signo de la integral definida:
0 . X * Si f(x) = 0 para todos los valores de x en el intervalo

b .
| ; [a.b]. [* F@dx 20 v, [ f(x) dx = A, siendo A el érea
; f limitada por la gradfica de f, el ejexy lasrectasx =ay
/\/ X =Db.
' * Si f(x) < 0 para todos los valores de x en el infervalo
b
[a,bl. [’ fedx<0y, [ f)dx=-A ,siendo A el

W Fig. 1 drea limitada por la grafica de f, el eje x y las rectas

X=ayxXx=Dh.

e Si f toma valores positivos y negativos en el infervalo
b
[a, b], no podemos determinar el signo deLl fx)dx. En

este caso, representa la suma algebraica de las dreas
encerradas correspondientes.

4 [M(fdx=][°f dx+ |’ f(x)dx paraa<c<b

b En la figura ¢ podemos observar esta propiedad grafica-
fa f()dx=-A+A, mente para una funcién positiva en [a, b].

5. [(f(x)dx=0

Esta propiedad es consecuencia de que, al coincidir a 'y

b, la seccién limitada por la gréfica, el eje x y las rectas
f X =ay x = b, se reduce a un segmento de recta y, por lo
tanto, tiene drea cero.

6.5 f(x) < g VxE[abl= [ Fodx< [ g dx

La intfegral definida jbf(x)dx , como se ha definido,

LI e’ L T Ty
e

A 3¢ solo tiene sentido para: a < b. Asimismo, a veces convie-

ne considerar integrales definidas con limite inferior mdas
A=A +A, grande que el superior. Asi, si a > b, definimos:

j:f(x)dx = j: F(x)dx + jcb foodx 7. I:’ f(x)dx = f; f(x)dx

W Fig. 13
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7.3 Teorema fundamental del cdlculo

Veamos la relacion que hay entre una funcion fy la infegral. Sea f una funcién continua
en [a, b]. Para cualguier punto x en este intervalo, podemos considerar la infegral definida:

A = [ Fdt

Como esta infegral ftoma un Unico valor para cada punto,
A(x) es una funcién que llamamos funcion infegral de f.

Observa en la grafica que la expresion A (x+h) - A (x) repre-
senta, aproximadamente, el drea del rectdngulo de base h
y altura f (x + h). Cuando h tiende a 0, tenemos que:

im A(x+h)-A(x)

1’111—>0 h

=fx

Pero el miembro de la izquierda es por definicion A'(x). Por
lo tanto:

A=

7.4 Segundo teorema fundamental del cdlculo

A f
I--- 1
____./jt:. +)
/’m
Alx o h) — Alx)
0 : >
A  x+h X
M Fig. 14

A partir del primer teorema fundamental del cdlculo, podemos demostrar que, si f es una
funcion contfinua en [a, b] y F es una funcion fal que F' (x) = f(x), se cumple que:

b
I f(x) dx = F(b) - F(a), donde F es cualquier antiderivada de F
a

A la diferencia F(b) - F(a) denotamos como [F(x)]° .

Este resultado, conocido como el segundo feorema fundamental del cdlculo o también re-
gla de Barrow permite calcular integrales definidas sin necesidad de calcular sumas supe-

riores e inferiores.

1. Buscamos una funcién F, tal que: F' = f.
Como (x?)' = 2%, fenemos que f (x) = x2.
2. Calculamos F (a) y F (b). Asi, pues:
F()=12=1,F(4) =4*=16
3. Determinamos la infegral definida aplicando la regla de Barrow:

jf 2xdx=[x], =16-1=15

8. Utiliza el teorema fundamental del cdiculo para calcular,

a [’ @x-6)dx b, j;(6+cos(i))dx

>
0
=t
<.
o
10 !



7.5 Métodos numéricos de integracién

A veces no es posible aplicar el segundo teocrema del cdlculo, ya sea porque no conoce-
mos la expresién analitica de la funcién f a integrar, o bien porque la funcién F, tal que
F’' = f es dificil de calcular.

En estos casos, podemos recurrir a varios métodos numéricos que nos permitirdn hallar el valor de
una integral definida con tfanta aproximacion como sea necesaria.

Las sumas inferiores y superiores que vimos previomente en este capitulo son dos ejemplos de estos
métodos. Cabe destacar también el método de los tfrapecios, que desarrollaremos a continuacion.

Observa la figura. El método de los trapecios consiste en aproximar vt
el drea comprendida entre el eje de albscisas, lasrectasx =ay x =
b y la grdfica de la funcion f para la suma de las dreas de cada
uno de los trapecios que se forman al considerar una division del
infervalo [a, b]. Para hacerlo, procedemos de este modo:

1. Dividimos el intervalo de infegracion [a, b] en n subinterva-
los de la missna amplitud:

[x,x, ] [x, %X, ], . [x, pX ],conx =ay x =b M Fig. 15

2. Utilizando los valores de las imagenes f(x,), f(x,), -..,f(x,) calculamos y sumamos el area
de los trapecios formados.

" re e | f(xo);f(xl) >+h_( f(xl);f(xz) J+e i (f(xn_1)2+ f(xn)>

f&x) | fx) | f(x) fx)
_h(2+ 2 Tttt 2>

Donde h es la amplitud de cada subintervalo.

Observa que todos los términos, menos los extremos, se suman dos veces. Por esto, la féormula del

b (L84 o) 4k i+ L5

e e

b
método de los trapecios resulta como: .[ f'(x)dx =
a

2. Construimos una tabla (fabla 1) con los puntos \
gue hemos obtenido y sus imdgenes por la fun-
dividiendo el intervalo de integracién en ocho partes. cién infegrando.

1. Dividimos el intervalo [0, 2] en ocho partes; luego 3. Aplicamos la férmula de los frapecios:

2
Halla I (x*+ 1) dx por el método de los trapecios
0

2
la longitud de cada subintervalo es h = 3 =0,25 jz(xz + 1)dx
Asi, pues, los puntos que obtenemos son:

~025( 41,0625+ 1,25+ 1,5625+ 2 +
X,=0,x, = 0,25, x2=0,5, o X, = 1,75, Xy =2

5
+2,5625 + 3,25 + 4,0625 + 7) =4,6875

X 1 1,2 LA 1,6 1,8 2
4 389 | 358 3,14 @ 2,59 2

\ >
i 9. Utiliza sumas inferiores, superiores y el método 10. Las rectas y = 3x y y = -x + 8, junfo con el eje 2-
| de los trapecios para calcular aproximada- de abscisas, determinan un tridingulo. Halla el g
| mente el drea comprendida entre el eje x, las drea usando el cdlculo integral y comprueba | g
| rectas x =1y x = 2y la gréfica de la funcién que se obtiene el mismo resultado por un pro- %
| y = f(x). a la que pertenecen los puntos en cedimiento geométrico. *»
| esta tabla:

|

|

|

|

|




8. PRIMITIVAS E INTEGRALES INDEFINIDAS

8.1 Primitivas

Al inicio de la unidad, vimos como obtener la funcion derivada de una funcién f. Ahora nos
planteamos el problema inverso: dada una funcién f, hallar ofra funcién F cuya derivada
sea f.

De este modo, si f(x) = 2x, una posibilidad para F seria F(x) = x% ya que F'(x) = f(x).
Decimos que una funcién F es una primitiva o anfiderivada de f siy solo si F'(x) = f(x).

Fijate que F,(x) = x*+ 3, F,(x) = x*+ 9y F,(x)= x*- 2 también son primitivas de f(x) = 2x,
por cuanto la derivada de todas ellas es 2x. Sucederd lo mismo con cualquier funcién de la
forma F + C, siendo C una constante, puesto que si la derivada de una constante es igual a
cero, tfenemos:

(F+C)' (x) =F (x)+0 = f(x) + 0 = f(x), siendo C una constante real
Por tanto, podemos afirmar que:

Si F es una primitiva de f, también son primitivas de f todas las funciones de la forma F + C,
siendo C € R.

8.2 Integrales indefinidas

Dado que existen infinitas primitivas de una misma funcién, tiene sentido considerar el con-
junto que forman todas.

El conjunto formado por todas las primitivas de una funcién f recibe el nombre de integral
indefinida, y la denotamos por:

Jfx)dx
De este modo, si F es una primitiva de f, escribiremos
Jfx)dx=Fx)+C = F'(x) = f (x)
donde C € R es una constante llamada constante de integracion.
8.3 Propiedades de las integrales indefinidas

Como consecuencia de las propiedades de la derivada respecto al producto de una fun-
cidén por una constante y respecto a la suma de funciones, la infegral indefinida cumple que:

Jk- f)dx =k [ f(x)dx
JIF e £gE0ldx = [ f()dx + [g(x)dx



8.4 Integrales indefinidas inmediatas

A partir de las derivadas de funciones conocidas, podemos obtener de manera inmediata
las siguientes propiedades de infegrales indefinidas.

Tabla de teoremas de infegrales indefinidas inmediatas

*[odx=C
‘J >— dx=tgx+C
*[dx=x+C cos* X
n+1
c[xdx= = +CVn#-1
I n+1 # 'j 12 dx = cotgx + C
sen”x

'J-idx= In x| + C
X

‘J 1 dx=arcsenx+ C
'Je"dx=e"+C 1-x2
=-arccosx + C
¢« [adx=-2—+C VaeR*az1
Ina

'j 1 dx=arctgx+C

*[senxdx=-cosx+C 1+

=-arccotgx+ C

* [ cosxdx= senx+C
W Tabla 6

A partir de esta tabla, podemos integrar de manera sencilla algunas funciones, como puedes
ver en el ejemplo siguiente.

Calculemos las integrales: a. [vx® dx, b. [2" dx

|

-} I

%— a. H/x_s dx : Expresemos la raiz en forma de potencia. Se trata, i

GE, entonces, de una funcion del tipo f(x) = x™. Asi, pues: i

= , g T, |
Idezfdex=X—+C= X +C=—X\/4X3+C !

3 7 7 !

—+1 — |

4 4 ‘

|

b. [2” dx:Se frata de una funcién del tipo f(x) = a*. Su integral serd, |

Y TAMBIEN: (&) |
por tanto: |

Una manera de comprobar I 2 dx = A +C i
si una infegral estd bien cal- In 2 J

culada es derivar el resulta- T T T T T T T T T T T T T o T m e e e e e e e e
doy ver que coincida con el Existen integrales indefinidas que no se pueden calcular di-
infegrando. rectamente a partir de la tabla, como: [(cos x? )2x dx.

Sin embargo, observamos que sen (x*) es una primifiva de
(cos x?)2x, ya que, si derivamos, por la regla de la cadena:

(senx?)"'= (cos x*) (x*)'=(cos x?)2x
Asi pues:
J(cosx?) 2xdx =senx?+ C

En general, si F es una primitiva de f:

[fe(®) g () dx=F (g(x) +C



Segun este resultado, podemos volver a escribir la tabla de
infegrales inmediatas sustituyendo x por g(x) y dx por g' (x)
dx. Podemos ver una tabla completa de integrales inmedia-

Propiedades generalizadas
de integrales inmediatas

hubiese el factor 2, ya que g'(x) = 2x. Asi, pues, para obtener este

i i (&)™
tas al final de la unidad. g g x)dx= e
Veamos unos ejemplos. (Vn#-1)
——————————————————————————————————————————————————— 1
N 'J-mg ()dx=Ing (x) +C
Pl Calculemos  [sen® x cos x dx ! g
o | c[es® g (x)dx = e +C
el Puesto que sen®x = (senx )?y (senx)' = cos x, el infegrando es de | 2800
qE, la forma (g(x))" g'(x). con g(x) = sen x. Luego tenemos: | e [as® g'(x)dx = ma C, VaeR?'
T |
L |
4 I ° |sen g(x)dx=-cosg(x)+C
jsen3xcosxdxz$+C : I 8() 8()

77777777777777777777777777777777777777777777777777 S * [ cos g(x) g'(x)dx = sen [g(x) + C]

77777777777777777777777777777777777777777777777777 ™ ° glgx) d =t + C
=3l Calculemos J. ij_ 2 dx. \ cosg(x) x=tg[g (x)]
LB £l infegrando seria de Ia forma . g'(x) cong(x) =x*+4 i y J‘#giz& dx = - cotg [g (x)] + C
[} g(x) sen’g(x)
£
()
=

V1-(g(®)?

factor, multiplicamos y dividimos la integral por 2 y aplicamos la
expresidon correspondiente.

J X dx= J@ X dx=lJ 2x
X2+ 4 X2+ 4 2) x2+4

=-arccos [g(x)] +C

. &dxzarctg [g(x)]+C
1+ (g(x)?

dx=%ln(xz+4)+C

i .I&dx:-arc sen [g (x)] +C
i =-arccotg[g (x)] +C

M Tabla 7

Calculemos Je5x+ 1dx.

El infegrando seria de la forma es® g® con g (x) = 5x + 1 si hubie-
se el factor 5, ya que g '(x) = 5. Asi, pues, para obtener este factor,

multiplicamos y dividimos la integral por 5 y aplicamos la expresion
correspondiente;

IeSX+1dX:I@ .@.e5x+1 dx = %j Sesx+1 dx :%65x+1+ C

11. Halla las integrales siguientes:

a. [x7 dx b-j%dx C. [5*dx d.[Vx3dx

IAPOY

12. Utiliza las propiedades de las integrales para calcular las integrales siguientes:
a [(x+1)%dx b-I(L+i3)dx
X X

13. Determina estas integrales:

2 |

a. [(x4-3x)°(4x*-3)dx b. fcotgxdx C. [x*e®dx d. J‘x— dx !
|

|




d. METODOS BASICOS DE INTEGRACION

En general, el cdiculo de la integral de una funcién no es tan inmediato como hemos visto
hasta ahora.

A continuacion, veremos algunos métodos para reducir el cdlculo de una integral al de una
o diversas infegrales inmediatas.

9.1 Integracién por descomposicién

Este método consiste en expresar la funcion integrando como suma de otras funciones que
sabemos integrar de manera inmediata, y aplicarles las propiedades de |la integral indefinida.

Calculemos I( 52 - 1+i)dx
COS* X X

Si desarrollamos el cuadrado del numerador
y dividimos por el denominador, la integral se
descompone en tfres infegrales inmediatas:

J-(\/;-Zx)z dx = X - 4xVX + 4x2
Vx - Vx

=J(% 4%«— )

= J.(X%- 4x + 4x%)dx =_[ x%dx - I4X dx +_[4x%dx =

Aplicamos las propiedades de la infegral inde-
finida y fenemos:

5 2,5
I(coszx _;+\/T) dXE

por la propiedad 1

z_[(:()s—x J—dx+.[fdx—

por la propiedad 2

1 1 e
=5 s—dx-2 | —dx+ 5| x* dx=
cos? X X

=5tgx-2lnx+10vx+C

2
o
[}
£
0
L

dx =

5

2 2
4x n 4x

+C

£l
2

e e -

Calculemos J.

Si descomponemos el infegrando como una suma de fracciones,
obtenemos dos integrales inmediatas:

3+x 3 X 3 X
J 1+x2 dx_,[(1+ 7 + 1+x2)dx__[1+ 2dX+,[1+x2 dx =

= = 1 2
I1+ - dx 3arctgx+21n(1+x)+C

Ejemplo 14

4

. | >
° i 14. Utiliza el método de descomposiciéon para calcular las integrales siguientes: S_’-
o <
;: : X X D-
9 | a. J-(\/;+ 2)* dx c. jg +6* ik e. J.ﬂ dx
2 | 3x 1+ x?
5 )
z [ b. "X dx X3+ 4x+ 3
¢ | a [Lris g

|

— e 1



9.2 Integracioén por cambio de variable

Este método consiste en reemplazar una parte del integrando con una nueva variable, con
la finalidad de obtener una integral mds sencilla.

Procedemos del siguiente modo:

1. Sustituimos la variable x por t. Esta sustitucién puede conseguirse haciendo:

x=g(t) ->dx=g' (t)dto bien, g (x) =t— g' (x)dx = dt y sustituyendo en el infegrando
hasta obtener una funcién dependiente solo de t.

N

Calculamos la nueva integral.

w

Deshacemos el cambio de variable efectuado en el paso 1. para expresar el resultado en
funcién de x.

Colculemosf XVx + 2 dx:

1. Sustituimos la variable x por t.
Para hacerlo, hacemos el cambio de variable x + 2 = t. Por tanto: dx = dt. Ademds, six+ 2 =t,
entonces x =t - 2, y sustiftuyendo en la infegral inicial, tenemos:

[ xvx+2dx=[ -2Vt dt =J.(t-2)t% dt

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
. |
2. Calculamos la nueva integral: |
|
|
|
|
|
|
|
}
' . |
3. Deshacemos el cambio de variable: I

|

|

|

|

I

ZNE- S VE+C= S VGFDT -5 VR +C

Calculemos _[sen x V(1 - cos x) dx.

En esta infegral, podemos identificar la estructura [ f(g(x)) - g'(x)dx donde:

0
o
o)
£
o
i

fX)=Vx;g(x)=1-cosx; f(g(x)) =V1-cosx ; g'(x) =senx

Calculamos la integral de la funcion f:
2
Foo = [ £00 dx=[Vxdx= 5 Vte
Componemos el resultado con la funcion g:

F(g(x))+C= % V(1-cosx)*+C

Asi pues:

jsenxv(l-cosx) dx = % V(1-cosx)*+C




9.3 Integracion por partes

A partir de la regla de derivacion del producto de dos funciones derivables, fy g, podemos
deducir un método para integrar el producto de dos funciones. Observa:

(f()g(¥)" = f (N +f(X) g'(®)

Por lo tanto:

fg®=FE®gX) - f gx)

Si ahora infegramos amlbos miemlbros de esta Ultima expresion y aplicamos las propiedades
de la infegral indefinidqg, se tiene:

Jf g (dx=[(f()g() - f' g dx = [ (f()g(x))' dx - [ f'(x)g(x)dx

y como la integracion y la derivacién son operaciones inversas:
Jf® e dx=f(®eX) - Jf (®gx)dx
Si en esta expresion consideramos:
fX)=u-f'(X)dx=du; g(x) =v-g (x)dx=dv
la obtendremos en su notacion cldsica como:
fudv=uv- [vdu

La aplicaciéon de esta expresion, que reduce el cdlculo de una integral al de otras mdas sen-
cillas, se conoce como método de integracidon por partes.

En la practica, para calcular una integral por partes, procedemos del siguiente modo:
1. Identificamos en el infegrando u y dv, y calculomos du y v.

2. Aplicamos la expresion [ udv =uv - [v du.

3. Resolvemos la nueva integral.

Veamos, a confinuacion, un ejemplo resuelto.

e e

Calculemos [ 2 x cos x dx.

1. Identificamos en el integrando u y dv, y calculamos du y v:
u=2x - du=2dx

Visita: dv=cosxdx—-v= f cosxdx =senx
En la pdgina https://eskhana-
cademy.org/math/integral-cal-
culus/integrationtechniques
puedes reforzar tu conoci-
miento de los métodos de
infegracién, asi como conocer
otras técnicas para integrar
funciones mds complejas.

[ 2x cosxdx = 2xsenx — [ 2 sen x dx

3. Resolvemos la nueva integral:
J2senxdx=2fsenxdx=—2 cosx
Por tanfo: [ 2 x cos x dx = 2x sen X + 2cos X + C

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
2. Aplicamos la expresion : fudv =uv — [vdu i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I

e ol
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0. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Ya vimos la relacion que hay entre la integral definida de una funcién en un infervalo (a, b)

y el drea limitada por la grafica de esta funcion, el eje Xy las rectas x =ay x =b.

A continuacién, se verd como podemos calcular estas dreas, asi como otfras aplicaciones

de la integral definida en el campo de la fisica y de las ciencias sociales.

10.1 Area de figuras planas

Area limitada por la grdfica de una funcién continua, el eje de abscisas y las rectas
x=ayx = Db de la propiedad ID.3 se deduce que:

Si f tiene signo constante en [a, b]

| 2 b

X

f®=0VxE]|a,b] f

a b X g

A= Ibf(x) dx

A= ["f(0) dx

fFx)<0VxE|[ab]

A=-["F(0 dx

Si f cambia de signo en [a, b]

‘é be'

A=A+ Azz_[:f(x) dx - _[ff(x) dx

4

A= U:f(x) dx‘+Ube(x) dx |

M Tabla 8.

Luego, para calcular el drea A de una regién determinada por la grafica de una funcién
f.elejexylasrectas x =ayx =Db, debemos ver si f tiene signo constante en [a, b] o, por el
confrario, cambia de signo. Procederemos del siguiente modo:

1. Hallamos los puntos de interseccion de la grafica de f con el eje 0X; es decir, los ceros de f.

2. Determinamos si existen ceros de f en el intervalo ]a, b[:

* Sino existe ningun cero de f en elintervalo |a, b[, el drea coincide con el valor absoluto

de la integral definida entre ay b.

* Si existen ceros de f en el intervalo (a, b), el drea serd la suma de los valores absolutos
de las integrales definidas en cada uno de los subintervalos determinados por a, b y

estos ceros.

e =

Hallemos el drea del recinto delimitado por la
grdfica de la funcién f(x) = —x* + 4, el eje de
abscisas y lasrectasx =0y x = 2.

1. Hallamos los ceros def':
—xX*+4=0x=+2
2. No existe ningun cero de f en 0, 2[; luego:

X3 g
['? + 4X]

23 03
_\(-?H.z)-(-?m)

2
A=H0 (-x2 +4) dx

0

16 16
= — = —
3 A 3

Ejemplo 19

—— e e =

Hallemos el drea del recinto delimitado por la gréfi-
ca de la funcién f(x) = x3, el eje de abscisas y las
rectasx =-1yx=0.

1. Hallomos los ceros de f: x*=0&x=0
2. No existe ningun cero de f en ]-1, 0[; luego:

0
0 4
A=“_1x3 dx =“%] —
-1
0* (-1)4]_ 1] 1 _12
—‘ T4 |2 |Ta AT




Ahora, hallemos el drea de la figura determinada por la funcién f(x) = -x* + x + 6, el eje de abscisas y las
rectasx=-1yx=4.

1. Hallomoslos cerosde f:x*+x+6 =0 x=-2yx=3

2. Ental caso, el cero x = 3 de f se encuentra en el intervalo (-1, 4) y determina dos subintervalos: [-1, 3]
y [3, 4]. Luego, el drea serd: y

Y
7 |

Ejemplo 20

X2+ X+ 6

3 4
A= I_l (x*+x+6)dx +U3 (x*+x+6)dx

ol
-3 = L_l_.

_ 56,17 129 43 24
—3+6—6:>A 2u 3l
41
-5
-6+

S
>

4
[._+_+6X ]
3

W Fig. 16

Si observas la gréfica de f (fig. 16), puedes ver que efectivamente la funcién cambia de signoenx =3y
que en el intervalo [—1, 3] toma valores positivos, y en el infervalo [3, 4] foma valores negativos. /

En el caso de que nos pidan el area limitada por la grafica de una funcion f vy el eje de
abscisas, sin especificar las rectas x = a 'y x = b, hemos de entender que la regién cuya drea
tfenemos que calcular es la determinada por los puntos de corte de la gréfica de la funcién
con el eje x.

e e e

Hallemos el drea delimitado por la grdfica de f(x) =x*- 3x%-4x*+ 12xy el eje 0X.
1. Hallamos los ceros de fix*-3x3-4x2+ 12x=0 & x=—-2,0,2y 3

2. Estos ceros determinan los intervalos siguientes: [—2, 0], [0, 2], [2, 3]. El drea buscada ser&:

0 2 3
= UZ(X‘*- 3x3 - 4x*+ 12x) dx +‘ _[ (x*-3x3 - 4x* + 12x) dx +‘ _[2 (x*- 3x3 - 4x* + 12x) dx|=

N e~

R S S ]°+ X 3% 4 e ]2+ X 3x 40 6X2]3_
5 4 3 5 4 3 5 4 3 5
_ 244 116 113 _ 1553 _ 1553 ,
T 15 15 " 60 60 ~ 60

e e e

Calculemos el drea limitada por las gréficas de las funciones f(x)=-x2-4x + 5y g(x)=x*-x - 6 entre las
abscisas -3y 1.

Representamos graficamente el recinto descrito (fig. 4) y vemos que, entre -3 y 1, la grdfica de f estd
por encima de la de g, es decir, f(x) = g (X).

1on

1 1 , ,
A=J_3(f(X)-g(X)) d><=J_3 (-x?-4x+5) - (x2-x- 6)dx =

_11223 D dxe |- 26 3% o1z o 112
—_3(-x-x+ )dx = 3 2 I3 3

hibida su reproducc
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10.2 Area limitada por dos funciones continuas y lasrectas x=ayx=Db

Observa la seccion sombreada de la figura 17. Estd limitado A f

por las graficas de dos funciones continuas, f y g, que cum- /\//

plen f(x) > g(x) =0,V X € [ab],yporlosrectasx=ayx=b.

| g

Tal y como puedes ver, el drea A de esta seccioén es: '

A=A-A ai 0 ;b Xb

f 8
donde A, es el drea de la seccion limitada por la grdfica de
f.elejexylasrectasx=ayx=Db;y A, esel drea del recinto
limitado por la graficade g, el eje xy lasrectasx =ay x =b.
Entonces:
b b b
A= [, Foodx- [ gGodx =, (F(x) - g0)dx 8
A
‘b Xs

Consideremos el caso general, en que f y g cumplen que ™ Fig. 18
f(x) = g(x) en [a, b], aunque no sean necesariamente Posi-

tivas (ver fig. 19). / f ]
En este caso se cumple: \
* Existe una constante k bastante grande como para que \\ :

g + k sea positiva en el infervalo [a, b], como en el grdfico. '

 El drea A, limitada por las graficas de fy gentreayb, esla

Asi, podemos afirmar que, dadas dos funciones f'y g, tales
que f(x) = g(x) en [a, b], el drea del recinto limitado por sus

grdficas entre x =ay x = b (ver fig. 4) es: \1\0 A \b\/

misma que el area B, limitada por las graficas de f + ky W Fig. 19
g + k entre las mismas abscisas. YA
f+k
Pero observa que f + k>g+ k > 0, por lo que estamos en : .
el caso anterior; por tanto: i
aj B ib
. ' % i
A=B= L [(F(x) +K) - (8(x) + K)]dx = L (f(®) - g(x))dx T
| foo

b
A= [, (F()-g(9) dx



Ejemplo 23

Ejemplo 24

En caso de que nos pidan el drea limitada por las grdficas de dos fu

nciones, sin especificar

las rectas x = a 'y x = b, entenderemos que la regidn cuya drea hemos de calcular es la defi-

nida por los puntos de corte de las dos graficas.

Hallemos el area limitada por las gréficas de las funciones

|

A I

fX=x+1lygx)=x*+1 Y i
g

Representamos grdficamente el recinto y vemos f i

que, entre 0y 1, la grdfica de f estd por encima de i

la de g, es decir, f (x) = g(x). |

|

Por tanto, aplicando el resulfado anterior: 2T |

1 I

A= (F(0-g00) dx |

|

" |

=j0((x+1)-(x2+1))dx= i

|

L L » |

=[x (X Xl a2, ST 1 2 X

_[(x+x)dx [3+20_6:>A—6u i

|

|

Si f no es siempre mds grande que g en el intervalo [a, b], procederemos como en el gjem-

plo siguiente:

Calculemos el drea limitada por las gréficas de las funciones
f(®X)=5x-9yg(x) =3x3-21x*+ 47x - 33.

Representamos graficamente el drea descrita y vemos que g(x)
>fx)en[1,2]yf(x)=gx) en|2 4]

Como en cada uno de estos subintervalos una de las dos fun-
ciones es siempre mds grande que la ofra, podemos calcular
el drea en cada uno mediante el procedimiento que se ha
descrito anteriormente:

A= If(g(x) -f(x)dx = _[12 ((3x*-21x*+ 47x-33) - (5x-9)) dx =

* s

2 3x*
= j (3x%- 21x? 4 42x - 24)dx = [T - 7x3 4 21x? - 24x]
1 1

A= [ (F60- g0 dx = [ ((5x-9) - (3~ 21 + 47x - 33))dx =

4
4
= [fear20e-aax+ 2ax= [ 2047200 4 20| <o
2
Por tanto:
5 37 37
ASArh = t8= T eh=y

——— e e e — =




10.3 Aplicaciones en fisica

A continuacién, veremos como la integral definida aparece también en algunos conceptos
elementales de la fisica

Cinematica

Dindmica

Variacién del espacio recorrido

El espacio recorrido entre los instantes
t, y t, por un movil qug se d§§plozo Si-
guiendo una trayectoria recftilinea con
velocidad v es:

t

x(t) - x(t) = I (o) dt

t

ya gque la funcién posiciéon, x, es una
primitiva de v.

Variacién de velocidad

El incremento de velocidad entre los
instantes t, y t, experimentado por un
movil que se desplaza siguiendo una
trayectoria rectilinea con aceleracion
aes;

tZ
v(t)-v(t)= J.t a(t) dt

ya que la funcién velocidad, v, es una
primitiva de a.

Trabajo

El trabajo realizado por una fuerza F,
que actua en la direccién del movi-
miento, al desplazar un cuerpo desde
un punto x = a hasta ofro punto x =b es:

w =J.ab F(x) dt

Ejemplo
Un moévil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con

velocidad v(t) = (4t + 3)m - s7.. Halla el espacio recorrido
entre los 5 sy los 10 s.

Basta con aplicar la férmula correspondiente:
10 10
x(10) -x(5) = : (4t+ 3)dt= [(th + 3t)] =230-65=165
5

Por tanto, el espacio recorrido por ese movil entre los 5 s y los
10 s es de 165 m.

Ejemplo
Un mévil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con

aceleracién a(t) = Vvt m:s™2 Halla el incremento de veloci-
dad experimentado entre los 4 sy los 9 s.

Aplicamos la férmula correspondiente:

2tVt ]9 16 38
4

=18- 2> =29

3 3

9
v(9) -v(4) = Lﬁdt: [ 3

Asi, el incrementfo de velocidad entre los 4 s y los 9 s es
38/3 ms .

Ejemplo

¢Cudl es el trabagjo realizado al comprimir un muelle 2 cm
si aplicamos una fuerza F(x) = 5x N en la misma direccién
del desplazamiento?

Expresamos el desplazamiento en metros, 2 cm = 0,02 m,
para frabajar con unidades del SlI; y aplicamos la expresion
del frabajo de una fuerza variable:

0,02 X2 0,02
, 5xdx=5 [7] =5(0,0002 - 0) = 0,001
0

Por tanto, el trabajo realizado es 0,001 J.

W=

M Tabla 9

http://goo.gl/AhbDjb
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Teoremas de derivadas

fx) =k fx=0 Para simplificar la notacién, u denotard una fun-
fx) =x fx=1 cién de x.
fx)=x" f'x)=nx"!, neR fx)=u" f'x)=nu"'-u'neR
6 =Vx Fe)= 5= x>0 | fe=vu f09= i
60 =¥ 09 = —— e =Va 09 = —me
' 1 . 1
f()=Inx fe=-— f(x) =Inu f@=—"u
fO=lgx  fE=— - f@=logu  f()=-
f)=¢ f'(x) =¢e* f(x)=e" flx)=e"-u
fx) =a f'(x) =a*-Ina f(x)=a" f'x)=a"lna-u'
f(x) =senx f'(x) = cosx f(x) =senu f'(x)=cosu-u'
f(x) =cosx f'(x) =-senx f(x) =cosu f'x)=-senu-u'
fx) =tgx f'x) = coizx =sec?x f(x)=tgu f'x) = CO:SLZ " -u' =sec’u-u'

-1 -1

= ' = = - 2 = ! = -y =- 2u-u'
f(x) =cotgx ' senfx = TGS f(x) =cotgu Ji63) sonzy U cosec’u-u
f(x) =secx f'x) =tgx-secx f(x) =secu f'(x)=tgu-secu-u'
f(x) =cosecx f'(x)=-cotgx-cosecx f(x) = cosecu f'(X) =-cotgu-cosecu-u'
f(x) =arcsenx Jies) -1 f(x) =arcsenu ' -1 -u'
V1 -x? V1-u?
f(x) =arc cos x ') 1 f(x) =arccosu (%) I '
f() =arctgx £ =—t F() =arctgu F) =1 .y
B 8 C14x & T 14uw?
S
S f(x) = arc cotg x f'x) = -1 f(x) =arc cotgu f'x __ 1
2 a & 1+x2 & 1w Y
53
g Libro Edebe, Matemdtica 2 mod. Ciencia y Tecnologia, pag 245 H Tabla 10
a
5



Teorema de integrales

[oax=c
Para simplificar la notacién, u denotard una fun-
ciondex (u=g (x); u' = g'(x)).
[1dx=x+cC
N x ntl , n+1
[ x dx=———— +CVn#-LneR jun-udx=—n+1 +C Vn#-1

Jidx=1n|x|+c
X

Iiu' dx=In|ul +C
u

Ie"dx:e"+C

Je“-u'dx:e“+C

aX

Iaxdx= Ina

+CVaeRtAa=1

fa“-u'dx=a— +C VaeRt
Ina

Isenxdx=-cosx+C

_[senu-u’dx=-cosu+C

Icosxdx=senx+C

_[cosu-u'dx=senu+C

1
J-mdx=_|-sec2xdx=tgx+c

1
J.mu'dx= Iseczu-u'dxztgu+C

1
Imdx=Icoseczxdx=-cotgx+C

1 T T
—— —udx= Icoseczu-u dx =-cotgu+C
sen®u

Itgxsecxdx=secx+C

jtgusecu-u'dx=secu+C

I cotg x cosec x dx = - cosecx + C

j cotgucosecu-u' dx =-cosecu+ C

1
J‘ﬁdx= arcsenx + C

= -arccosx+ C

1
J‘ﬁu' dx=arcsenu+C
= -arccosu+ C

[t arctgs s
112 = arctgx +

= -arccotgx +C

1 T
T+ U dx=arctgu+C

= -arccotgu + C

Libro Edebe, Matemdtica 2 mod. Ciencia y Tecnologia, pag 303

M Tabla 11
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Problemas resueltos ©

1. Una particula se mueve en linea recta por el gje x. Su velocidad estd dada por la funcién:
v(t) =t3- 11t2 4+ 34t - 24 m/s

a. Encuentra la aceleracién de la particula después de 4 segundos.
b. (Cudndo cambia de direccién la particula?
c. Encuentra la distancia que la particula recorrié durante los primeros 10 segundos.

d. Six(0) =-10 m, encuentra la posicion de la particula a los 10 segundos.

10
(- 112+ 34t - 24) dt
0

t) =t3- 1162 + 34t - 24 10
v® [it‘*- Et3+ 17t2-24t]
a(t) =v' (t) =3t%- 22t + 34 0

a. Sabemos que la aceleracién es la derivada J‘l‘g’(t) dt=J
de la velocidad, por lo que: 0

4 3

Resolviendo para la aceleracién en el tiempo 2500 -3666,67 + 1700 - 240 = 293,33 m
t=4seq

a(4) =3(16) - 22(4) + 34 =2 m/s? d. Primero encontramos la funcién x (t):
b. La parficula cambia de direccién cuando  y(p) = |y(t) =J’ - 1182 + 34t - 24dt

la velocidad cambia de signo, puesto que

x'(t) = v(x); entfonces debemos resolver la 1
(®) ) x(t)=Tt4-Et3+17t2-24t+C

ecuacion: 3
t3- 1124+ 34t-24 =0 Sabiendo que x(0) =-10 m:
Pero esto es igual a: %(0) =%(0)_ %(0) +17(0) - 24(0) + C=- 10

t-Dt-4)(-6)=0
=C=-10
Esto nos indica que la velocidades 0 ent=1,

t =4y t= 6. Realizando tablas de valores = Porlo tanto:

ara v(t) obtenemos los siguientes resulfados:
P ) 9 x(t)=%t4-%t3+17t2-24t+c
- + - +
0,1 (1,4) (4,6) (6, ) Finalmente:

Por lo tanto, la particula cambia de direccidon  x(10) =%(104) - %(103) +17(10?) - 24(10) - 10
en t=1,t=4yt=6.

= 283,33
c. Como vimos en la seccién de Aplicaciones

en Fisica, la distancia recorrida por la particu-

Prohibida su reproduccion
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Ejercicios
D Derivadas

1. Calcula, aplicando la definicidn, la derivada en
x = 2 de las siguientes funciones:

a fe)=3x-1 b gx) = ;11

2. Halla el valor de la derivada de f(x)= V1 + x?
en x = 0y explica los pasos efectuados.

3. La funcién que describe la posicion de un movil,
que se desplaza siguiendo una trayectoria rec-
filinea, en funcién del tiempo es x(t) = 3t3 — 6t2,
donde x se mide en metros y t, en segundos.

Calcula:
a. La velocidad y la aceleracion en funcién del
fiempo.

b. La posicién, la velocidad y la aceleracion para
t=3s.

c. Elinstante en que su velocidad es 12 ms™.

d. Elinstante en que la aceleracién es 8 ms™,

4. Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafi-
ca de las funciones siguientes en los puntos que
se indican
a. f(x)=Inx enx=e
b. f(x)=¢* enx=2
c. f(x)=vx enx =4

XZ
x?-10x - 24
la ecuacién de la recta fangente en el punto de

5. Dada la funcion  f(x) = , calcula

abscisa x = 0.

6. Halla en gqué puntos de la curva:

y =x"+4x3- 2x? -12x + 5, la recta tangente es
paralela al eje de abscisas.

10.

Dada la funcion f(x) = mx® + 2x* + 3x — 1, ;cudll
debe ser el valor de m para que la pendiente de
la recta tangente en el punto de abscisa x = —1
sea 117
Define derivada y derivadas laterales de una
funcién en un punto.
—Comprueba gque la funcién:
Vx si0<x <1
fFGO=91 1+x
sil<x <3
2
es derivable enx = 1.
Estudia la derivabilidad de la funcidén representa-
da en la figura.
A
¥
B ..1&..!.';
¥ ¥ F 1 ¥ a T T T ] :H_
—lf'lf | 1\-“_\__\_‘_'-'“
Utiliza las reglas de derivacién para calcular la
derivada de las funciones siguientes:
a. f(x) =x*Inx c fx)= L+x
1-x
b. fx)=xInx-x d. f(x) =e*senx
. La funcién f es dos veces diferenciable y satis-
face las condiciones de la siguiente tabla:
X f(x) [ ['®
0 5 3 1
3 0 2 4
Sean g(x) =4 cos (3x) + f(x) y h(x)=e ¥®
Halla.
a. g(0)
b. g'(0)
c. h'(3)
d. h"(3)



P) Avlicaciones de la derivada

12. Representa de forma aproximada la grdfica
de la funcién f', sabiendo que la grdfica de f
es la de la figura.

Yu

.

13. La figura muestra la grafica de una funcién po-
linébmica de segundo grado que pasa por el ori-
geny que es la derivada de una funcion f.

Resuelve los apartados siguientes:

A
Y

F

t t } 0 t !
-3 -2 -1 1 3 X
_1_\/

24

a. Determina los intervalos de crecimiento y de-
crecimiento de f.

b. Determina los m&ximos y los minimos relativos y
los puntos de inflexion de f.

c. Traza un esbozo de la grdfica de f. Justificalo.

14. Queremos vallar un campo rectangular que estd
junto a un camino. La valla del lado del camino
cuesta 5 $/m y la de los ofros tres lados, 0,625
$/m. Halla el drea del campo de mayor superfi-
cie que podemos cercar con 1 800 $.

D Integrales

15. Calcula:
a. IZXZ senx dx b. I x? Inx dx

16. Calcula las integrales siguientes:

a. j-(x‘* - 3x)°(4x3- 3) dx e. sz e¥ dx

b. I cotg x dx f. jsen“x cos x dx
X3+ 2 X2
N d ] —=——=d

(x*+8x + 1)? X gJ‘x3+2 x
3% 2

d. J. dx h. J. " dx
Vx 5

—Ten en cuenta que cotgx = cosx

sen x

17.Halla el area limitada por la gréfica de

X) = cos X Y el eje x entre las abscisas r yT
f ;

18. Halla el drea limitada por f(x) =x?*—2x — 15, el
eje OXylosrectasx=-4yx=7.

19. Halla el drea limitada por f(x) = x3 + 2x*- 5x- 6
y el eje horizontal entre las abscisas -5 y 7

20. Halla el drea limitada por f(x) =x3+x*-10x + 8
y el eje OX.

21. Si un moévil se desplaza siguiendo una trayectoria
rectiinea con una aceleracién a(t) =t — 1, en
unidades del Sl:

a. Halla el incremento de velocidad experimenta-
doentrelos2sylos5s.

b. Halla el espacio recorrido enfre los 3 sy los 7 s si
v(0)=1m-s™

http://goo.gl/bgfpGC
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22.Dada la funcién f(x) = x* + 4x — 1, calcula:
a. La primifiva cuya gréfica pasa por A = (1, 1).

b. La primitiva que se anula para x = —1.

23.Dada la funcién f(x) = In x, calcula:
a. La primitiva cuya gréfica pasa por A = (1, 3).

b. La primitiva que se anula parax =e.

24. Calcula, reconociendo en el integrando la es-
fructura f(g(x)) g'(x). las integrales siguientes:

. . .
a. arc tg*x < d. cos 2x dx
J 1+% J V1 +sen2x

" 7 " 2x
b. | X dx e | & dx
J 1+x® J V1-e*
., . )
o | X ax T [
J 1+x° J 1+ex

25. Calcula las integrales del ejercicio anterior, utili-
zando ahora los cambios de variable que se in-
dican.

d 14+sen2x=t
b. 1+x=t e. ex*=t
c. xt=t f. 1+e¥*=t

a. arctgx=t

Compara los dos procedimientos en cada caso.

26. Utiliza el método de integracidén por partes para
calcular las siguientes integrales:

a. jx sen x dx

b. Ixs In x dx

C. fln x dx

d. fex sen x dx

e. .[ 3xe* dx

f. J.xz cos x dx
Instruccién: primero, considera que dv = dx.
Luego, al aplicar sucesivamente este método, apa-
recerd en el segundo término de la igualdad una

integral igual que la inicial; agrlpalas, aisla los tér-
minos y asi obtendrds la solucion.,

27.Calcula los siguientes integrales:

J‘ 3x-1
a | ——— dx
x*-3x-4

b'_[ 4x -1 dx
X3+ 2x%-x-2

28.La figura muestra la grdfica de una funcién f.
¢ Cudl de las funciones que se representan a con-
finuacion es una primitiva de la funcién f? Justi-

fica la respuesta.
y

A

C

/N

29.Utiliza la regla de Barrow para calcular:

3 2
a. jo (3% - 6) dx

1 5
b..[ ——dx
0 7+ 7x?

2m
C. _[ cos x sen® x dx
TC

Vi

d. flex 1dx

3
e.j—l dx
2 xlInx

f. fzsx exdx

30. Halla el &rea de la region limitada por f(x)= - e*,
el eje de abscisasy lasrectasx =-1yx = 2.

31. Caleula el drea del recinto limitado por f(x) =Inx,

el eje de abscisas y lasrectas x = ey x = €%



32. Determina el drea limitada por f(x) = cos x y

el eje 0X entre las abscisas 0 y 2 .

2m
—Calcula J-o cosxdx (Coincide este resulta-

do con el valor del drea calculada?.

33.Las rectas y = 3x e y = -x + 8, junto con el gje
de abscisas, determinan un tridngulo. Halla su
drea utilizando el cdlculo integral y comprue-
ba que se obtiene el mismo resultado por un
procedimiento geométrico.

34.Halla el drea de la regién comprendida entre
las funciones f(x) = 2x-x*y g(x) =x*-x- 2.

35. Calcula el drea de la regidn del plano limita-
da por la gréfica de la pardbolay = x? - x y por
la de la funcién:

X - X2

FO= i+

36. Un cuerpo se desplaza con una aceleracion que
viene dada por la funcién a(t) = 5 + 3t [m-s?).
Halla el incremento de velocidad experimen-
tfado entre los 3 y los 5 segundos, y el espacio
recorrido en ese tiempo sabiendo que el cuer-
po partia del reposo.

37. Calcula el drea limitada por la grafica de la
funcién f(x) = x?, el eje OX y la recta tangente
a esta grafica en el punto de abscisa 3.

b
38. Calcula la integral f xV9 - x? dx , y explica su
a

significado geométrico. Haz un dibujo aproxi-
mado del recinto correspondiente.

39. Determina el valor de a para el que la inte-
a

gral IOX(X -3)2 dx represente el drea del re-

cinto limitado por una curva plana vy el eje 0X.

—Proponga una ecuacioén de esta curva y
calcula el drea del recinto.

40. Halla el drea del recinto limitado por las grafi-
cas de f(x)=4x — x*y g(x)= x entre las absci-
sas 1y 2.

41. Consideremos las funciones siguientes:
2
X e’ 2
F(x)=| (tsent)dt Gx)=| e*dt
= (tsent) =]

a. Halla los extremos de la funcién F en el inter-
valo [1, 2.

b. Determina los puntos en que se anula la fun-
cién G,

42, El crecimiento poblacional de un pais en fun-
cién del fiempo sigue, aproximadamente, esta
expresion:

-t
0,8 @100
p(t)=—"21
(4e'0 4+ 1)2
Sabiendo que la poblacién actual del pais (t = 0)

es de 4 millones de habitantes, utiliza el cambio
de variable;

-t
410 +1=x

para hallar la funcién P que rige la poblacién
de este pais.
—¢Cudl seria la funcidn P sila poblacién actual
fuese de 5,5 millones de habitantes?

43. La evolucién de la poblacidén de un pais, en
millones de habitantes, entre los anos 2000 y
2009 viene dada por la expresién siguiente:

p (t) =38 ~ 002t

donde t es el tiempo en anos transcurridos des-
de 2000.

a. Halla la integral indefinida P de la funcién p.

b. La poblacién en este periodo, {ha aumenta-
do o ha disminuido?

c. Calcula la poblacidon media del pais en el
periodo considerado.

81




. &% Para finalizar
. Aplicando la definiidn, deriva cada una de

= . N . . .
las siguientes funciones en el punto indicado:

xX?-3x+2
af)=—"7

enx=2

b. g(x)=In (%) enx=-3

ch= XL enx=0
.. senx _
d. i(x)= T+ cos ol enx=0

e jx)=v(2x*+11)* enx=2

ODetermine la derivada segunda de las si-
guientes funciones:

a fx)= —+2—X+x+5

4
b. g(x)= (2x*> + 5)3

2
C, h(X): 5xx—+1

vx+3
e. j(x)= 5sent?

f. k(x)=3xIn(x+2)

d. i(x)=

0 Calcula las integrales siguientes mediante
un cambio de variable adecuado

O'JWO‘X
b»[ COSX

AUTOEVALUACION

tan X

O Nicole va en bicicleta en linea recta has-
ta el parque, partiendo de su casa en el
fiempo t = 0 minutos, y llega al parque en
t = 12 minutos. La velocidad con la que
viajo estd modelada por la funcidn a trozos
de la grdfica.

Encuentra la aceleracion de Nicole en
eltiempot=5,5

a.
12
. Explica el significado de JO v(t)dt en
términos del 1\£ioje de Nicole. Encuentra
el valor de IO v(t) dt

. En medio camino, Nicole se da cuenta
de que dejé caer su abrigo. ¢En qué
momento se dio la vuelta para buscar-
lo? Razona tu respuesta.

. Esteban sale en su bicicleta al mismo
tfiempo hacia el parque para encontrar-
se con Nicole, y llega un minufo antes.

Su velocidad es modelada por la funcién

T[t)
12

¢ Quién vive mdas cerca del parque?

w(t) = sen (

T
15

Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:

» Trabajo personal

¢Cdémo ha sido mi actitud [ ¢He cumplido
frente al frabajo? mis tareas?

¢Qué aprendi en esta
unidad?

« Escribe la opinidn de tu familia.

* Trabajo en equipo

¢He compartido con mis
companeros y companeras?

¢He respetado las opiniones
de los demds?

* Pide a tu profesor o profesora suger-
encias para mejorar y escribelas.
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Derivadas e Integrales

El puente matemdtico

El puente de la imagen
es conocido como el
puente matematico de-
bido a su forma, que
consiste en un arco de
circunferencia del que
parten rectas fangentes.
Estd ubicado en Cam-
bridge, Inglaterra.

Su estructura se sustenta
casi enferamente en las
vigas tangentes, y de-
muestran un uso prdcti-
co simple de las mate-
mdticas en la ingenieria,
obteniendo un puente
resistente y eficiente.

¥ SENTIDO CRITICO

Elasticidad de la demanda

Sabemos que la demanda, D, es funcién del pre-
cio, p, y que, en general, a un mayor precio co-
rresponde una demanda menor. La elasficidad
de la demanda es una funcién E(p) que expresa
la variacién relativa de la demanda respecto del
precio, es decir, nos dice si la demanda reac-
ciona ante un aumento de precios con un incre-
mento considerable o no. Su signo acostumbra
a ser negativo, ya que precio y demanda varian
en sentidos opuestos.

Dada D(p). la funcién de la demanda respecto
del precio, y si la variacién del precio es suficien-
temente pequena, puede demostrarse que la
elasticidad vale aproximadamente

E'(0)= D'(®)" 5y

Segun el valor de E(p), las curvas de demanda
pueden presentar pendiente negativa mayor,
menor o igual a -1, lo que nos permite distinguir:
* E(p)=-1, el precio se modifica proporcionalmente

a la demanda (demanda de elasticidad unitaria).

* E(p)<-1, la demanda varia relativamente menos
que el precio (demanda ineldstica).

* E(p)>-1. la demanda varia relativamente mas
que el precio (demanda eldstica).

http://goo.gl/B8zPV1

http://goo.gl/lugGbl

Economista

Las derivadas e integrales son de gran importan-
cia en el campo de la economia. Uno de los mo-
delos fundamentales de la economia es la ley
de oferta y demanda de un producto.

En este modelo la cantidad que producimos y
que vendemos se describe por las curvas de
oferta y de demanda. Cuanto mayor es el pre-
cio, mayor es la oferta y menor es la demanda.
El punto de interseccidn de las curvas que mo-
delan estos fendmenos se denomina punto de
equilibrio.

Mediante el uso de integrales sobre las ecuacio-
nes de oferta y demanda, podemos calcular el
superdvit del productor vendiendo al precio de
equilibrio y no a un precio menor, y la ganancia
del consumidor pagando el precio de equilibrio
a diferencia de un precio mayor.

Prohibida su reproduccion
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En Internet:

Una busqueda en Google debe recorrer un gran
nUmero de pdginas web, y después ordenarlas
para el usuario. Para dar mayor o menor
relevancia a un resulfado, Google utiliza un
algoritmo que cuenta la cantidad de pdaginas
con un link al mismo. En el reporte http://bit.
ly/1Gs6r3D puedes aprender mds acerca del

EN CONTEXTO:

En la ingenieria electrénica el paso de
corriente se calcula mediante sistemas de
ecuaciones, y en informdtica, el manejo
de datos se realiza mediante matrices
ordenadas. En este capitulo, aprenderds
a utilizar estos recursos para resolver varios
problemas.

Prohibida su reproduccion



|. MATRICES NUMERICAS

1.1. Concepto

Observa el siguiente rectGngulo de nimeros.

Columna 1 Columna 2 Columna 3
N/

| 1
Fila1l —/ 2 1 2

Fla2 —\ 0O 7 -3

Consta de seis nUmeros dispuestos en dos filas y fres columnas. Decimos que es una matriz
de dimension 2 X 3.

Llamamos matriz de dimensiones m X n a un arreglo rectangular de ndmeros reales,
dispuestos en m filas y n columnas

Podemos referirnos facilmente a un elemento determinado dando la fila y la columna en
que se encuentra.

Asi, por ejemplo, el nUmero 2 es el elemento que ocupa la fila 1, columna 1; el nimero -3 es
el que ocupa la fila 2, columna 3.

1.2. Representacion

Representamos una matriz mediante

una lefra mayuscula (A,B,C...); y sus ele- a11 alz aln
mentos, mediante la misma letra pero

. . A — a21 a22 aZn
minuscula (a,b,c...), con un doble subin- —
dice que indica la filay la columna a las
que pertenece cada uno de ellos. Asf, a, d., oa

en general, para representar una matriz
A, de dimensién m X n, escribimos:

1.3. Igualdad

Dos matrices, A y B, son iguales cuando contienen los mismos elementos, dispuestos en los
mismos lugares.

A = Bsi ai].:bi]. paratodo ivyj

Logicamente, para que dos matrices sean iguales, es necesario que fengan la misma
dimension.



1.4. Tipos de matrices

Algunas matrices reciben nombres especiales de acuerdo

con su dimension o sus elementos.

Tipo de matriz
Matriz cuadrada

El nUmero de filas coincide con el de
columnas (dimensién n x n). Se ho-
bla de matriz cuadrada de orden n.

Los elementos a,, a,, .. a_ forman la
diagonal principal.
Matriz fila

Solo tiene una fila (dimensién 1 X n).

Segun su dimensién

También se le llama vector fila.
Matriz columna

Sélo tiene una columna (dimensidn
m X 1).

También se le llama vector columna.
Matriz triangular (superior o inferior)

Matriz cuadrada en la que todos 10s
elementos situados por debajo o si-
fuados por encima de |la diagonal
principal son 0.

Matriz diagonal

Matriz cuadrada en la que todos 10s
elementos situados fuera de la dia-
gonal principal son 0.

Matriz identidad

Segun su dimensién

Matriz diagonal en la que todos los
elementos situados en la diagonal
principal son 1. Se simboliza por la
letra 1.

Matriz nula

Todos sus elementos son 0.

Ejemplo

Matriz cuadrada de orden 3

Los elementos 2, 2 y 6 forman la diagonal principal.

(210) Matrizfila 1 x 3

2
-1 Matriz columna 3 X 1

9

ai].=0,i>j aij=0,i<j
1 0 2 0 0
0 2 4 1 2 0
0 0 6 9 7 6
/

Matriz triangular superior Matriz triangular inferior

0 0

0 0
0 0

0 0

[= 0 0
0 0

B Tobla 1.



2. OPERACIONES CON MATRICES

Vamos a estudiar diversas operaciones que pueden efectuarse con matrices.

2.1. Adicién de matrices

Dadas dos matrices, Ay B, de la misma dimensién, m X n, la matriz suma, A + B, es la que
obtenemos sumando los elementos que en cada una de ellas ocupan la misma posicién:

all - aln aln + bln
A + B =1 LI .
aml amn amn + bmn
De forma abreviada:
(@) + (b)=(a;+b)
VA BEM=>A+B=C
A BeM
Calcula A + B, siendo ( 1 4 ) 5 4
“\o 1 - (4 1 )

Operamos de acuerdo con la definicion:

A+B:(1 4)+(5 4)2(1+5 4+4)=(6 8)
0 1 4 1 0+4 1+1 4 2

—

Propiedades de la adicién de matrices
Asociativa (A+B)+C=A+(B+0)
Elemento neutro 0 = (0) A+0=0+A=A
Elemento opuesto -A=(-a,) | A+ (A)=(-A)+A=0
Conmutativa A+B=B+A

B Tabla 2.

La existencia de elemento opuesto nos permiten definir la matriz diferencia, A - B. Es la que
obtenemos al sumar Ay -B:

A-B=A+(-B)
De forma abreviada:
@) - (b) = (a) + (b) = (a,-b,)

De este modo, si A 'y B son las matrices del ejemplo anterior, tenemos:
A-B—(1 4)_(5 4):(1-5 4-4):(-4 0)
~\0 1 4 1 0-4 1-1 -4 0



2.2. Multiplicacién de una matriz por un nimero real

Dados una matriz A de dimensidén m X n, y un ndmero real k, la matriz producto por un ndme-
ro real, kA, es la que obtenemos al multiplicar cada elemento de la matriz por ese nimero:

dy i, kall kaln
ka=k | ;i |=[ 80
am1 amn kam1 kamn

De forma abreviada:

k(a) = (ka,), VY,

iij

Calcula 24, siendo A la siguiente matriz:

1 4 3 2 2-1 2:4 2-3 22 2 8 6 4
A=1|0 1 0 -1 2A=| 20 2-1 2-0 2-¢-D)|=]0o0 2 0 -2
3 2 1 1 2:(-3) 2:2 2-1 2- 1 6 4 2 2

3 3 3

Propiedades de la multiplicaciéon de una matriz por un
nimero real

P k(A+B)=kA+kB,VKkeER A BEM
P2 (k+h)A =KkA + hA

P3 k (hA) = (kh)A

P4 1A=A1=A,1ERAAEM

B Tabla 3.

2.3. Multiplicacién de matrices

A continuacién, estudiaremos la multiplicacion de matrices. De-
finiremos primero esta operacién en un caso particular muy sim-
ple y, después, extenderemos la definicion a un caso general.

Sean una maitriz fila F de dimensién 1 X n y una matriz colum-
na C de dimensién n X 1: C
(Fl Fn)C=( 1)
C n

Llamamos producto de F por C, y lo simbolizamos F - C, a:

F

C
F'C=(F1 Fn)'( 51) =f1C1+".+fnCn
C

Operamos de acuerdo con la definicién:

—_——— e e ——

Y TAVBEN: |1

El producto A - B de dos
matrices solo estd definido si
el nimero de columnas de
A es igual al nUmero de filas
de B.

mx®  (©xn

Men

La matriz producto es de
dimensién m X n.




i} Consideremos asmatices A=(23)+8=(1)

|

Dada una matriz A de Calculemos el producto A - B. i
dimensién m x n, la matriz o |
Operamos de acuerdo con la definicion: |

tfranspuesta, A', es la que se \
obtiene infercambiando sus A-B=(23)- ( 1 ) 2:1+3-(-3)=-7 |
-3 /‘

filas por columnas
/

Supongamos ahora una matriz A de dimension m x k, a cuyas filas llamaremos F,F,, ... ,F 'y

una matriz B de dimensién k X n, a cuyas columnas llamaremos c,C,,..,C.

La matriz producto A - B es la que obtenemos de la siguiente formai:
b - ka F-C)- F-C

b .. Kka F-C .. F-C

mn m 1 m n
Observa que el elemento de esta matriz que ocupa la fila i-€sima y la columna j-ésima es el
que obtenemos al multiplicar la fila F, por la columna Cj.

Propiedades de la multiplicacién de matrices

Asociativa (A-B)-C=A-(B-C)
Distributiva por la izquierda de
la multiplicacion respecto alal A-(B+C)=A-B+A-C
adicion
Distributiva por la derecha de
la muttiplicacion respecto a la| (A+B)-C=A-C+B-C
adicién
No conmutatividad A-B#B-A

M Tabla 4.

3. MATRIZ IDENTIDAD

En el caso de matrices cuadradas de orden n, la multiplicacion cumple una propiedad adi-
cional. Existe un elemento neutro que llamamos matriz identidad y que simbolizamos por I

1 0 ™ O
=19 0T
0 0 = 1

De esta forma, para cualquier matriz cuadrada de orden n:

A-1=1-A=A y

1. Considera las matrices siguientes.

>

Q

=

1 0 4 0 -1 3 =
M=|2 4 -3 N=(-2 3 0
2 1 6 5 3 2

hibida su reproduccién

Calcula:
I
a.A=M+N-(2M-3N) b.B=M:-N-(M+1)-(N-I) !

Prc



. MATRIZ INVERSA

Al estudiar la multiplicacion de matrices hemos visto que, si
nos limitamos a considerar las matrices cuadradas de orden
n, existe un elemento neutro que simbolizamos por 1.

Propiedades de la in-
versa para toda matriz
invertible
(AH1T=A
Nos planteamos ahora si, dada una matriz cuadrada A, exis- (AN 1 = (A"

fe otra matriz cuadrada B que cumpla:
(AB)'=B'A"
A-A'=B-Al=1

. . . o B Tobla 5.
Si B existe, diremos que es la matriz inversa de A. La represen-

tamos por AL,
4.1 Cdlculo de la matriz inversa a partir de la definicion

Veamos, mediante un ejemplo, cémo calcular la inversa de una matriz A, si existe, a partir
de la definicion.

miembro de la igualdad:
Luego, la matriz inversa serd:

(Za-c 2b-d )_(1 0)
a+3c b+3d/ \o 1

Existe una serie de operaciones que podemos efectuar con las filas de una matriz y que per-
miten convertirla en una matriz triangular: las tfransformaciones elementales.

< Hallemos la matriz inversa de A = ( 2 -1 ) Aplicando la condicién de igualdad de ma- \v‘
o 1 3 frices, obtenemos los siguientes sistemas de |
a a b ecuaciones: \
/=il Debemos hallar una matriz A™ = ( )’rol que: |
o c d 2a-c=1 2b-d=0 \
— |
. = |

1 3 c d 0 1 cuyas soluciones son: 1

3 1 1 2 i

Efectuamos el producto indicado en el primer a= 2 b == c=- 7 d= - |

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I

En general, si llamamos F, a la fila i-ésima'y F]. a la fila j-ésima, las transformaciones elemen-
tales son las que se recogen en la tabla:

Transformaciones elementales Ejemplo
-2 0 2 2 0 2
Intercamibiar dos filas. Lo denotamos por FieFj 4 2 -1 F,® F, - 1 5 3
1 5 3 4 2 -1
Sumar a una fila los elementos correspon- 2 0 2\ popaor 0 10 8
dientes de ofra fila multiplicada por un nu- 4 2 1 175 3 4 9 _1>
mero real k. Lo denofamos por F-F, + kF]. 1 5 3 1 5 3
Multiplicar todos los elementos de una fila 2 0 2 2 0 2
. F = -2F,
por un numero real no nulo, k. Lo denotamos 4 2 1 -8 -4 2
ﬁ
por F, - kFi. 1 5 3 1 5 3
B Tabla 6.



4.2 Cdiculo de la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan

El cdlculo de matrices inversas a partir de la definicién conduce a la resolucidon de sistemas
de ecuaciones, lo que suele ser laborioso.

El método de Gauss-Jordan permite hallar la inversa de una
matriz A efectuando transformaciones elementales. Para

a,a, a_ |1 0 0 aplicar este método, procedemos como sigue:

a, a,a, |0 1 = 0 , . o
A= 2 = * Partimos de una matriz formada por A y una matriz iden-

La,=a o o - 1 tfidad del mismo orden que A. A esta matriz la llamamos

maitriz ampliada y la simbolizamos por (A | D).

* Aplicamos las transformaciones elementales adecuadas

10 = 0|b,b, b, para llegar a una moTriz(I|B).
(11B) = 0 1 = 0]by,b,b, La matriz B es AL,
0 0 1|Db,b,b, Vamos a ver la aplicacién de este método mediante un
ejemplo.
2 0 6 Hacemos que los demds elementos de la segun-
Hallemos la matrizinversade A= | -1 4 4 da columna, a,, y a,,, sean 0;
1 -1 2 )
4
* Planteamos la matriz ampliada (A | 1): F=F +F, 1 @ 4|0 3 3
F3-:> F3-2F2 1 1
2 0 6|1 0 O ) 1 2 1|0 3 3
-1 4 410 1 0 2 8
1 -1 2]0 o0 1 0 @ 2 [1-5-3
* Hacemos que el elemento a,, sea 1 * Hacemos que el elemento a,, sea 1
1 4
F,&F, @ -1 2]0 0 1 L0 4]0 = =
q -1 4 4 0 1 0 F3.:>_%F3 1 1
2 0 6/1 0 0 > 0 1 2] 0 — =
) ) 1 1 4
* Hacemos que los demds elementos de la primera 0 0 @ "o 3 3

columna, a,, y a,., sean 0: ,
2 Y 3 ¢ Hacemos que los demds elementos de la ter-

F,oF,+F, 1 -1 210 o 1 cera columna, a,, y a,,, sean 0.
F,=F,-2F, © 3 6|0 1 1 Con ello, obtenemos finalmente la matriz (1 B),
— @ 2 201 0 -2 donde B=A- L
¢ Hacemos que el elemento a,, sea 1. 10 ©| 2 -1 -4
1 -1 2]0 0 1 F,= F,-4F, 1 7
FZ-:>%FZ 11 F,= F,- 2F, 0 1 @] 1 3 g
0 210 &5 &
—— @ 3 3 ——— 0 0 1 _% % %
5 0O 2 2|1 0 -2 X Y
5o 4>
3 | 2. Halla la matriz X que cumpla. Q
O | —
2 I <
< | 1 0 0 1 1 1 0 -1 -2
& | 0 2 0 X=3 12 3 o0 + 2 3 0
| 1 0 3 3 4 5 4 -1 -8
|



5. ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion lineal con nincégnitas, X, X,, ...,X , €8 una expresion algebraica de la formar
ax+ax,+--+ax =>b
donde:

a,a,..a son nUmeros reales conocidos llamados coeficientes.

* b es un ndmero real conocido llamado término independiente,

Si el férmino independiente es cero, decimos que la ecuacion es homogénea. Una solucion
de la ecuacion anterior es una n-upla de nimeros reales, (31' ST s.), Que sustituidos en las
correspondientes incognitas, hacen que se cumpla la igualdad, es decir:

ast+a,s,+--+as=>b
Asi, por ejemplo, la expresidn algebraica:
2x-3y =10

Y TAVBEN: |1

es una ecuacion lineal con dos incognitas, donde:

* xeysonlasincognitas. A un conjunto ordenado
o ) de n nUmeros lo llamamos
2y -3 son los coeficientes de x ey, respectivamente. n-upla.

* 10 es el férmino independiente.

En este caso, el par (2, -2) es solucion, ya que, si sustituimos x
por 2 ey por -2, cumplimos la igualdad:

2-2-3-(-2)=10

6. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Como sabemos, un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que deben veri-
ficarse simultdneamente. Si todas ellas son lineales, diremos que se trata de un sistema de
ecuaciones lineales.
En general, representaremos un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas del
modo siguiente:

@)a11 X,+a,x,++a x =b,

@ a, x,ta,x,+ +a, X = b2

®a,_ x+a x4+ +a _x =b_ —b, a,ER

Una solucion del sistema anterior es una n-upla de nimeros reales, (s, s,, -+ ,s, ), que verifica
simulfdneamente las m ecuaciones.



6.1 Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales

Segun sus soluciones, distinguimos las siguientes clases de sistemas.

Sistema inconsistente Sistema consistente

Si no existe ninguna n-upla so- | Si existe alguna n-upla solucién, el sistema se denomina consistente.

lucion, el sistema se denomina Determinado Indeterminado
inconsistente. o , , o , .,
Si existe sdlo una n-upla solucion, el | Si existe mds de una n-upla solucion,

Asi, por ejemplo, si resolvemos | sistema se denomina consistente | el sistema se denomina consistente

gréficamente el siguiente sistemna: | determinado. indeterminado.
Asi, por ejemplo, si resolvemos grd- | Asi, por ejemplo, si resolvemos grdfi-
Zx-2y=3 ficamente el siguiente sistemar: camente el siguiente sistema:
X+ 2y=4 Xx+3y=6 3x-y=1
3x+y=3 2x-y=5 -6x+2y=5
3x+y=11 6x -2y =2

54 -3 2

oo S m v wos <
'

vemos que no tiene solucién,

pues las fres rectas no tienen | vemos que tiene solucidn Unica, | vemos que tiene infinitas soluciones,

ningln punto comdn. pues las tres rectas tienen un Gnico | pues las tres rectas tienen todos los
punto comuan. puntos comunes.

.0 . . B Tobla 7.
6.2 Notacion matricial

Para simplificar la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, consideramos solamente
los coeficientes de las incognitas y los términos independientes. En efecto, al sistema de la
pdgina anterior podemos asociar dos matrices.

Matriz asociada al sistema Matriz ampliada asociada al sistema

* La formada por los coeficientes, que de- | ¢ La formada por los coeficientes y los

nominaremos matriz asociada al siste- términos independientes, que denomi-
ma y denotaremos por A: naremos matriz ampliada asociada al
sistema y denotaremos por A';
a;; A oAy
A= Ay 22 2n 11 a, A, b1
A= a21 azz aZn bz
am1 am2 amn .
aml am2 amn bm
M Tabla 8.



Ejemplo 6

7. METODO DE GAUSS

Fijate en el siguiente sistema

(E) 2x+y-z=3
(E,) y-2z=-1
(E,) 3z=6

v BN 1]

Llamamos sistemas equivao-
lentes a los que fienen las
mismas soluciones.

Cualquier ecuacién que consideres tiene menos incégnitas que la ecuacion inmediato-
mente antferior. A este tipo de sistemas lo llamamos sistemas escalonados. Estos sistemas se
resuelven de manera muy sencilla mediante sustitucion regresiva.

Utilizando notacién matricial, siempre podremos resolver un sistema de ecuaciones lineales
cualquiera si somos capaces de hallar una matriz escalonada equivalente mediante trans-
formaciones elementales. A esto lo conocemos como el método de Gauss.

e e e —

Resolvamos el sistema siguiente:

2x+y-z=5
X-y+2z=-3
3x-2y+z=-2

Hacemos que el coeficiente de la x en |a pri-
mera fila sea 1, con el fin de facilitar los cdl-
culos posteriores. Para ello, intercambiamos
las dos primeras filas:

2x+y-z=5 X-y+2z=-3
B E oF

X-y+2z=-3 L e 2X+y-z=5

3x-2y+z=-2 3x-2ytz=-2

Sumamos ahora a la segunda fila la primera
mulfiplicada por -2, y a la tercera, la primera
multiplicada por -3:

X-2y-z=-4 E,=E,- 2E, X-y+2z=-3
2x+y-z=5 ) E=E,-3E  3y-5z=11
3x-2y+z=-2 y-5z2=7

Seguidamente, hacemos que en la segun-
da fila el coeficiente de la y sea 1, con el
fin de facilitar los cdlculos posteriores. En
este caso, basta con intercambiar las dos
dltimas filas.

X-y+2z=5 X-y+2z=-3
B E oF

3y-5z=-3 2 y-5z2=7

y-5z=7 3y-5z=11

Para finalizar, sumamos a la tercera fila la
segunda mulfiplicada por -3:

-y+2z=-3 X-y+2z=-3
y-5z=7 yEa2E;" 3k, y-52=7
3y-5z=11 10z=-10

De este modo, hemos obtenido un sistfema
escalonado, cuyas soluciones podemos
calcular por sustitucion regresiva:

z=-1

y=7+5z2=7+5-(-1)=2
Xx=-34y-2z=-34+2-2-(-1)=1

>
3. Resuelve, utilizando el método de Gauss, los sistemas siguientes. | Q.
<
o}

a. Xx+3y+z=5

|
|
I
|
! X-2y-2=-4
|
i 4x+2y+2z=28

N

x+y+z=3
b. 2x-y+2z=0
2x+3z=3 :

M

ion

Prohibida su reproducc



8. INECUACIONES LINEALES

Si cambiamos el signo de igualdad (=) de una ecuacion lineal por alguno de los signos de
desigualdad (<, >, <y =), obtenemos una expresion algebraica denominada inecuacion
lineal.

8.1. Inecuaciones y sistemas de inecuaciones con una incégnita

Recordemos el concepto y la forma de resolver las inecuaciones lineales y los sistemas linea-
les de inecuaciones con una incégnita.

Inecuaciones lineales con una incégnita
Son aquellas en las que solamente aparece un polinomio de primer grado.

Llamamos inecuacion de primer grado o) lineal con una in-
cognita a cualquier inecuacion equivalente a ax + b < 0,
ax+b<0,ax+b>00ax+b=>0,dondeabeR=D0.

Para resolver este fipo de inecuaciones, procedemos como en el caso de las ecuaciones
lineales, teniendo en cuenta que, al multiplicar o dividir por un ndmero negativo, debemos
cambiar el sentido de la desigualdad para obtener una inecuacién equivalente.

Recordemos su representacion grafica:

Conjunto b b b b
solucién S =]' 7 ?[ ;S =]' oo ?] ;S =]' a2t [ iS= [ ?’+°°[
Representacion b b b b
grdfica & . S .
M Tabla 9.
~ Resolvamos la inecuacion: e Trasladamos términos y reducimos los
o 3(x-7) 5(x-1) semejantes:
Q — +x< —— 3x+ 2x-5x<-5+21
= 2 2 =
@)
2 ) . 0x<16
- e Eliminamos paréntesis:
e Para cualguier x que consideremos, el pri-
3x-21 5x-5 . _
> +x< > mer miembro valdrd siempre 0, por lo que

se cumplird la desigualdad 0 < 0.

¢ Eliminamos denominadores: ) )
Luego, todos los numeros reales serdn solu-

m.cm. (2,2) =2 cién de la inecuacion. Escribiremos:
3x-21+2x<5x-5 S=R= (4, -0)

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|




Sistemas lineales de inecuaciones con una incégnita
Dado un conjunto de inecuaciones lineales con una incognita:
3x-2<4x+1
4x+3=22(x+2)

Si imponemos que fodas ellas han de verificarse simultdneamente, se tiene un sistema de
inecuaciones.

Llamamos sistema lineal de inecuaciones con una incégnita a un conjunto de inecuaciones
lineales con una incoégnita que delbben cumplirse simultdneamente.

El conjunto solucion son valores de x que satisfacen a la vez todas las inecuaciones. Para
resolver este tipo de sistemas, procedemos como indicamos a continuacion:

Procedimiento Ejemplo
Resolvemos por separado 3x-2<4x+1
cada una de las inecuaciones. Ax+322(x+2)
Primera inecuacion Segunda inecuaciéon
3x-2<4x+1 A 4x+3=22(x+2)
3x-4x<1+2 A 4x+3=2x+4
Sx<3 A 4x-2x>4-3
x>-3 2x=>1
X = L
S,=(-3,+ ) T2
ol ]
2
Representamos sobre una 3
misma recta las soluciones de ; °
cada inecuacioén. o . ; .
S 3 2 1 011 2 3 4
2

Determinamos las soluciones | Las soluciones comunes son los valores de x tales que
comunes a todas las inecuo- | x > %:

ciones del sistema.

-

oo

Nl»—- o N|>—~

B Tabla 10.
8.2. Inecuaciones y sistemas de inecuaciones con dos incégnitas

Considera la desigualdad algebraica x - y < 6. Se frafa de una inecuacion lineal con dos
incognitas.

Llamamos inecuacion lineal con dos incognitas a cualquier inecuacion equivalente a ax + by <
c,ax+by<cax+by>coax+by=>c dondeab,ceR

~

Construimos la tabla asignando diversos valores a x e y. Fijate en que la inecuacion x - y < 6 solo
se verifica para deferminados pares de valores de x e y. Cada par de valores de x e y que satis-
face la inecuacion es una solucion de la inecuacion.



Representacioén grdfica de las soluciones

Las soluciones de una inecuacion lineal con dos incégnitas

X y X-y<6é pueden representarse graficamente en un sistema de coor-
1 9 1-9<6 denadas carfesianas asignando a cada par de valores, x e
3 4 3—4<6 y, de una solucién el puntfo (x, y) del plano de coordenadas.
4 -4 4-(-4)<6

Observa que, si sustifuimos en la inecuacion x - y < 6 el signo

M Tabla 11.

< por el signo =, obtenemos la ecuacién lineal x -y = 6, que
equivale a la ecuaciéon y = x - 6, cuyas soluciones se corres-
ponden con los puntos de una recta.

De acuerdo con la figura 1, vemos que esta recta divide el
plano en dos semiplanos, Ay B:

* Las coordenadas (%, y) de los puntos del semiplano A
cumplen:

y>Xx-6-x-y<6
* Las coordenadas (X, y) de los puntos de la recta cumplen:
y=X-6—->X-y=6

* Las coordenadas (x, y) de los puntos del semiplano B
cumplen:

y<xXx-6—-x-y>6

Asi, las soluciones de la inecuacion x - y < 6 son las coorde-
nadas (x,y) de los puntos del semiplano A.

-6
/ Vemos, pues, que la representacion grafica de las soluciones
de unainecuacion lineal con dos incognitas es un semiplano.

Si en la inecuacién aparecen los signos < o >, las coorde-
nadas de los puntos de la recta que determina el semiplano
solucién también son solucién de la inecuacion.

En la practica, para determinar el semiplano solucidn, bas-
ta con fomar un punto situado en uno de los semiplanos y
comprobar si sus coordenadas verifican la inecuacion:

* Sila verifican, las coordenadas de los puntos del semipla-
no escogido serdn soluciones de la inecuacion.

e Caso confrario, las soluciones de la inecuacidon serdn las
coordenadas de los puntos del otro semiplano.



Ejemplo 8

Ejemplo 9

Resolvamos graficamente la inecuacion:
3x-y<2

* Representamos la recta 3x -y = 2, que equi-

valeay =3x-2.

Consideramos un punto de uno de los se-
miplanos en que queda dividido el plano y

Sombreamos el semiplano solucién y mar-
camos con un trazo discontinuo la rectay =
3x — 2.

Con ello, indicamos que las coordenadas
de los puntos de dicha recta no son solu-
cién de la inecuacién, ya gue se trata de
una desigualdad estricta ().

Y“ ]
sustituimos sus coordenadas en la inecua- i: y y=3x-2
] y=3x-
cion. Tomamos, por ejemplo, el punto (0, 0): 2 11/
1
1+
3:0-0<2-0<2 - ——+—+—+—+—
54321071 23 4 5 6X
Las coordenadas del punto (0, 0) son so- 2
. ) . . -3
lucion de la inecuacion, y también lo son ';;"
las coordenadas de todos los puntos del Lol
1 -7t

semiplano que lo contiene.

Resolvamos graficamente la inecuacion:
x+y=0

Representamos la recta x + y = 0, que equi-
vale ay = —x.

Consideramos un punto de uno de los semi-

Sombreamos el semiplano solucién y mar-
Camos con un frazo continuo la rectay = -x.

Con ello, indicamos que los puntos de di-
cha recta son solucién de la inecuacion, ya
que se trata de una desigualdad no estricta

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L (). !
planos en que queda dividido el plano vy sus- X |
o \ L. Y I
tituimos sus coordenadas en la inecuacion. pua |
Tomamos, por ejemplo, el punto (0, -1): 34 }
|

2 +
0+(-1)=0--1>0 (Falso) 1
—+ |
|
Las coordenadas del punto (0, -1) no son — — e
. . . 5 -4 -3 210 2 3 45 6 X |
solucion de la inecuacion, y tampoco lo -1+ |
. y=-X o1 |
son las de todos los puntos del semiplano 2 |
, -3 i
que lo contiene. i |
Por tanto, las soluciones serdn las coorde- 54 |
|
nadas de los puntos del otro semiplano. !

8.3. Sistemas lineales de inecuaciones con dos incégnitas
Considera el siguiente conjunto de inecuaciones lineales con dos incégnitas:
x+y<10
X-y=>6

Si imponemos que todas ellas han de verificarse simultdneamente, tfenemos un sistema li-
neal de inecuaciones.

Llamamos sistema lineal de inecuaciones con dos incognitas a un conjunfo de inecuacio-
nes lineales con dos incdgnitas que deben verificarse simultdneamente.,



Representacion grdafica de las soluciones

Hemos visto que las soluciones de una inecuaciéon lineal
con dos incognitas son las coordenadas de los punfos de
un semiplano.

Considera de nuevo el sistema anterior, formado por dos
inecuaciones lineales con dos incognitas. Representamos
en la figura los semiplanos solucidon de ambas inecuaciones.

Las soluciones del sistema son las coordenadas de los pun-
tos que pertenecen a la vez a los dos semiplanos solucién
(regién doblemente sombreada).

Asi, por ejemplo, el punto (6, -6) es comUn a ambos semiplo-
W Fig. 2. nos. Por tanfo, x = 6 e y = -6 es solucidon de ambas inecuo-
ciones y, en consecuencia, del sistema.

7
ur =)l Resolvamos el siguiente sistema: |
) - 2x-y>3 !
= |
4x =2y - 20 4 lo) I
/7 a 4x <2y -20 I
7 6 |
/I i GE, + Representamos en un mismo grdfico las soluciones de ambas |
I,’ 2 2x-y=3 Hmy inecuaciones. Para ello, representamos las rectas 2x —y = 3y i
/I h . 4x =2y — 20. |
987-6:5-4-3-210 {2 3456780910 * Las coordenadas del punfo (0, 0) no son solucién de 2x-y > 3. |
’ 2 I
’ 3 L2 I
/l - * Las coordenadas del punto (0, 0) no son solucion de 4x < 2y - 20. 1
|
/I |
4 ' . 2z ’ . |
/! *  Como no existe ninguna region comun a ambos semiplanos, el }
M Fig. 3. sistema no tiene solucion. !
7/

4. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL

Ano Acontecimiento

Joseph Fourier anticipa la programacion lineal. Carl Friedrich Gauss resuelve ecua-

1826 . . o g . "
ciones lineales por eliminacion "gaussiana”,
1902 | Gyula Farkas concibe un método para resolver sistemas de inecuaciones.

George Dantzig publica el algoritmo simplex y
1947 John von Neumann desarrolla la teoria de la dualidad.
Se sabe que Leonid Kantordvich también formuld la teoria en forma independiente.

Narendra Karmarkar infroduce el método del punto interior para resolver
1984 problemas de programacion lineall.

M Tabla 12. Fuente: https://goo.gl/IZhF87

En las actividades econdmicas, analizamos con frecuencia variables que estdn determi-
nadas por inecuaciones, con el objetivo de hallar para qué valores de esas variables una
determinada funcién (beneficios, costos...) alcanza su valor extremo (mdaximo o minimo).



Lee con atencién los enunciados de los siguientes problemas y observa su planteamiento
matemdtico.

Estos dos problemas tfienen en comun lo siguiente:

Problema A

\

Una ONG que se autofinancia posee una empre-
sa de bebidas refrescantes. De entre los refrescos
que fabrica, los que mds se venden son Mand y
Vital. Un litro del primero confiene 30 cl de extracto
de cola, 10 cl de dacido citrico y el resto es agua
carbonatada; un litro del segundo contiene 10 cl
de extracto de cola, 20 cl de dcido citrico y el res-
fo es, también, agua carbonatada. Se sabe que
la empresa dispone en sus cubas de 3 600 | de
extracto de cola y de 3 200 | de dcido citrico. La
venta de 1 | de Mand produce un beneficio de
0,2, mientras que el beneficio por la venta de 1 |
de Vital es de 0,1.

¢ Cudntos litros de cada refresco debe preparar la
empresa para que el beneficio sea méaximo?

problema A

* Debemos optimizar (maximizar o minimizar) una funcién lineal de dos variables.

Problema B

El tratamiento de cierta enfermedad requiere
la administracién de dos complejos vitaminicos,
Ay B. Cada semana es preciso consumir, Como
minimo, 450 mg de Ay 200 mg de B. Estos com-
plejos se presentan en dos preparados diferentes:
el primero, denominado Amium, con comprimi-
dos que cuestan 25 centavos de ddlar cada uno
y que contienen 15 mg de Ay 25 mg de B; y el
segundo, Bolium, cuyos comprimidos cuestan 30
centavos de ddélar cada uno y que contienen 28
mg de Ay 10 mg de B. Averigua qué ndmero de
comprimidos de cada preparado debe tomar
cada individuo para que el coste del tratfamiento
sea minimo.

~

Problema B

z=0,2x+ 0,1y | z = 25x + 30y

M Tabla 13.

Esta funcion recibe el nombre de funcion objetivo.

* Las variables deben cumplir una serie de inecuaciones lineales.

Problema A
0,30x + 0,10y < 3600
0,10x + 0,20y < 3200
x =0
y =0

Problema B
15x + 28y > 450
25x+ 10y = 200

x =0
y =0

M Tabla 14.

Estas inecuaciones recibben el nombre de restricciones.

Resolver un problema de programacion lineal consiste en optimizar una funcién lineal, de-
nominada funcién objetivo, sujeta a una serie de restricciones expresadas mediante inecuao-

ciones lineales.

Los métodos para resolver un problema de programacion lineal pueden ser extremadamen-
te complejos. Solo en el caso de dos variables (programacion lineal bidimensional) pueden

determinarse con relativa facilidad, como verds en las pdginas siguientes.



9.1. Métodos de resolucién

Los problemas de programacién lineal, en el caso de dos variables, pueden resolverse por
métodos algebraicos o graficos.

Método algebraico

Puesto que la solucion del problema, si existe, debe ser solucion del sistema de inecuaciones
formado por las restricciones, resolvemos en primer lugar dicho sistfema.

A la regidon del plano obtenida la denominamos region factible. Esta puede ser acotada o no,
como vemos en los ejemplos.

Podemos demostrar que la solucidn del problema se encuentra siempre en la frontera de la
regién factible. Para encontrar dicha solucion, debemos hallar los vértices de esta region y
calcular el valor de la funcidn objetivo en cada uno de ellos.

El vértice en que toma el valor extremo es la solucidn del problema. Si la funcidon es maxima
(o minima) en dos vértices, la solucidn éptima se sitla en cualquiera de los puntos del seg-
mento que 1os une.

Asi pues, podemos decir que los pasos a seguir para hallar analiticamente la solucién de
un problema en dos variables son:;

* Resolver el sistema de inecuaciones formado por las restricciones para hallar la regiéon
factible.

* Obtener los vértices de la region factible.

* Calcular el valor de la funcién objetivo en cada uno de los vértices para determinar en
cudl de ellos toma el valor méximo o minimo.

Método grdfico

La solucién de un problema de programacion lineal bidimensional tfambién puede hallar-
se grdaficamente, como describiremos a contfinuacion, mediante el método de las rectas
de nivel.

Sea z = ax + by la funcién objetivo asociada con un problema de programacién lineal. Llo-
mamos recta de nivel a cualquier recta de ecuacion:

ax+by=k;KeR

Cada una de estas rectas corresponde a los puntos del plano en los que la funcidn objetivo
tfoma el mismo valor, k. Al variar k, se obtiene una familia de rectas paralelas.



Si consideramos las rectas de esta familia que cortan a la region factible, fenemos:

* El valor extremo de k se alcanzard cuando la recta pase por uno de los vértices de la
region factible o en todos los puntos de un lado si la recta es paralela a ese lado.

* Laordenada en el origen de estas rectas es y = k/b, de donde se obtiene que el valor de
k es proporcional a dicha ordenada.
* Sib > 0, larecta cuya ordenada en el origen sea mayor nos dard el vértice que maxi-
miza la funcidén objetivo y aquella cuya ¥, $€a menor Nos dard el vértice que minimiza
la funcidn objetivo.

* Sib <0, la recta cuya ordenada en el origen sea menor nos dard el vértice que maxi-
miza la funcién objetivo y aquella cuya y, sea mayor nos dard el vértice que minimiza
la funcién objetivo.

Entonces podemos decir que:

Los pasos que debemos seguir para hallar graficamente la solucion de un problema de
programacion lineal en dos variables son:

* Resolver el sistema de inecuaciones formado por las restricciones y representar la regién
factible.

* Representar la recta de ecuacién ax + by = 0, siendo la funcién objetivo z = ax + by.

* Trazar rectas paralelas a esta recta que pasen por cada uno de los vértices de la region
factible. Aquellas rectas cuyas ordenadas en el origen alcancen los valores extremos Nos
dardn la solucién del problema.

Método algebraico

e

Debemos maximizar la funcién z = 0,2x + 0,1y sujeta a las restricciones siguientes:
0,30x + 0,10y <3 600;0,10x+ 0,20y <3200;x=0;y=>0

* Resolvemos el sistema de inecuaciones.

Para ello, representamos las rectas 0,30x + 0,10y = 3600 y 0,10x + 0,20y = 3200.

e Las coordenadas del punto (0, 0) son solucién de la inecuacion 0,30x + 0,10y < 3 600.

Luego, de los dos semiplanos determinados por la recta 0,30x + 0,10y = 3 600, sombreamos
el que contiene el punto (0, 0).

* Puesto que ha de ser fambién x = 0 e y = 0, coloreamos la zona correspondiente al primer
cuadrante.,

* Obtenemos las coordenadas de los vértices de la regidn factible. Para ello, debemos deter-
minar los puntos de corte de las rectas que contienen los lados del poligono. Esto se reduce a
resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

x=0} 0,10x + 0,20 y = 3200

y=0 x=0

0,30x + 0,10 y = 3600 0,30x + 0,10 y = 3600

0,10x + 0,20 y = 3200 y=0 } /




Y TAVBEN: |1

La optimizacién de resulta-
dos a partir de unas restric-
ciones es fundamental en
dreas como la economia, la
ingenieria, efc. Si accedes a
la pagina www.investigacio-
noperativa.com, encontrards
informacidn sobre los distin-
tos métodos de optimizacion,

|
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|
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1 La regidn factible es, pues,
|
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|
|
|
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|
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asi como un simulador para I
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el poligono convexo de la
figura.

optimizar funciones sencillas Las soluciones de estos sistemas determinan los siguientes puntos:

A =(0,0),B = (0,16 000),
C = (8000, 12000), D = (12 000, 0)

e Calculamos el valor de la funcidn objetivo en cada uno de estos
puntos:
A=(0,0z=02-04+01-0=0

B=(0,16000)=z=0,2-0+0,1-16000 = 1600
C=(8000,12000)=>z=0,2-8000+ 0,1-12000 = 2800
D =(12000,0)=z=0,2-12 000 + 0,1 - 0 = 2400

Vemos que la funcidn objetivo toma su valor mdximo en el pun-
fo C= (8000, 12 000). Luego, para que el beneficio de la em-
presa sea mdaximo, deberd vender 8 000 | de Mand y 12 000 |
\ de Vital. h

.

Debemos maximizar la funcién z = 0,2x + 0,1 y sujeta a las restricciones siguientes:
0,30x + 0,10y <3 600;0,10x+ 0,20y <3200;x=>0;y=0

* En el apartado anterior ya obtuvimos la
region factible (fig. 1).

* Representamos ahora la recta:
0,2x+0,1y=0

y tfrazamos una paralela a esta recta
por cada uno de los vértices.

Como el coeficiente de la y es positi-
vo, la recta cuya ordenada en el ori-
gen tenga el valor mds alto nos dard el
mMAaximo.

ion
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El mdximo se alcanza, pues, en el punto (8000, 12 000). Asi, el beneficio de la empresa serd
mdximo si vende 8000 | de Mand y 12 000 | de Vital.




9.2. Tipos de soluciones

Los problemas de programacién lineal que hemos resuelfo h

asta ahora tenian solucién Uni-

ca. Sin embargo, de la resolucion grafica se deduce facilmente que el problema puede no

tener solucién, o bien, fener solucién pero no ser Unica.

La siguiente tabla muestra los diferentes casos que pueden presentarse.

Solucién unica

El méximo se alcanza en el punto Dy El minimo se alcanza en el punto B.

el minimo en el punto B.

Infinitas soluciones

—a

y= b
a>0,b

‘ _-a
Y=

a>0,b>0

F Tee-l

El mdximo coincide con cualquier punto del segmento CD.

Sin solucién

A
z =ax + by

>< a>0b>0 |B

A
|

¢ ><D

La regién factible no estd acotada
superiormente y, por tanto, la funcién
objetivo no puede maximizarse.

Como no existe regién factible, no
fiene solucién.

4, Resuelve los problemas de la pdgina 99 mediante los
métodos algebraico y grdfico.
5. Determina el fipo de solucién del siguiente problema

de programacion lineal.,

Minimizar la funcién objetivo z = x + 2y sujeta a las si-
guientes restricciones:

x=20y=>20x+y<3;x-y<6

_a
=%

a>0,b>0

El mé&ximo se alcanza en el punto B.

x__A

>0

El minimo coincide con cualquier punto del segmento AB.

C
A
z =ax + by
a>0,b>0

\

La regién factible no estd acotada
inferiormente y, por tanto, la funcién
objetivo no puede minimizarse.

B Tabla 15



10. APLICACIONES DE LA PROGRAMACION LINEAL

Como habrds podido apreciar, la programacion lineal tiene importantes aplicaciones en
economiaq, pues da respuesta a los problemas de minimizar costos y maximizar beneficios.
A continuacién, te presentamos dos tipos de situaciones cldsicas cuya formulacidén nos lleva
también a un problema de programacion lineal.

10.1. Problema del transporte
La formulacién general de un problema de este tipo es la siguiente:

Un cierto producto se elabora en m centros de produccion en canfidades a,,a,, ... ,a_, y debe
enviarse a n destinos, donde se recibird en cantidades b, b,, ..., b . Conocidos los costos de
envio desde cada origen a cada destino, se trata de determinar las cantidades que deben
enviarse desde cada origen a cada destino de modo que se satisfagan las necesidades de
envio y se minimice el costo total del fransporte.

Dos factorias de refrescos, A y B, producen, respectivamente, 6 000
y 4 500 cajas diarias. Los puntos de distribucidon de dichos refrescos
son fres grandes superficies, S, S, y S,, cuya demanda es de 2250,
4500y 3750 cajas, respectivamente. El coste de tfransporte por caja
(en ddlares), desde cada una de las factorias a los centros de venta,
aparece en la tabla 1.

Averigua cudntas cajas deben enviarse desde cada factoria a
cada superficie para que el tfransporte sea lo mds econdmico po-
sible.

Sean x e y las cajas que salen de la factoria A a los centros S,vS,
respectivamente. Construimos la siguiente tabla de distribucion:

2
o
o
£
o
2

S, S, S,
N A X y 6000 - (x+y)=6000—x—y
Minimof (0,4500) B  2250-x | 4500-y 3750—-[6000—(x+y)]=x+y—

5000 2250
/ M Tabla 17.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Ninguna de estas cantidades puede ser negativa. Luego, se tiene }
el siguiente conjunto de restricciones: }
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I

; X>0;y>0;6000—x—y>0;2250—-x>0;4500—y > 0
|l 1234567 X X+y—225020

1 6000 La funcidn objetivo es, en este caso, el coste del transporte, y la ob-
fendremos sumando los productos del nimero de cajas transpor-
M Fig. 4 tadas en cada recorrido por sus respectivos precios de tfransporte
(tabla 1):
z=2x+15y+3(6000—x—y)+(2250—-x)+2(4500—-y)+
S, S, S, +25x+y—2250)=0,5x—y+ 23625
A 0 4500 1500
B 2250 0 2250 El problema se reduce a minimizar la funcién objetivo
z = 0,5x — y + 23625, sujeta a las restricciones dadas por las
B Tabla 16. inecuaciones anteriores.

Utilizando el método grdfico (fig. 3), puedes ver que la funcién z
alcanza el minimo en el punto (0, 4500), por lo que la solucidn es

x =0 e y=4500. La canfidad de cajas que deben salir de cada
factoria es la indicada en la tabla 4. A




Ejemplo 14

10.2. Problema de la dieta
La formulacién general de un problema de este tipo es la siguiente:

Para que una dieta resulte equilibrada, cada individuo debe ingerir m elementos nutritivos
bdsicos en cantidades minimas b, b, ..., b_. Estos elementos nutritivos se encuentran en n
alimentos diferentes. Conocidas las cantidades de cada elemento nutritivo contenidas en
una unidad de cada alimento y el costo de una unidad de cada alimento, se tfrata de de-
tferminar la dieta mds econdmica que satfisfaga las necesidades nutritivas minimas.

Para suplir la falta de minerales de una dieta hipocaldrica, una persona debe ingerir fres clases diferentes
de minerales: calcio (Ca), magnesio (Mg@) y yodo (I). Cada dia debe tomar al menos 437 mg de calcio,
270 mg de magnesio y 199 mg de yodo. Los mencionados minerales se encuentran en dos preparados
farmacoldgicos diferentes: el Nervo, que cuesta $ 5y cuya composiciéon es de 16 mg de calcio, 32 mg
de magnesio y 32 mg de yodo; y el Mieli, que cuesta $ 6 y cuya composicion es de 27 mg de calcio, 54
mg de magnesio y 9 mg de yodo. Determinemos el nimero de preparados de cada tipo que permitird
un tratamiento mds econdmico.
Sean x e y el nUmero de preparados de Nervo y de Mieli, respectivamente. Construimos la siguiente tabla
de distribucién:

Ca (mg) Mg (mg) 1 (mg) Coste
X preparados Nervo 16x 32x 32x 5x
y preparados Mieli 27y 54y 9y 6y
Ingesta minima 437 270 199 B Tabla 18.

Con los datos de esta tabla, y teniendo en cuenta que el nimero de preparados no puede ser negativo,
escribimos el siguiente conjunto de restricciones:

x=>20;y=>0;16x+ 27y >437;32x+ 54y > 270; 32x + 9y > 199

La funcién objetivo, en este caso el coste de los preparados, se obtiene sumando los costes de ambos
tipos de preparados. Asi:
z = 5x + 6y

El problema se reduce a mi-
nimizar la funcién objetivo

z = 5x + 6y, sujeta a las restric-
ciones dadas por las inecua-
ciones anteriores.

(0,22,1)
-32
Y=—"49—

Utilizando el método grdfico, N
puedes ver que la funcién z
alcanza el minimo en el punto
(2, 15), por lo que la solucién
es x =2 e y = 15. Para minimi-
zar costes, deben ingerirse 2
preparados de Nervo y 15 de
Mieli cada dia.

Observamos que no hubiese
sido posible maximizar la funcién,
puesto que la regién factible no

437
27

(27,31,0)

estd acotada superiormente. y 5



10.3. Otras aplicaciones

Aunqgue a lo largo de esta unidad Unicamente hemos resuelto problemas de programacion
lineal bidimensional, este tipo de andilisis se utiliza en casos donde infervienen cientos e in-
cluso miles de variables.

En general, la programacion lineal se sitia en el marco de la investigacion operativa, un
conjunto de técnicas racionales de andlisis y de resolucion de problemas, que tiene por ob-
jeto ayudar a los responsables en las decisiones sobre asuntos en los que interviene un gran
ndmero de variables.

El nombre de programacion lineal no procede, como puede parecer, de la creacion de
programas para ordenadores, sino de un término militar, programar, que significa «realizar
planes o propuestas de tiempo para el entrenamiento, la logistica o el despliegue de las
unidades de combate».

Aunqgue parece ser gue la programacion lineal fue utilizada por G. Monge en 1776, se consi-
dera a L. V. Kantorévich uno de sus creadores. La presentd en su libro Métodos matematicos
para la organizacién y la produccion (1939) y la desarrolld en su trabajo Sobre la transfe-
rencia de masas (1942). Kantordvich recibid el premio Nobel de economia en 1975 por sus
aportaciones al problema de la asignacion éptima de recursos humanos.

La investigacion de operaciones en general y la programacion lineal en particular recibie-
ron un gran impulso gracias a los ordenadores. Uno de los hitos fue la aparicién del método
simplex de programacién lineal. Este método, desarrollado por G. B. Dantzig en 1947, consiste
en la aplicacién de un algoritmo para optimizar el valor de la funcidn objetivo teniendo en
cuenta las restricciones planteadas.

El método simplex requiere el uso de ordenadores. Parte de uno de los vértices de la regiéon
factible, por ejemplo el vértice A, y aplica la siguiente propiedad: si la funcidn objetivo no
tfoma su valor maximo en el vértice A, entonces existe una arista que parte del vértice Ay a
lo largo de la cual la funcidn objetivo aumenta.

El procedimiento es iterativo, pues mejora los resultados de la funcién objetivo en cada etfo-
pa hasta alcanzar la solucidon buscada. Esta se encuentra en un vértice del que no parta
ninguna arista a lo largo de la cual, la funcién objetivo aumente.

|

de mantenimiento salen de Brujas y los de
choqgue, de Munich, siendo el coste de en-
vio desde Brujasa A, By Cde $2,$13y$6,
respectivamente. Y desde Munich, de $ 12,
$4y$4.

Si las tres poblaciones necesitan, respecti-
vamente, 6000, 7000 y 10 000 lotes, deter-
mina coémo debe organizarse el tfransporte
para que su gasto sea minimo.

>
6. Una ONG europea dedicada a la asisten- 7. Para crecer de manera éptima, un cordero 2..
cia sanitaria recibe de la UE, cada mes, adulto debe ingerir diariamente 20g de com- | .
8000 lotes sanitarios de mantenimiento y ponente C,, 30g de C,, 300g de C,y 20g de C,. 8‘
15 000 de choque. En esta ocasién, los lo- Un criador dispone de dos tipos de alimento, %
tes deben llegar a tres localidades diferen- Ay B, para corderos, que le cuestan, respecti- &
tes del Africa ecuatorial, A, By C. Los lotes vamente, 90 $/ty 60 $/t. :

Entre otros componentes, 1kg de alimento del
tipo A contfiene 10g de C, 10g de C,, 200g de
C,y 20g de C,, mientras que 1kg de fipo B con-
tiene 10g de C,, 30g de C,y 75g de C,.

Determina cémo debe mezclar el criador los
alimentos Ay B para gue se cumplan las necesi-
dades de los corderos con el minimo de gastos.
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1.

Problemas resueltos ©

Una empresa quimica europea dispone de 21 millones de ddlares para invertir en un proyecto de I + D. La
distribucién de la inversién se llevard a cabo en el campo de la farmacologia y en el de la microbiologia.En
el primero, donde obtendrd un 10% de beneficio anual, invertird a lo sumo 13 millones de ddlares, mientras
gue en el segundo, donde los beneficios ascenderdn en el mismo periodo de tiempo al 8%, serd, por lo

menos, de 6 millones.

Debido a presiones politicas, la inversion en microbiologia no deberd ser superior a la mitad de la farmaco-
I6gica. Determina cémo deberd invertir la empresa para obtener el mdximo beneficio anuall. M

Sea x la inversién en farmacologia e y la inversion
en microbiologia (en millones de ddlares). El bene-
ficio anual serd:

z=0,1x+ 0,08y

Escribimos las restricciones:

e Lainversion tiene que ser, a lo sumo, de 21 millo-
nes de ddlares;

x+y<21

e La inversién en farmacologia tiene que ser, a lo
sumo, de 13 millones de ddlares:

x<13

e La inversidon en microbiologia tiene que ser,
como minimo, de 6 millones de ddlares:

y=6

e La inversién en microbiologia no deberd ser su-
perior a la mitad de la farmacolégica:

y< )2( =2y <X

* Las cantidades invertidas en cada uno de los

campos No pueden ser negativas:

x=>0;y=0

Asi, se frata de maximizar la funcién z = 0,1x + 0,08y
sujeta al conjunto de restricciones siguiente:

Resolvemos el problema por el método grdfico:

* Representamos la regién factible y las rectas de
nivel.

De todas las rectas de nivel que tocan la regidon
factible, la que nos da el maximo beneficio es la
que pasa por el vértice B.

Calculamos las coordenadas de B:

2y=i |
¢ = B={13,6.5
X = 13| { J
Luego, el beneficio mdaximo se obtiene invirtiendo
13 millones de ddlares en farmacologia y 6,5 mi-
llones de ddlares en microbiologia.



y problemas

D Matrices

1. Escribe una matriz cuadrada de orden 4 con las
caracteristicas que, en cada caso, se indican a
continuacion.

a. Triangular superior

b. Triangular inferior
c. Diagonal
d. Identidad

2. Considera las siguientes matrices.

0 2 3 2 30 1 -2
A=|12 1 5 4) B=|5 2 0

4 -1 1 0 -3 4 2

S =

Calcula:;
a A+B

b. A-B
c.B-A
d. 5A
e. 4B
f. (-3)A

3. En los anos 2013 y 2014, una ONG envié ayuda
humanitaria, consistente en medicamentos (M),
prendas de vestir (P) y alimentos (AL), a cuatro
paises africanos A, B, C, D.

La matriz siguiente recoge las toneladas anuales
de cada tipo de ayuda a cada pais

A B C D
10 30 15 12\ M
X= (215 512 317 300 | P
745 862 613 923/ AL

Por otra parte, el valor, en $, de una fonelada de
cada tipo de ayuda erq, en los anos 2013 y 2014:

M P AL
X = 36000 180 85\ 2013
37500 186 88 ) 2014

Calcula el valor total de los envios a cada pais
en cada ano.

4, Considera las siguientes matrices:

3 4 5 0 9 8
A‘(7 6> B‘<z 3> C‘(z 1>
Calcula:

a. A-'B b.B-C ¢ A-B-C d 2B+(A-0)

5. Caleulalainversa de cada una de estas matrices:

(1 0 0)
A={0 1 0
0 0 1 C=

3 2 1
B=1-1 2 -3

3 4 9

coco R
cor o
N =)
N =)

6. Considera las matrices siguientes:

(3 2) s ) (1)

Calcula X para que se cumpla A2-X—B=C

7. Considera las matrices siguientes:

(30 = (3

Calcula X para que se cumpla A2 - X+ B =0

8. Considera las matrices siguientes:

TGRS FIY

Calcula X para que se cumpla A-X-B=4C
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9. Calcula la matriz (At- A)? siendo A la matriz
siguiente.

Y
@A=L 4

2 1 -2
b.A= |1 1 -2
-1 0 1

10. Considera las matrices siguientes.
; -1 0
1 & 3 1 =1
M=|, N= =
G113 [ : E) 2 7o)
=1 =1
Averigua si se cumple que:

T+ (M- N)'=(T+M-N)!

Sistemas de ecuaciones
lineales

11. Dado el sistema de ecuaciones
) 3x-y+2z=1
(2) x+y+z=3
(3) 2x-2y-3z=-2

Averigua cudl o cudles de las fernas siguientes
son solucién:

a (4,0,3)
b. (1,-1,2)

c. (1,2,0)
12. Clasifica segun sus soluciones, utilizando el

método de Gauss, los sistemas siguientes.
Resuelve los casos de compatibilidad

(2)x+y-z=

3)

(1) 3x+2y+7z=1

d (2) x-5y+2z=8
(3) -2x+ 10y -4z =-1
(1) x+y =5

e.

Xx+y+2z=2

4) x+z =7

13. Un campesino cultiva manzanas de tres tipos,
A, B y C. De promedio, cada drbol del tipo A
produce 50 kg de manzanas por cosecha;
cada drbol del tipo B, 30 kg; y cada drbol del
tipo C, 40 kg. Sabemos que actualmente ob-
tiene 230 t de manzanas por cosecha y nos
proporciona la siguiente informacioén:

e Si arrancara todos los manzanos del tipo By
los sustituyera por manzanos del tipo A, cose-
charia 250 t

e Si arrancara todos los manzanos del fipo C, y
los sustituyera por manzanos del tipo B, cose-
charia 200t

¢ Cudntos manzanos de cada clase tiene plan-
tados actualmente?

14. Resuelve los siguientes sistemas:

1

{

(x+3y-2z=4

2)3x+2y+z=7

) 3x-y+5z=2

{

al (2)-7y+z=7 b.

(3)4x + 4y +2z2=0

15. Resuelve el siguiente sistema utilizando la no-
tacién matricial del método de Gauss:

1) -x-2y+z=-1

(2)2x+3y-z=1

(3) 3x+3y+9z=6



1) x>1
2) 2(x-3)+ <5y

16. Averigua el precio del gel de bano, de la cre-
ma de manos y del suavizante en el centro co-
mercial donde compraron las siguientes cua-
tro personas:

e La primera pagd $ 7,65 por tres geles de
bano, dos cremas de manos y un suavizante. 20. Maximiza la funcién f(x,y) = 2x+3y, dadas las
siguientes restricciones.

(3) 2x<y

e La segunda pagd $ 7,65 al comprar cuatro
geles de bano y fres cremas de manos y de- 3x+ 6y <24
volver un suavizante,

2x+y<10
e A la tercera, que comprd un gel de bafo y 0<x
devolvié una crema de manos y un suavizan- -
te, le devolvieron 95 centavos 0<y
e La cuarta pagd $ 2,05 por comprar dos cre-
mas de Manos y un suavizante, y devolver un 21. Minimiza la funcién f(x,y) = x +y + 74 tenien-
gel de baro. do en cuenta las restricciones siguientes.
(10-x) + (10 -y) <15
17. Una editorial puso a la venta tres libros de as- x+y<13
fronomia A, By C. El libro A se vendié a $ 28, el
0<x<10

Ba$30yelCa$ 25 Calcula cudntos ejem-
plares se vendieron de cada uno de los tres 0<y<18
libros, sabiendo que:

¢ La editorial ingresé en total $ 4 280 000 22.Una empresa fabrica dos clases de tornillos, A
« Ellibro A se vendid fres veces mds que el B. y B. En la produccién diaria, el niumero total de

. - . fornillos de ambas clases no supera las 3000
* FEllibro Cse vendio como el Ay el B junfos. unidades. Ademds, los tornillos de la clase B

siempre alcanzan las 1000 unidades, pero su
numero es inferior al nimero de tornillos de la

DSistemas de inecuaciones clase A mas 1000 unidades.

lineales Si Ios)‘rornillos de la clase A valen 5 centavos
de ddlar cada uno y los de la clase B valen 4
centavos de délar la unidad, calcula el costo
o mdaximo y el costo minimo de la produccién
(1)3x-2y<5 diaria, y di cudntos tornillos de cada clase de-

~ ben fabricarse para alcanzar este mdximo vy

©)) >-1 i
2)x+ty= este minimo.

18. Considera el siguiente sistema de inecuaciones.

Di si los siguientes puntos son solucién del sistema:

a. (0,0 c (3,0 23.Una tienda especializada en arficulos depor-

b. (-2,-1) d. (2,-2) fivos solicita dos tipos de prendas ligeras, Ge-
kko y Hayate. ElI fabricante dispone para su

confeccién de 1,5 km de tejido natural y 1 km

19. Representa las soluciones de los siguientes siste- de tejido sintético. Ambos articulos se confec-
mMas de inecuaciones. cionan con 4 m de fejido, pero cada Gekko
precisa un 50% de tejido natural, mientras que

a. 1)2x<3y-5 cada Hayate utiliza un 75% de tejido naturall.

(2)3(x-2)<y Si el precio de venta del Gekko es de $ 100y el

del Hayate es de $ 80, ;qué nimero de pren-

M XY 3y das de cada tipo debe suministrar el fabrican-

b. , 2 te a la fienda para conseguir que el importe
(2)5(xx-1-2(y-3)<1 de la venta sea mdximo?




4 . .
K% Para finalizar

0 Considera las siguientes matrices.

5 4 -3 7 2

A=|-1 0 -2 8 c— 0

-7 -1 -3 4 7

5 4 -3 7 !
B— -1 0 -2 8 D=(3,-25)

-7 -1 -3 4 I

5 7 1 2
Realiza, de ser posible, las siguientes ope-
raciones.

AB, BA, ABC, AC, CD, DA, BC + D, BAD
De no ser posible, explica por qué.

() Un comerciante ha vendido 600 panto-
lones, por los que ha obtenido a cambio
$ 37 440. La venta se ha realizado de la si-
guiente forma:

* Vendié algunos de los pantalones a $ 72
la unidad

* En las rebajas, vendié algunos de ellos
con un 20% de descuento

* El resto lo vendid en liquidaciéon, con un
descuento del 40% sobre el precio iniciall.

Sabiendo que en la tfemporada de rebao-
jas vendid la mitad que en los otros dos pe-
riodos juntos, calcula cudntos pantalones
vendié durante la liquidacion.

AUTOEVALUACION

Q Una empresa del sector de la alimentacion
produce ftres tipos de bombones A, By C,
que vende 0 $0,3,$0,4y $ 0,5 por unidad,
respectivamente. Si la empresa quiere lan-
zar al mercado una nueva caja de bom-
bones variados que confenga diez unida-
des y cueste $ 4,5, ;cudntos bombones de
cada clase debe colocar en la caja?

Una sociedad limitada decide invertir un
millén de ddlares en bolsa. Compra accio-
nes de la compania Aurea, que rinden un
7% anual, y de la compania Argentia, que
rinden un 4% anual.

Los criterios de inversién de la compania
impiden invertir mds de $ 600 000 en Aurea
y menos de $ 40 000 en Argentia. Ademds,
los socios deciden que la inversién en Au-
req, aungue el interés sea mayor, no debe
ser superior al doble de la inversidon en Ar-
gentia.

Determina como debe repartir la sociedad
el millén de ddlares para obtener el mdxi-
mo beneficio.

Q Clasifica y resuelve, si es posible, los siguien-
tes sistemas:

{{:ﬁ 4x - 6y = -28

(1)-2x-4y =2
e}
2)x+y+z=1

(2)-8x-16y =1

(D2x-5y+12z=9
@4x-y-22=-2

(D2x+3y-z=15

(3)x-y =0 (3)2x + 4y + 10z =-11

Reflexiona y autoevaluate en tu cuaderno:

* Trabajo personal

¢Cémo ha sido mi actitud “ ¢He cumplido
frenfe al frabajo? mis fareas?

« Escribe la opinidn de tu familia.

¢{Qué aprendi en esta
unidad?

* Trabajo en equipo

JHe compartido con mis
companferos y companeras?

¢He respetado las opiniones
de los demds?

* Pide a tu profesor o profesora suger-
encias para mejorar y escribelas.
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ZONA

¥ SENTIDO CRITICO

Teoria de grafos

La teoria de grafos es una rama de la matema-
tica que estudia problemas relacionados a un
conjunto de puntos, y los caminos que los unen.
La ciudad de Kénigsberg (hoy llamada Kalinin-
grado), en lo que hoy es Rusia, se encuentra
afravesada por el rio Pregolya. La ciudad es fa-
mosa por los siete puentes que unen ambos la-
dos de la ciudad con dos de sus islas, como ves
en la figura.

En el siglo XVIII surgié entre los habitantes de la
ciudad un problema con el cual se entretenian.
El problema consistia en encontrar una ruta que
pase por cada uno de los puentes una sola vez.
El matemdtico Leonhard Euler resolvié el proble-
ma en 1736 haciendo uso de un grafo como el
que ves en la figura. El determiné que para po-
der realizar un camino como el que se indica en
el problema, los puntos intermedios del camino
deben estar conectados por un ndmero par de
lineas. Como en el grafo, tres de los puntos tie-
nen fres caminos de salida, y uno tiene cinco, el
camino buscado es imposible.

¢En que ofro
contexto crees
que seria Util re-
presentar el pro-
blemma como un
grafo?

Derivadas e Integrales

M
Cuadrados mdagicos

Un cuadrado mdgico es un conjunto de nume-
ros dispuesto de forma cuadrada, tal que al su-
mar los nimeros de una misma fila, columna o
diagonal se obtenga siempre el mismo resulto-
do, llamado el niumero mdgico.

Estas construcciones matemdticas son las pre-
decesoras de las matrices, siendo el cuadrado
mdgico de Lo Shu el mds antiguo conocido,
que data del 2200 a. C.

El pinfor Alberto Durero grabd, en su obra Me-
lancolia I, el cuadrado mdgico que ves en la
imagen, en el ano 1514. jIncluso logré colocar el
ano en el cuadrado madgico! Mira si puedes en-
contrar todas las formas de obtener el nimero
mdgico en este cuadrado.

http://goo.gl/QefepN
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Ingeniero quimico

Para calcular la concentracién de sustancias
necesarias para gque una reaccidén sea optima,

los ingenieros quimicos deben utilizar férmulas
que pueden ser muy simples o muy complejas.
Las formulas mds simples pueden ser resueltas o
a mano, pero cuando se necesita utilizar com-
puestos con moléculas mds grandes y comple-
jas, por ejemplo en la industria farmacéutica,
los quimicos recurren a la programacioén lineal. @
Esta permite reducir el problema a uno mds sim-
ple y resolverlo mediante algoritmos de compu-
tadora.
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Recordemos que: Funcidn exponencial de base a es aquella que asigna a la variable
independiente x el valor f (x ) = ax, donde a es un ndmero real positivo diferente de 1. Nos
preguntamos ¢Cudl es la utilidad de la funcién exponencial.

La funcidn exponencial resulta Util para modelar poblaciones en espacios cortos de tiem-
po, pero no toma en cuenta el limite de crecimiento que la poblacidén encuentre en su
medio ambiente, ya sea por tamano, por la cantidad de alimento, efc.

Para modelos de poblaciones en largos intervalos de tiempo, se utiliza la curva logistica,
cuya derivada es de la forma:

S-k-r-e"

PO=" ey

donde P(t) es la poblacidon en un tiempo determinado t, y tanto k como a dependen del
medio de la poblacién.



______________________

Si empezamos con una muestra de 50 bacterias en una caja Petri cerrada, y so-
bemos que las bacterias se reproducen siguiendo el modelo dado por la funcién

_ (4,319892 x 1010) g054
(39999 + e054)?2

P'(t)

1. Encuentra los valoresde S,ky r
2. Encuentra la funcién P(t).

3. ¢En cudnto tiempo llegard la poblacion a 1000 bacterias? ¢(En cudnto tiempo
a 200007 Y a 10000007

4. Con ayuda de una calculadora, grafica la funcién en los primeros 50 dias (inten-
ta ver hasta donde sube la funcion). (Qué pasa conforme el tiempo avanza?

5. Calcula lim _, P(t). (Qué puedes decir acerca de L en la curva logistica?

+
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Q Calcula todos los valores positivos de x que cumplan la siguiente ecuacion.

jedt_J'th
%t et

Demuestra que no se cumple para ningun valor de x.

In (e! " x2) > 0

@ Considera una funcién diferenciable f para valores de x posifivos, tal quef'(x)=(4-x) x3
para x > 0.

a. Encuentra la coordenada en x para el valor critico de f. Determina si es un mdaximo rela-
tivo, un minimo relativo o ninguno.

b. Encuentra los infervalos para los cuales f es concava

c. Dado quef (1) = 2, determina la funcion f(x)

@ Encuentra el polinomio de la forma y = ax*+ bx + ¢ que pasa por los puntos:

(-1,16), (1,10) y (2,44).

Q Representa las soluciones de las siguientes inecuaciones:

2X - 3-2x+
y < y

Q.
4 5
X-6
b. y < 2y-5
3
-3 S5yv-1
c X3y - y <0

2
d — x-5(-2)<3@y-1)
3

x-1
e 3x+7-502x-3)= -1
2x-3 5x-1 3x
f. - <. =
8 2 4
3(x-1) X-3
g- -
2 2
h. x+1 <— -x



@ Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

ax-y+z
X+ 2ay-az=y
x+ay-z=0
a. ¢Para qué valores de a dicho sistema tiene solucién no nula?

b. Determina las soluciones del sistema para dichos valores de a.

@ Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a. Si la segunda derivada de una funcidén es positiva, decimos que la funcién es céncava.

b. Para que una funcidén sea continua, basta con que el limite exista.

c. Para poder sumar dos matrices, sus dimensiones deben ser iguales.

d. La derivada de la velocidad en funcién del tiempo es el desplazamiento.
e.Si f' (x) = 0, decimos que x,, es un punto critico de f.

f. La derivada de cos x €s sen X.

9. Para calcular el drea bajo una curva, debemos calcular su integral definida.
h. La matriz identidad es una matriz friangular superior.

i. La derivada de % esInx.

O Selecciona la opcién correcta.
a. Si una funcidn es contfinua en un infervalo [a, b):

* f esconfinua por la izquierdaenx=b

f es continua por la derechaenx =a

f es continua por la izquierda en x = a
* fescontinua porladerechaenx=b
b. La derivada de cot x es:

1 1 1

° - e . — o - -
tan x cos? X COS X sen?x

c. Un sistema de ecuaciones indeterminado:
e Tiene una solucion.
* No tiene solucion.
* Tiene infinitas soluciones.

¢ Tiene un nUmero finito de soluciones.

Prohibida su reproduccién
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Libro:

Planilandia: Una novela de muchas
dimensiones es una novela corta escrita por
Edwin Abbott en 1884. En esta obra se realiza
una sdtira de la jerarquia social haciendo uso
de un mundo vy figuras en dos dimensiones.
¢Conoces alguna ofra obra que se desarrolle
en dos dimensiones?

Para localizar un objeto en el espacio, es ne-
cesario situarlo en un sistema de referencia.
De igual manera que con vvel plano, los
vectores de tres dimensiones constituyen un
recurso para posicionar objetos en el espa-
cio.

Un satélite es cualquier objeto que orbita
alrededor de otro, que se denomina prin-
cipal. Los satélites arfificiales son naves es-
paciales fabricadas en la Tierra y enviadas
en un vehiculo de lanzamiento, un tipo de
cohete que envia una carga Util al espa-
cio exterior. Los satélites artificiales pueden
orbitar alrededor de lunas, cometas, aste-
roides, planetas, estrellas o incluso galaxias.
Tras su vida Util, los satélites arfificiales pue-
den quedar orbitando como basura espa-
cial. Estos artefactos son muy Utiles para
el hombre moderno, son los protagonistas
principales de las comunicaciones en el
mundo; gracias a ellos, recibimos senales
de television, de radio y teléfono, o tenemos
informaciéon valiosa del clima, de nuestro
medio ambiente y del espacio.

Salas, Leslie. (2011.10.25). Los satélites espaciales.
El espacio sideral. Exfraido el 1 de septiembre
de 2015 desde la pagina web: http;//leslie-salas.
blogspot.com.

hitp;//goo.gl/BQeEns
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* Dos vectores fijos no nulos
fienen la misma direccién
si estéin sobre la misma rec-
ta o sobre rectas paralelas.

[

* Dos vectores fijos no nulos
con la misma direcciéon y
que no estdn sobre la mis-
ma recta tienen el mismo
senfido cuando sus ex-
fremos estdn en el mismo

|. VECTORES

Existen magnitudes, como la temperatura, el tiempo o la masa,
que quedan determinadas completamente por un ndmero: son
las magnitudes escalares.

En cambio, ofras, como la velocidad o la fuerza, necesitan, ade-
mds, de una direccion y un sentido para quedar completamente
determinadas: son las magnitudes vectoriales.

A estas las representamos matemdticamente mediante vectores.
Vectores fijos

Dados dos puntos A y B del espacio, denominamos vector
de origen A y extremo B al par ordenado (A,B), representa-
dos por AB.

Asi pues, todo vector fijo posee una direccidn, una magnitud

semiplano de los dos que
determina la recta que
pasa por sus origenes.

y un sentido.
« La direccién del vector AB es la de la recta que pasa por Ay B.

- e La magnitud o médulo del vec’rg:A_B.es la magnitud del seg-
‘E'/ 0. mento AB. Representamos con |AB].
- ._.-" L —
/}i" = ,//ﬁ * El sentido del vector (AB) es el que se define sobre la recta
f;_.f = cuando nos trasladamos de A a B.
1.1. Equipolencia de vectores
Los vectores representados en la figura 1 tienen la misma direccion,
/ A / el mismo maddulo y el mismo sentido. Diremos que son equipolentes,
W / 14 Dos vectores fijos son equipolentes si tienen la misma direc-
U (AB) cién, el mismo moédulo y el mismo sentido.
B

B Fig. 1. —
Analiza que dado cualquier vector AB y cualquier punto C,

existe un Unico vector con origen en C y equipolente a AB, y

. un Unico vector con extremo en C y equipolente a AB .
1.2. Vectores libres

La relacién de equipolencia permite clasificar el conjunto de vectores fijos del espacio en coleccio-
nes de vectores, cada una de las cuales estard formada por todos los vectores fijos equipolentes a
uno dado. Cada coleccidn constituye un vector libre.

Se denomina vector libre al conjunto de vectores fijos equipolentes a uno dado.

Cada uno de los vectores fijos que componen un vector libre es un representante de este vector,
Direccién, moédulo y sentido de un vector libre

Puesto que un vector libre estd formado por vectores fijos equipolentes y éstos tienen todos la misma
direccién, el mismo mddulo y el mismo sentido, podemos hablar de la direccidén, el médulo y el sen-
tido de un vector libre.

Se denomina direccién, modulo y sentido de un vector libre a la direccidn, el mddulo y
el sentido de uno cualquiera de sus representantes

|



2. OPERACIONES CON VECTORES

En el conjunto de vectores en el espacio, que llamaremos
R®, definimos dos operaciones.

2.1. Adicidén de vectores

Llamamos suma de los vectores u y v, y lo representamos
por u + v, al vector que obtenemos del siguiente modo:

» Tomamos los vectores Ui y v de manera que el origen de
v coincida con el extremo de u.

* Trazamos el vector cuyo origen es el de u y cuyo extremo
eseldev.

—>
s u
+
v —>
v

Propiedades

 Asociativa: (U+v) +w=u+ (V+w)

>
\4

<y

e Conmutativa:u+v=v+1u

* Elemento neutro: Es el vector nulo que representamaos por 0.
i+0=0+u=1u

» Elemento opuesto: Todo vector U tiene un elemento

opuesto, -u , que es el vector de la misma direccién y el
mismo mddulo, pero de sentido opuesto.

U+ (-u)=(-d)+u=0
La existencia de elemento opuesto para la suma de vecto-
res permite restar vectores. Asi, dados dos vectores, u y v,

para obtener u - v basta con construir el vector -v y sumar-
selo a u, tal y como indicamos en la figura 2.

Observa en la figura 3 que, si colocamosu y v, con origen

Y TAVBEN: ()

El conjunto de los vectores
libres del espacio, R3, con la
operacién de la adicidon es
un grupo conmutativo. Ade-
mds, el producto de vectores
por un ndmero real cumple
las propiedades P, P, P,y P,.
Decimos, entonces, que el
conjunto R?® es un espacio
vectorial sobre el cuerpo de
los nUmeros reales.

<v

W fig. 2.

2. ¢ Cudntos vectores fijos distintos y cudntos vec-
tores libres determinan los cuatro vértices de
un rectdngulo?

comun y completamos un paralelogramo, obtenemos facil-  m Fig. 3.
mente los vectores U + v y U - v. A este método para sumar
dos vectores lo conocemos como regla del paralelogramo.
y
} H G i %’
! 1. En el cubo de la figura i 3. Escribe los 36 vectores D E =
w hay representados 10 E& . 3 fijos distintos que de- ’ <
[ " . 1 : . .. F Q
| vectores fijos diferentes. ! terminan los seis verti- re)
| Agripalos en conjuntos D! ces del prlismo triangu-
| de vectores equipolentes. C lar de la figura. 5
| A ; ;Cudntfos vectores Ii-
|
|
|
|
|
|
|
|

un ftetraedro?

bres lo determinan? C

|
|
|
|
4. ;Cudntos vectores fijos distintos y cudntos vec- |
fores libres deferminan los cuatro vértices de |

|

|

|

|



2.2. Multiplicacién por un nimero real

Y TAMBIEN: (&) ,
Es posible multiplicar un vector por un nimero real k € R, al

Como, (u+v) + w=u+ (ut que llamamos un escalar para diferenciarlo de un vector. En
w). en lo sucesivo escripire- efecto, al multiplicar el vector u por el escalar 2, obtenemos
mos simplemente u + v + w. - . 5> > . .
el vector 2u que es igual a u + u . Este vector tiene la misma
direccién y sentido que u pero es el doble de largo.

En general llamamos producto de un escalar k por un vec-
tor U, y lo representamos por ku , al vector libre que tiene:

* La misma direccion que u.
 El médulo de u multiplicado por el valor absoluto de k.

* Elsentidodeu,sikes positivo, u opuesto a u sikes negativo.

¢ /2} s St

Propiedades Vk, k, k, € RA 1, v vectores se cumple que:

http://goo.gl/AE4gan

James Joseph Sylvester « Distributiva vectorial: k(U + v) = ku + kv
Nacié el 3 de septiembre de R . .
1814 en Londres, Inglaterra. ¢ Distributiva respecto ala suma escalar: (k,+k,) u=k, u+k,u

Realizé los estudios primarios

en Londres y los secundarios,

en el Institufo Real en Liver- e Escalar neutro: 14 = i

pod. En 1833, ingresé a la

Universidad St John en Cam-

bridge.

Matemdtico britdnico, profe- =~ gp-————--——————-- - N

sor en las universidades de Sea el paralelepipedo ABCDEFGH vy los vectores u y v de la figura,

Londres, Baltimore y Oxford. efectia las siguientes operaciones:

En colaboracién con el ami- 1

go A. Cayley, establecid la a. >

teoria de las invariantes al-

gebraicas y la de los deftermi- 1
2

* Asociativa respecto al producto escalar: k, (k, i) = (k, k,)u

(=3

+2
2

-
-V

(=)

nantes. Descubrié un método b.
para eliminar una incégnita

enfre dos ecuaciones y cred

un importante vocabulario
matemdtico. Fue ademds L/
fundador del American Jour-

nal of Mathematics.

oy

CIOr

o
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a. Sea P el centro de la cara ABCD y R el centro del paralelepipe- \

do, fomamos ﬁcomo el vector %ﬁ) yﬁ(como el vector %\7 .

Entonces:

1 - 1 - —_— — —
7U+7V—AP+PR—AR

Podemos comprobar que, si tomamos otfros vectores para represen-
- ’ .

taru y v, el resultado siempre es equipolente a AR. Asi, por ejemplo,

si S es el punto medio de la arista CG y tomamos PC como represen-

fante de %J y CS como representante de %3 , fenemos:

5> — — —

iﬁ+%v=PC+CS=PS

2

—_— —_—

Pero PS es equipolente a AR . Enfonces, vemos que el resulfado no
depende de los vectores representantes escogidos.

b. Sea P el centro de la cara ABCD y Q el centro de la cara EFGH,
e 15 —_—
tomamos EQ como el vector Su y QP como representante del

—_—
vector opuesto de v.con origen en el exiremo de EQ . Enfonces:

g
n
Yo
o
o]
N
=
o
[o]
[©]
O
=~
o
[oR
=
<

Hamilton, William Rowan
(1805 -1865).

Matemdtico irandés, nacido
en Dublin en el afno 1805. Des-
cubrié y desarrolld la teoria
de los cuaternios. Fue un nino
prodigio en muy diversas
dreas de las letras y las cien-
cias. A muy tfemprana edad,
apenas habia cumplido los
frece anos, dominaba mds
de una docena de idiomas,
y varios afos antes habia
mostrado ya interés por la li-
teratura matemdtica cldsica,
por los estudios de Newton y
Laplace, entre ofros. Ingresd
en el Trinity College de Du-
blin y obtuvo la calificacién
mdxima en griego y en fisica
matemdtica.

Un cuaternio es un ndmero
de la forma ae + bi + ¢j + dk,
con a,b,c.d nimeros reales.
Los numeros complejos se
han construido a partir de un
espacio vectorial de dos di-
mensiones. Sin embargo, 1os
cuaternios pertenecen a un
espacio vectorial de cuatro
dimensiones reales.

| — ., — — >
| 5. Enel prisma de la figura, & = [AB], ¥ = [AD] y W = [AE]. Halla en " G Q.
< e \ : <
| forma grdfica: E ! F 5
| | q
- - - - - i 1 - : Q-
| a ut+w d v-w g utv+—_—w | o)
I 2 w , (7]
| I
| - 1 - - 1 - 1 - 1—> - !
: - - = h. — — !
| b. v+ > W e u->w 2u+zv+w L
| v
5> 5 o 5> 5 > 1 - 1- 1 -
‘ c. u+v+4w f. u+v-w —U4—=v-—
} L Sut—v-—w A =% E



3. EL ESPACIO VECTORIAL IR

Sabemos ya que, para ubicar un punto en el plano, necesi-
tamos un par ordenado (a, b) para representarlo, donde a es
la coordenada en el gje x, y b es la coordenada en el eje y.
Por este motivo decimos que un plano tiene dos dimensiones.

Para ubicar un punto en el espacio, necesitamos tres nime-
4 ros. A cualquier punto en el espacio o representamos me-
diante una ferna ordenada (q, b, ¢) de ndmeros reales. Para
representar puntos en el espacio, escogemos un punto fijo
0 al que llamamos el origen, y pasamos tres lineas perpen-
o) diculares entre si, a las que llamamos los ejes coordenados.
& Estos son el eje x, el eje y y el eje z. Usualmente pensamos en
» los ejes x ey como los ejes horizontales y el eje z como el eje

X vertical, como muestra la figura.

Los tres ejes coordenados, a su vez, forman tres planos coor-
denados. El plano xy es el plano que contiene los ejes x e y.
El plano yz contfiene los ejes y y z, y el plano xz contfiene los

ejesxy z.

W fg. 7

Para visualizarlo mejor, podemos observar una esquina in-
ferior de cualquier habitacion. La pared a tu izquierda es el
plano xz, la pared a tu derecha es el plano yz, y el piso es el
plano xy.

Ahoraq, si P es un punto cualquiera en el espacio, a es la
distancia perpendicular desde el plano yz al punto P, b la
distancia perpendicular desde el plano xz hasta P, y ¢ la
distancia perpendicular desde el plano xy hasta P. Repre-
sentamos P por la tferna ordenada (a, b, ¢) de ndmeros reo-
les, y llamamos coordenadas de P a a, b y c. Para ubicar el
punto (a,b,c) empezamos en el origen 0 y nos movemos a
unidades por el eje x, después b unidades paralelo al gje y,
y finalmente, ¢ unidades paralelo al eje z, como en la figura.

Dado que a todo punto en el espacio lo podemos represen-
tar por ternas ordenadas de ndmeros reales, denotamos al
espacio tridimensional por R®,

f ‘ >
| 6. Ubica en el espacio los siguientes puntos. 2}
! =
<
A (531 ol
 b.(2-L7) 8
|
|
|
|

c.(7;2; 0) !

e



}. COMPONENTES

Dado un punto P, podemos definir su posicion mediante un
vector ﬁ”que fiene como origen el punto 0 y como extremo
el punto P. Llamamos a este vector el vector posicion de P.
Lo denotamos con p .

Si el punto P tiene coordenadas (a, b, c), podemos determi-
nar el vector posicion f) utilizando la posiciéon de P de la si-
guiente manera:

p=(ab0)
Liamnamos a estas coordenadas los componentes del vector p.

Las coordenadas de un punto P (a, b, ¢) en el espacio son
las componentes del vector de posicidén de P.

Az

W fig. 9.

Ahora, podemos definir vectores Unicos basados en sus com-
ponentes. Por ejemplo, definimos los siguientes vectores:

i=(100) j=(0;10 k=(0;0;1)
Liamamos a los vectores 1, f y k los vectores base de R?,
pues apuntan en la direccién positiva de los ejes X, Y y Z.

Az

X

[—

W Fig. 10.

https://goo.gl/4ViNzx

Y TAMBIEN:

Josiah Willard Gibbs
Fisico estadounidense (1839-
1903).

Fue profesor de Fisica en la
Universidad de Yale.

En 1881 aparecidé su Vector
Analysis, obra en la que des-
ligd la parte vectorial de la
parte escalar en los cuater-
niones de Hamilton.

Este trabajo, pensado en
principio como un pequeno
escrito de difusion académi-
ca, marcd el inicio de lo que
en la actualidad conocemos
como andilisis vectorial.
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4.1. Operaciones con componentes

Veamos qué sucede con las componentes de los vectores
cuando los sumamos o multiplicamos por un escalar.

Adicion Multiplicacién por un escalar

Los componentes de los vectores u y ven R3|Las componentes del vector uen R3 es
sonu=(u;u,;u)yv=(v;v,v,)respectiva- .
mente. u=(u;u,;u,).

> > Expresamos la mulfiplicacién del vector u
Expresamos |la suma de los vectores u + v presamos 1a- mulliplicacio del vector u
por un escalar real k, ku :

como la suma entre cada componente:
>0 ku = (ku,; ku_; ku,)
ut+v=_Q,+v;u+v;u,+v,) T

H Tobla 1.

Los componentes de los vectores il y vV son U= (2,1,5)yv=(-1,0,
3). Hallemos las componentes de u +v, 5u y3u-4v ~

L U4+v=(2;15+(50;3)=2+(-1);14+0;5+3)=(1;1;8)
2. 50=5-(2;1;5)=(5-2;5-1;5-5) = (10; 5; 25)

3. 3U-4Vv=13(2;1;5)-4(-1;0;3) = (6; 3; 15) + (4; 0; -12) = (6 + 4;
3+40;15-12) = (10; 3; 3)

G F 4.2. Combinacién lineal de vectores
T ( Si combinamos las operaciones de adicidn y multiplicaciéon
: E por un numero real, podemos expresar el vector u de la figu-
! ra 4 de la siguiente manera:
1 ﬁ - - - g
‘, 5 u=2x+ 2y + 1z
\ zZ
,Cl B Decimos entonces que el vector u es combinacion lineal
> de los vectores X,y vy z.
D ‘}_; k - - - . 3 .
Dados u, u,, .., u_vectores cualesquiera de R°, diremos
que el vector u es combinacion lineal de u,, U, ..., U_si
existen k , k,, .., k. _numeros reales tales que:
W Fig. 11.

u=ku, +ku, +..+ku

base de V, son: il = (1,2,3),v=(-4,1,7), W = (0, TS
-2,-5) y s = (-2,-1,-2). Expresa s como combina- ' 3

‘., . - = -
\ cionlinealde u, vy w. |

e 2

/|
\ >
| 7. Comprueba que, realizando una suma median- 10.Las componentes de u, vy w en una cierta S_’..
| te el método del paralelogramo, obtienes los mis- base de R*son d=(2,0,-1),v=(-3,1,2) <
| mos resulfados que en el gjemplo. y W = (4,-2, 7). Halla, en esa misma base, 8‘
| .
|8 Seant=(1,-1,2),v = (-1,3,-4), w=(52-1)y las componentes de: =
| $=(-6,3,-5). Encuentra los nimeros reales a, by - L
| ctalque s =ad + bv + cw. a.ou+6v
| - - -
| 9. Las componentes de U, V, W y S en una cierta b.utv-w
|
|
|
|
|



4.2. Componentes de un vector determinado por
dos puntos

Ahora veremos cémo determinar un vector 171' a partir de
las coordenadas de Py Q.

Observa la figura. T
OP+PQ=0Q=p+PQ= . i

Z —
g - > y >

SiP = (p, b, Ps) Y Q= (q,, qy g,) fenemos:
PQ=q-p =(d,,d,)- (P, P, P,)
PQ = (d,- P, d, - P, 45 - P) m Fig. 12.
4.3. Punto medio de un segmento
Consideremos un segmento en el espacio, de extremos A = (a,,a,,a,) y B=(b,b,,b,).
SiM = (m,, m,, m,) es su punto medio, se cumple que:
AB = 2AM
Si calculamos las componentes de ﬁy AM, sustituimos en la igualdad anterior e igualamos

componentes, tenemos:
(b1' a,, b2 - a,, b3 - a3) = 2(m1 -a,m,-a,m,- a3)

b1' a = Z(m1 - 31)
bz- a,= Z(m2 - az)
b3- a, = Z(m3 - a3)

Si operamos y despejamos m,, m, y m,, obfenemos:

_al+b1 _a2+b2 _a3+b3
m=y s M= MyT
S8 Hallemos las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A= (1,5,-3) yB=(1, 3,-1). ‘}
—g_ Aplicamos las férmulas correspondientes y obtenemos: |
£ l
o -3)+ (-1 |
i m,= %: 1, m,= Szﬁ =4 m= ()2# = -2, por lo fanfo M= (1,4, -2) i

11.Dados los puntos A = (7, 2,-1) y B = (1, 6, -3), determina las componentes del vector AB.

>
(2)
=
<
Q
o
12. Responde: ;Cudl serd el extremo del vector AB si colocamos su origen en el punto C = (3, 4, -5)? !

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
(
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El conjunto de los vectores
libres del espacio se denota
por V..

<y

Y

<v

= Fig. 13.

Y TAVBEN: |1

El producto escalar de dos
vectores es un ndmero redl,
puesto que [u], [v] y cos (u, V)
son ndmeros reales.

v TwBEN: 1]

Los vectores de mddulo 1 se
[laman unitarios.

5. PRODUCTO ESCALAR

5.1. Definicion

El producto escalar o producto punto, que ya conocemaos
para los vectores libres del plano, puede definirse de igual

manera para los vectores libres del espacio.

Liamamos producto escalar de dos vectoresu yv de R3, U - v
al numero real definido de la siguiente forma:

Sid=(u,u,u)yv=_(v,v,v,)=>
u-v=(uv,+uwv,+uyv,

Y - Lo -

[ul [v] cos (u, v) siuy vson no nulos

iv=
Lo

siendo (u,v) el menor de los dngulos que forman las semi-
rrectas que contienen a los vectores u y v.

si u oV son el vector nulo

Como consecuencia de la definicion, fenemos:

* Elsigno de U - V depende Unicamente del signo de cos
(u,v), puesto que |u [> 0y |v|> 0.

-

Si 0° < (4, V)< 90° cos(t, V)>0=1-v> 0.

si (4, V)= 90° cos (B, V) =0=1-v=0.

Si90°< (4, V)< 180°  cos (i, v)<0=u-v < 0.

* En particular, vemos que, si son perpendiculares (u orfogonales), su producto escalar es
0, y viceversq, puesto que cos 90° = 0.

Siu = v, entonces:

- - - -
sulveu-v=0

u-u=u||u| cos 0° = |ul?

|u| =Vu-u

5.2. Propiedades del producto escalar

El producto escalar de dos vectores libres del espacio cumple las siguientes propiedades.

1.

o A~ w0 D

u-v=v-u

u-u=0

- - - - - - -
u-(v+w)=u-v+u-w
k(u-v)=(ku)-v=u-(
- -

u-u=|ul?

- Ley conmutativa

- Ley distributiva
kv), conk € R



5.3. Expresion analitica del producto escalar
Seanu = (u, u,u,)yv=(v,V,V,),esdecir

- I i - o I I d
u=uit+uj+tuk;v=vit+v,j+vk

Aplicando las propiedades del producto escalar, tenemos:

-

u-v

(ulf +u, f+u312 )E (Vlf +v, f+V3E )=

P PP ? o
wv i-ituv,i-j+uv,i-k+

+uwv j-ituv,jjtuyv,j-k+
+uwv k-i+uyv,k-j+uyv,k-k

Dado queij y k son perpendiculares entre ellos:

> >

P f=7T=0,f-k=K-T=0,]- K=k-

Ind

0

Y el producto escalar de uy v es:

u-v=u v +u,v,+u,v,
Las componentes de @ y ¥ son i = (3,-2,0) y v = (3,-2,0). Calcule-
mos i * V.
Aplicamos la expresidon analitica del producto escalar:
1-v=(3,-20)-(2,1,-4)=3-2+(-2)-1+0-(-4)=6-2-0=4

Médulo de un vector y dngulo entre dos vectores

La expresion analitica del producto escalar permite obtener el médulo de un vector y el co-

R

Demostracién de la propie-
dad PE.3 del producto escalar
La inferpretacion geométrica
del producto escalar permite
demostrar facilimente la pro-
piedad PE.3.

Supongamos que U, vy w es-
tén situados como se indica
en la figura (se haria andlo-
gamente en cualquier otro
Caso).

__.’-’f;,.l":l:: +='I-
Frulllu-; Fqu,-il-_" Dru"ﬁ v e w0
W Fig. 14.

= |u] |Proy.V| + |u| [Proy. w| =
= |u| |Proy,V| + |u| |Proy. w| =
= |u] [Proy. (V + W)| =
=u-(V+w)

seno del dngulo entre dos vectores en funcidn de sus componentes.

Seanu = (u, u,u,)yv=(v,v,Vv,). Enfonces:

il =V u=v(u,u,u) (u,u,u)
- _ 2 2 2

il =vu?+u?+u?

Por otro lado:

- - - - g g
u-v=lullvl-cos (u,v)=cos (uv)=

=T k=1

<<y

Si ahora sustituimos U - v,|d| y |V| por su expresién analitica,

obtenemos:
—~ wyv, +u,yv, +uv,

cos (u, v) = 2 2 2 2 2 2
Vul+u?+ u Vv 2 4v 2+,

- = =
VI =VW-v=v (v, v, v,) (V,V, V)

ol — 2 2 2
VI=vVv +v,+v,



Los componentes de d y v son u = (2,2,1) y v =(-3, -4, 0). Calculemos:

a u-v b. |u] c. V| d. cos (i, V)

Aplicamos la expresion analitica del producto escalar:

O
o
Q
£
©
(M

au-vawv+wy,+uy, =2-(-3)+2:(-4)+1-0=-14

b.lul =vu+u?+u? =vV22+ 22+ 1> =V9=3

c.lvl =W+ v +v? =V(-3)+ (4> + 02 =V25=5

wyv, +uyv, +uyv, _ 2-(-3)+2:(H+1-0 -14
Vot u? +uVWirHv+v? V224 224 12V(3)7+(-4)40 15

E
d.cos(u,v) =

—_— e e e e e  — ——— — ——————

Hallemos un vector perpendicular a i = (2, -2, -1) y de médulo 1.
Seav = (a, b, ¢) un vector perpendicular a u. Debe cumplirse que:

u-v=0e(2,-2,-1)-(a,b,c)=0=2a-2b-c=0

~
o
[o}
£
2
[Ty

Asi, cualquier terna de nuimeros a, b, c que cumpla la ecuacién 2a - 2b - ¢ = 0 es solucién a
nuestro problema. En particular, sic =0y b = 1, tenemos:

2a-2-1-0=0ea=1

5
Entonces v = (1,1,0) es un vector perpendicular a u.
Calculemos el médulo de v :

W= VI T 07 =vZ

. . 1 > . . .
Si multiplicamos el vector v por K obtendremos ofro vector v' de su misma direccion y de

mddulo 1. Asi, un vector perpendicular a u y de médulo 1 es:

;-z(i,i,o)gvz(g,ﬂ,o)
V2 V2 22

1 - . . g . .
El vector T U es un vector con la misma direccién y sentido que i, con médulo 1. Liamamos
a este vector el vector unitario de .

IAPY
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Ejemplo 8

Ejemplo 9

5.4. Aplicaciones

El producto escalar es una herramienta muy Util para resol-
ver problemas en diferentes campos del conocimiento cien-

tifico y técnico. Veamos algunos ejemplos.
Geometria

Al producto escalar lo empleamos en geometria para de-
mostrar diversos teoremas.

Utilicemos el producto escalar para demostrar que en cualquier

i
fridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa coincide con la i
suma de los cuadrados de los catetos (teorema de Pitdigoras). !
Sea ABC el fridngulo rectdngulo de la figura, recto en A. !
. B I
Hemos de ver que a? = b? + ¢ A |
|
/ I
Consideramos i = CA,v=AByw = CB |
|
= !
Asf I
- - - e -, - - !

2 — 2 — — —
a=|lwl=w-w=U+v)-(ut+v)= i
=U-U+0-V+V-0+V-V = & !
; :
|
|
|
i
I
/

e e e —

Utilicemos el producto escalar para demostrar que cualquier dngulo
inscrito en una semicircunferencia es recto (feorema que suele atri-
buirse a Tales de Mileto).

Sea P un punto cualquiera situado en la semicircunferencia de cen-
fro O y radio r de la figura. Comprobemos que los vectores u=PA y
v = PB son perpendiculares, es decir, i - v = 0.

Consideramos x = [ﬁ], }7 = [@] yz= [O_Pj:

Uv=0Z+x) Z+y)=Z+X)(z-X) =

=7'7-72'X+X'Z-X"X=
I P

=1Z*-X*=1r*-1r*=0

-

u —_

z vV
< — — -
A X 0O V B

v TwBEN: 121

Tales de Mileto

Matemdtico vy filésofo griego
(aprox. 624 a. C-548 a. C.).
Considerado el fundador
de las matemdticas griegas,
y uno de los siefe sabios de
Grecia, la tradicién le atri-
buye el descubrimiento de
algunos teoremas geométri-
cos, asi como la previsién del
eclipse solar del ano 585 a. C.

cién

Prohibida su reproduc



Fisica
En fisica es frecuente el uso de magnitudes vectoriales que determinamos mediante un mé-
dulo, una direccién y un sentido, como la velocidad, la aceleracién, la fuerza...

Existen tfambién conceptos en cuya definiciéon interviene el producto escalar. Asi, al frabajo, W,
realizado por una fuerza F ejercida sobre un objeto que se desplaza desde un punto A hasta
un punto B lo definimos como el producto escalar de la fuerza por el vector desplazamiento:

W=F-AB

Un cuerpo se desplaza desde un punto A = (2, -1, 3) hasta un punto B = (4, 1, -2). Calculemos el trabajo
realizado por una fuerza F = (1, 7, 2) que se ejerce sobre dicho cuerpo (todas las unidades estdn expre-
sadas en el sistema infernacional).

Calculamos el vector desplazamiento:

Ejemplo 10

|
|
|
|
|
|
}
|
AB=(4-2; 1-(-1);-2-3) =(2,2,-5) |
|
|
Por fanto, el trabajo realizado es: |

|

|

|

|

W=F-AB=(1,7,2) (225 =12+72+2(5=6[]]

Observa: ;coémo varia el trabajo que realiza una fuerza que actda sobre un cuerpo en fun-
cion del angulo a que forma dicha fuerza con la direccion del desplazamiento del cuerpo.

0° <a<90° a=90° 90° < a <180°
B

N

A > B A———— B A——»B

iy

P
R_ \111
©
S

W =IF|-]AB] cos a > 0 W=1F|-|AB] cos 90°= W =IF|-|AB] cos a < 0
= IF| - IAB| - 0°= 0
El frabaqjo es positivo y se llama motor, | El trabajo es nulo. Una | El frabajo es negativo y
porque favorece el movimiento del cuer- | fuerza perpendicular | se llama resistente, por-
po. Cuando a = 0°, el frabagjo toma su | al desplazamiento no | que se opone al Movi-
valor méximo: realiza trabagjo. miento del cuerpo.

W = |F| - |AB| cos 0°= |F | |AB]

M Tabla 2.
4

| >
| 14. Utiliza el producto escalar para demostrar el feorema 15, Un cuerpo se desplaza desde un punto A = (3; 2; 1) 2-

del coseno. <
i B  a?=Db?+c2-2bccosa hasta ofro punto B = (4; 1; 0). Halla el trabajo | g

= o

| realizado por una fuerza F = (8, 4, 2) que se egjer-
|
| a c ce sobre dicho cuerpo (en unidades Sl).
| ‘ :
| |
 C b A |

S



6. PRODUCTO VECTORIAL

6.1. Definicion

El producto vectorial, o producto cruz, es una operaciéon defi-
nida en R® que asocia a un par de vectores ofro vector en R3,

Llamamos producto vectorial de dos vectores u y v de R
U x v, al vector de R® que definimos de la siguiente forma:

* Siuyv son no nulos:
Médulo: |4 x v|=|d||[V|sen (4, V)
Direccioén: perpendicular tanto a U como a V.
Sentido: siguiendo la ley de la mano derecha.
e Sii=00v=0,uxv=0.

Observa quessit y vson paralelos, i x Vv = 0 pues sen(u, V)= 0.

6.2. Propiedades

El producto vectorial cumple las siguientes propiedades:
Lixv=-(vxi)

2. ixi=0

3.UX(VAW)=(UXV)+ (Uxw)

4. k(ixv)=(ku)xv=ux (kv),conk€R

6.3. Expresion analitica

Considera que, de acuerdo a la definicion,

ixi=0 ]xf=0 KxKk=0
fx_j):];> ]_)xf(z-’ lzxi"zf
jxi=-k Kxj=-i ixk=-

- -

Seanu = u1f+ u, f+ u312 yv=vi+ V2f+ V31_().

Aplicando las propiedades del producto vectorial:

UXV= (u1f+u2f+u3lg)-(V1f+vzf+v31;)=

=u, v, (ix{)+uv,(xj)+u v, xk)+

+u,v, (]?xf) +u,v, (fxf) +u, v, (]?x 12) +

+u,v, (Exf) +u,v, (Exf) +u, v, (llez)

Comoi f y K son perpendiculares entre ellos, y de mddulo 1:
u-v= u, vzlz- u, vsf- u, v112+ u, v3f+ u, Vlj?- u, vzfz

- - -
=, ve-u,v,)i-(uve-u, v )j+ (uv,-u,v, )k

BRI

La regla de la mano derecha
dictaque, siuy v se represen-
tan mediante segmentos con
el mismo origen, al alinear tus
dedos de la mano derecha
con el vector u, y cerrarlos
hacia el vector v , tu pulgar
apuntard en la direccién del
vector u X V.

axXb

M Fig. 15.

v TwBEN: 121

d
Los vectores ortonormales 1, j
y k verifican las siguientes re-
laciones:

X
Il
—y
X
—l
Il
=
X
~
Il

X X
LR Tl =l
I Il

' L .
=l el

R A = TR SR A S

X

—

ion
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Podemos calcular el drea de
cualquier poligono descom-
poniéndolo en tridngulos.

M Fig. 18.

El drea del poligono serd la
suma de las dreas de todos
los trigngulos.

6.4. Aplicaciones

También el producto vectorial resulta de gran utilidad para
resolver problemas en diferentes campos del conocimiento
cientifico y técnico. Veamos algunos ejemplos.

Aplicaciones en geometria

Entre ellas, destacan la obtencion de un vector perpendi-
cular a dos vectores dados y el cdlculo de dreas de figuras
planas.

Los componentes de i y v son u = (0, 3,4) y v = (1, 3, 8). Hallemos
un vector perpendicular a u y v cuyo médulo sea 5.

« Calculamos u X v puesto que, por definicidon, es un vector per-
.\ - -
pendicularau yv.

Uxv=(0,3,4)-(1,3,8) =
=(3-8-4-3)-(0-8-1-4)]+(0-3-1-3)k
=12i+4j-3K

* Por lo fanto, w = (12, 4, -3) es perpendicular a 0’ y V. El médulo

de w es:
Wl =VI22+ 42+ (-3) =13
Entonces:
S w 5 60 20 15
=5 =2 (12,4,-3) = [ o S
v w13 ¢ ) <13 13 13>

. —> nd .
es un vector perpendicularau y av de mddulo 5.

o

Sean A=(1,1,3),B=(2,5,-1) y C = (-4, 3, -2) tres vértices conse-
cutivos de un paralelogramo (fig. 19). Hallemos el drea del parale-
logramo ABCD vy el drea del tridngulo ABC.

* Segun la interpretacion geométrica del producto vectorial, si i = BA'y
v = BC, el drea del paralelogramo ABCD es |4 X V.

Calculemos, pues, Iﬁ X \7I.
G =[BAl= (1-2,1-5,3-(-1)) = (-1,-4,4)
V=[BC]=(-4-2,3-5-2-(-1)) = (-6,-2,-1)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
nd - —> |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

i j k
uxv= |-1 -4 4| =12i-25j-22k
6 -2 -1

Por tanto, el dreq, Sp, del paralelogramo es:

S, = luxvl=1(12, 25,-22)| =V 122 + (+25)°+ (-22)* =
= V1253 = 35,4 u?

* FEldreadelfriangulo ABC, S, es la mitad de la del paralelogramo ABCD,
luego:




Aplicaciones en fisica

Enfre las muchas aplicaciones que el producto vectorial tiene en fisica, destacaremos las
siguientes:

Dindmica

Electromagnetismo

Momento de una fuerza

El momento de una fuerza F aplicada en
un pun’Lo A, respecto a un punto O, es el
vector M definido por

=7

— >

M= 0A x F

—

W Fig. 20.

Momento cinético

El momento cinético de unag, particula de
mMasa m con una velocidad v en un puntq,
A, respecto de un punto 0O, es el vector L

definido por:

L=m (0Axv)

L

S o/

A

W Fig. 2T,

Fuerza magnética

Cuando una carga q. que se mueve a
velocidad v, penetra en el inTerioLde un
campo magnético de infensidad B, se ve
sometida a una fuerza magnética F tal

que:
F=q(xB)
F(Siq®)
—
v
'F (siq@)
M Fig. 22.

Ejemplo

Calculemos el momento de la fuerza F = (4, -2, 7) [N]
aplicada en el punto A = (2, -3, 1), respecto al punto 0 =

(1,1,2). . N
Calculamos el vector OA y hallamos M = 0A X F:

OA=(2-1,-3-1,1-2)=(1,-4,-1)

o

i
M=(1 -4 -1) =-30i - 11j + 14K
4 2 7

Por fanto, M = ( -30,-11, 14).

Ejemplo
En cada instante t, una masa de 3 kg se encuentra en
el punfo A = (2t + 1,3t - 2,2t) y tiene una velocidad
V= (2, 3, 2). Hallemos el momento cinétfico respecto al
punto 0 =(1,1,1). .
Calculamos el vector OA |, y hallamos [0A] X v :

[0A] = (2t,3t- 3, 2t- 1)

. ij Kk L
[0OA] x V=2t 3t-3 2t-1 | -3i-2j+6k
2 3 2
Asi,L=m ([0A] x¥) =3 (-3,-2,6) = (-9, -6,18).
Ejemplo

Halla la fuerza que actla sobre una carga de 3 C situada
en un campo magnético de intensidad B = (1, 2, -1) si su
velocidad es v =(3,1,0).

Hallamos v x B:

vxB=|3 1 0 |=-i+3j+5k=2vxB=(-1,3,5)
1 2 -1
VxB=-i+3j+5k

Por tanto:

F=q@xB)=3-(-1,3,5)=(-3,9,15)

M Tabla 3.

| B

16. Halla un vector de mddulo 2 perpendicularau= (8,1,0)ya v = (4, 1, 1).

sidad B =(1, 5, -3), si su velocidad es V =(5, 7, -2).

>
Q
<
[}
17. Determina la fuerza que actda sobre una carga de 10 C situada en un campo magnético de inten- Qi



1. PRODUCTO MIXTO

7.1. Definicién

El producto mixto es una operacion definida en R® que asocia
a tres vectores libres un nimero real. Lo definimos a partir del
producto escalar y del producto vectorial que ya conocemaos.

Liamamos producto mixto de tres vectores u.v y w de
R® al nimero real definido de la forma:

U-(VXw)

El producto mixto serd 0 si:

c =0
e ¥xw=0,esdecirV yw son paralelos.
e UL(VXW)
7.2. Propiedades del producto mixto
Y TAMBIEN: @ El producto mixto de tres vectores libres del espacio cumple
Si los vectores uy v X w for- las siguientes propiedades:
man un dngulo obtuso, el N s 5 on N
volumen del paralelepipedo Lu-(vxw)=v-(WXxu)=w-(uxv)

construido sobre u, vy w,y

coincide con el del paralele- 2 u-(vxw)y=-d.(Wwxv)=-v.(uxw)=-w.(vxu)

pipedo construido sobre -u, v 3. (ﬁl + ﬁz) (VX W) =- (ﬁl(G X ‘7\,)) + (ﬁz. ({} % V'\’,)
4, k(ﬁ-(GXVT/))=kﬁ-(\7><\7v)=ﬁ-(k\7><v71)=ﬁ-(\7><k\7v),
conkeR.

7.3. Interpretacién geométrica

Seanu,v yw tres vectores linealmente independientes, y
consideremos el paralelepipedo ABCDEFGH construido so-
bre ellos. Se cumple que:

Uu-(vXw)=|d]|vXW| cosa

Pero ya sabemos que |v X w| es el drea de la base ABCD, y

Puesfo que —uy v X w for- por la definicién de cos a:
man un dngulo agudo, se
tiene: |ﬁ| cosa=h

volumen de ABCDEFGH =

Por tanto podemos escribir;
= [-u, v, w]=-[u, v, w]

U - (VX w) = volumen de ABCDEFGH

Podemos enunciar que:

El valor absoluto del producto mixto de 4,v y w coin-
cide con el volumen del paralelepipedo construido so-
bre ellos.



7.4. Expresion analitica

Seanu,v yw tres vectores cuyas componentes son i = (u,,
u, u), v=(v,V,V,)y w = (w,, w,, w,). Es decir:
ﬁ=u1f+u2f+u3lz
v=v,i+v,j+v,k

w=wi+w,j+w,k

Aplicando la definicién de producto mixto y las expresio- Y TAMBIEN: @

nes analiticas del producto escalar y del producto vecto- » L
Notacién matematica

rial obtenemos: El simbolo |4, v, w| ., equiva-
lente a det (u, v, w), se utiliza
N 5> 0> - - 5 A% v > |V V,| =2 ~
u: (V X W) — (u11 + ] + ugk) . ( | 2 317-| "t 3 | i+ pgro represen’ror el deter
w, w, w, w, minante cuyas filas son las
componentes de los vectores
+ |V1 V2|—>)_ ﬁ,\7y\7v.
w, W,
5 V., V vV, V V. V
u(v><w)—u1|2 3|-u|1 3| u| ! 2|
w, W, 2w, w, : W, W,

™
77777777777777777777777777777777777777777777777777 - .b__________
\ -

Las componentes de u ,\7 y W sonu = (3,-1, 2), V= (-2,5,1)y
w=(1,1,2).
Calculau - (v X wW).

Notacién matemdatica

Si accedes a la pdgina po-
drds reforzar y ampliar fus co-
nocimientos sobre dlgebra
vectorial. Ademds, podrds
utilizar calculadoras «vecto-
riales» que permiten resolver
los diferentes productos
entre vectores.

Visita:
www.ciencialab.com/mod/re-
source/index. php?id=3,

Aplicamos la expresidon analitica del producto mixto:
I 5 1 201 -2 5

i (rxw) =3 2|'('1)|1 2| +2 |1 1|
=3(-2-1-1)+1(-2-2-1-1)+2(2-1-1-5)=27-5-14=38

>
18.Seanti = (1,-2,5).v=(4,0,-5).w=(2,1,1y t=(3,2,1). | &
<

Calcula.

- -

(VX W

-(WxD

5

o
o
~
[\
<
X .
~
—+
N

cién
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7.5. Aplicaciones del producto mixto

El producto mixto es muy Ufil en geometria para calcular vo-
I[Umenes de poliedros. Veamos algunos ejemplos.

—_———— =

Halla el volumen del paralelepipedo ABCDEFGH sabiendo que las
coordenadas de los vértices A,B,Dy Eson A= (5, 3,-3), B=(3,4,
-2),D=(4,-1,-3)YE= (5,1, 3). .
Determinamos las componentes de los vectores AB ,AD y AE |y
aplicamos la expresion analitica del producto mixto:
AB=(3-54-3,2-(3))=(-2,1,1)

AD = (4-5,-1-3,-3-(-3)) = (-1,-4,0)

Y TAMBEN: |21

La expresidon del volumen de
un tetraedro en funcidén de la
superficie de su base, S,y de
su alfura, h,, es:

1 —
V.= ?Stht AE=(5-51-3,3-(-3))=(0,-2,6)
Asi pues, el volumen del cuerpo estd dado por
Sea ABCD un tetraedro cual- . 4 0 1 0 1 -4
quiera, y consideremos el pa- AB- (AD X AE) = - 2| | - | | + | | =56u
ralelepipedo que determinan \ 2 6 0 6 0 -2

Z

los vectores [AB], [AC] y [AD].

A B M Fig. 24.
Observamos que:

¢ La superficie de la base del Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son A = (1, 1, -5), \
fefraedro, St , es la mitad de B=(3,3,-2).C=(2,-3,-1)yD =(1, 2, 3).

la superficie de la base del

paralelepipedo. Sp: Determinamos las componentes de os vectores AB, AC y AD, y apli-

S = 1 S camos la expresion analitica del producto mixto:
t 2 P
* El paralelepipedo vy el fetrae- A_B.z (3-1,3-1,-2-(-5))=(2,2,3)
dro fienen la misma altura: AC=(2-1,-3-1,-1-(-5)) =(1,-4,4)
h=h, AD=(1-1,2-1,3-(-5)) =(0,1,8)
Si sustituimos estos valores en . — 4 4 1 4 1 -4
la expresién del volumen del AB- (ACX AD) = 2 | |- 2 | | +3 | | =-53
tetraedro, tenemos: 1 8 0 8 0 1
v _1 1 h = iV Y sabemos que el volumen ZA
3 2 6 del tetraedro es: 1
Vemos, pues, que el volumen 1 1 53
del tetraedro ABCD es la sexta Vi=g V,= 5 I"33I="u 1 P={128

parte del volumen del parg-
lelepipedo definido por [AB],
[AC] y [AD].

ion
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Vectores libres en el espacio

Escalares - Vectoriales

Producto punto Producto vectorial

Multiplicacién por
un escalar
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Problemas resueltos ©

1. Seant y v dos vectores tales que |i| = V3y [v| = 4.Sity v forman un dngulo de 30°, halla.

au-v

b. (i-V) (2U-V)

c. |i-v|y|2h-V|

d. El dngulo que forman u-v y 20- vV

a.u-v=[u||v|] cos30°= -4- =6

3
2
b.(U-v)-(2u-v)=U-20-0-V-V-2U+V-V

c0s30° - |V]|24| cos30°

2112

—[d|[2d] cos 0° - [d][¥]
+|V||V| cos0°

= .2 1- -4
6-6-12+16=4

4.2 +4.-4.1=
c. [G-VP=(@@-v)-(@-v) =
=0-U-u-v-v-u+v-v=

=8>~ 2(d - V) +|v|*=

=3-2- 4. +16=7

d. Aplicamos la expresidon analitica del dngulo entre
dos vectores y utilizamos el resultado de los apar-
tfados by c

2. Dados los puntos A= (1,%,-2),B=(y,1,-1),C=(2,%x,-3) y D= (1, 2, 3), halla el volumen del fetraedro ABCD,
sabiendo que la cara ABC es un tridngulo rectdngulo isésceles, recto en A.

Representamos los datos dell
enunciado en una figura

Consideraremos los vectores AB y AC:
AB=(y-1,1-x-1-(-2))=(y-1,1-x1)
AC=(2-1,x-%-3-(-2))=(1,0,-1)
Imponemos las condiciones del enunciado para
hallar los valores de x e y:

 Por ser ABC un ’rriéng_ulp reﬁténgulo, recto en A, se
d_epe_cymplir que: AB L AC, olo que es lo mismo:
AB-AC=0
AB"AC=(y-D1+(1-x)-0+1-(-1)=0
=>y-2=0 D
* Por ser ABC, ademas, isosceles, sus dos catetos
miden lo mismo, es decir, |AB | = |AC |. Asi:

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones
My (@), seobtienerx=1,y=2.

Entonces, las coordenadas de los puntos A, B, C,y D
son:;
A=(1,1,-2),B=(2,1,-1),C=(2,1,-3),D=(1,2,3)
Y por consiguiente, los vectores AB, ACy AD son:
AB=(1,0,1),AC=(1,0,-1),AD=(0,1,5)
Calculemos finalmente el volumen del tefraedro
ABCD, V,, utilizando la expresidon analitica del pro-
ducto mixto:

Por tanto, el volumen del tetraedro es:



1.

Ejercicios

DVeciores en el espacio

Sean los vectores U, V y w representados en la
figura. Halla grdficamente:

o i+ ey
b. U+Vv+w
1 - - - W
c. —u+v+w
2
- - 1—>
d. u+2v+7w u
1—) - 1—)
—u+2v+—w
€ 2 2

Considera los vectores de la figura. Sea Q el cen-
tfro del prisma, M el centro de la cara ABHG, N
el centro de la cara ABCDEF y P el centro de la
cara GHIJKL.

K J .
L i ! | Expresa los vectores [AM],
H [AN], [AP], [AQ] v [G]]
'y | como combinacién lineal
wl ! deuvyw.
=
FL- S C
v
A u B
En este prisma de base H G

cuadrada, la arista la-
teral es el doble de la
arista bdsica.

Averigua si  forman
base los vectores En A
caso dafirmativo, halla
los componentes de w| v C
[AG], [EG] y [BF] respec-
to delabase U, vy w.

Los componentesde u,v yw sontu=(1,3,-2),v=
(-1,2,5)yw= (0, 4, -3). Halla las componentes de:

a. X=U+2V-3w

1.1,
2t t3V

=11

b.

c.i=2i-Ly-L1y
2 5

5. Las componentesde i yv sonti=(7,6,5)yv=

(3,2,1). Halla las componentes de X y y sabien-
do que:

6. Las componentes de U, v, w, X € y en una cierta
base sonu = (1,5,-2),v=(4,0,-9),w = (0,-1, 6),
x=(13,3,-17) ey = (2,-10, -5). Expresa:

a. X como combinacién lineal de U, vy w
b.y como combinacion lineal de iy w

c. W como combinacioén lineal de iy v

7. Las componentes de 1, Vy W en una cierta base
soni=(8,-54),v=(-2,3,-1)yw=(2,11,1).

—¢Son 4, vy w linealmente dependientes?

8. Comprueba que el vector w = (1, -1, 1) no pue-
de expresarse como combinacién lineal de los
vectores i = (2,1,2) yv = (-4,-2, 4).

—¢50n 1, Vy w linealmente dependientes?

9. Averigua el valor del pardmetro k para que los
vectores i = (k,-2,0), v=(k k 1) yw=(3,5,k)
sean linealmente dependientes.

— Para cada uno de los valores de k hallados,
expresa w como combinacién lineal de i y V.

10. Averigua el valor del pardmetro k para que los
vectores 3 = (2,1, k), b=(k,3,1) yc=(2,3,1)
sean linealmente dependientes.

11. Razona por qué los vectores x = (2, k, 3),
y=@, -2,k yz=(11,-1) son linealmente
independientes para cualquier valor de k.

12. Dados los vectores u = (1, a, b), v = (0, 2, ¢)
y w= (0, 0, 3), ¢es posible hallar valores de
a, by c para los que u v y w sean linealmente
dependientes? Justifica tu respuesta.

13. Se tiene el vector AB = (5, -4, 1). El extremo de
uno de sus representantes se halla en el punto
(3, 2,-7). ¢En qué punto estd situado su origen?

Prohibida su reproduccion
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14. Dodos los punfos A = (1,2,3).B=(1, -1,1) vy
=(0, 2, 5) halla las coordenadas del punto D
para que AB sea equipolente a CD.

15. Halla las coordenadas de los puntos M, Ny P que
dividen el segmento de extremos A= (1, 2,5) y

B = (3, 4, -1) en cuatro partes iguales.

16. Halla las coordenadas de los puntos A, B, Cy D
que dividen el segmento de extremos M = (1, 2,
3)y N = (6, -3, 8) en cinco partes iguales.

17. Sean A, By M tres pun‘ros distintos del espacio que
cumplen que AB = -2AM. Conociendo las coor-
denadasde A= (3,-5,1) y B = (-5, 7, 3). calcula.

18.S5ean A=(1,3,5).B=(2,1,4)yC=(-3,0,1)
fres vértices consecutivos de un paralelogramo.
Calcula las coordenadas del cuarto vértice, D, y
las del centro del paralelogramo, M.

19. Halla las coordenadas de un punto P del seg-
mento de exfremos A= (1,5,0) yB=(1,-4,9), fal
que:

[AP] = - [AB]

20. Halla las coordenadas del baricentro del tefrae-
dro que tiene por vértices A= (4,6,2), B=(2,7,
3).C=(3,0,2)yD=(-1,-1,1).

9

21. Accede a la pdagina www.ciencialab.com/
mod/resource/view.php?id=228 y ufiliza el
recurso que ofrece para calcular el volumen
del paralelepipedo formado por los vectores
u=(1,12),v=(513)yw=(221).

22. Utiliza la calculadora Geogebra para resol-
ver las operaciones con vectores siguientes,

siendou = (2,4),v=(1,3)yw=(6,2).

AXV,UX2W [@+7) -wy@—7) (37 +wW)

—Determina de forma grdfica los dngulos que
forman los vectores, u, vy w

23.Las cumbres A, By C de fres montafias estdn
alineadas de manera que la distancia entre
By C es el doble de la distancia enfre Ay B.

Conociendo las coordenadas de A = (1, 0, -2)
y B = (3, 2, 1), en un sistema de referencia
dado, ¢cudles pueden ser las coordenadas
de C en el mismo sistfema de referencia?

24, Deduce razonadamente algdn método para
determinar si tres puntos del espacio dados por
sus coordenadas, A = (a,, a,, a,), B=(b,, b, b,)
yC=(c,c, c3), estdn alineados o no.

e Aplica el método que hayas explicado
para decidir si los puntos A = (-2, -3, 1),
B=(-3,-4,0)y C= (4, 6, -2) estdn alineados.

25. Considera la pirdmide ABCDE. Si A = (2, 3, 4),
B=(-2,1,5),C=(4,1,-2) YE = (6, 8, 0), halla
las coordenadas del centro de la base, O, sa-
biendo que ésta es un paralelogramo.

¢ Dadostres puntos M, Ny P, se P
dice que My P son simétricos
respecto de N siy sdlo si:

[MN] = [NP]

Teniendo en cuenta esto, y
considerando de nuevo la M
pirdmide ABCDE, determina:

a. Elsimétrico de A respecto de B.

b. El simétrico de E respecto del centro de la
base.

26.Encuentra U + v, 2u + 3v, |u] vy |u' - V| para:
a.i=i+2j-3kv=-27-7+5k
b.u=2i-4j+ 4K v=2j-K

27. Encuentra el vector unitario con la misma direc-
cioén y sentido del vector dado:
a.-30 + Sf- 2k
b. 81- 4] + k
c. (4,2, -4)

28. Encuentra un vector paralelo a (-4, 2, 4) con
mddulo 6.



30.Sea u = (u,, u,, u,) un vector no nulo.

a. Sia, a, a, son dngulos que forma u con i, j, k
respectivamente, demuestra que:

ul uZ u3
cosa, = cos o, =
G e T el

(los nUmeros a,, a,, o, se llaman angulos directores)

Cos O(1 =

b. Halla los dngulos directores del vector

u=(-1,84).

32. Determina las coordenadas de los puntos Py Q que
dividen el segmentfo de extremos A = (-3, 6, 10) y
B = (6,0, -2) en fres partes iguales.

33. Determina las coordenadas de los puntfos
P y Q que dividen el segmento de extremos
A=(7,-2,3)yB=(2,4,1) entres partes iguales.

34. Halla las coordenadas de los puntos M, N, Py Q
que dividen el segmento de extremos A = (-1,4, 1)
y B= (2,9, 3) en cinco partes iguales.

35.Las componentesdeu yv sonu=(2,3,1)y
v = (3, 2, 4). Halla las componentes de X e y
sabiendo que:

E -

36. Utiliza el programa Derive para determinar
si los siguientes conjuntos de vectores son
linealmente independientes o no.

a. {(-6,-8,3), (4,3,4), (-5,-3,-8)}
b. {(3,-1,9),(9,-8,-1)}
c. {(k0,2), (4k -2), (-2k -2, k)}

37. Las componentes de i y v sonu = (7, -3, 5)
y vV = (-14, -5, 13). Halla las componentes de
XYy sabiendo que:

-

a. 2x+y=1
y=v

b. x-3

38.Sean u y v dos vectores tales que |u| = 2V3 y
v = /3 . Sabiendo qué u’y v forman un angulo
de 60°, halla:

a. u-v b. (U-V)-(2u-V)

c. |i-v|y|2a-V]

-

d. El dngulo que forman 0-v y 2u- v’

39. Determina el volumen del fefraedro de vértices
A=(2,y1),B=(y—-3,y+x6),C=(5,y—x5)
y D = (3, 5, 0), sabiendo que el tridngulo ABC es
equildteroy que x > 0.
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44, Calcula U - v sabiendo que |u| = 4, [v]| = 6y

[t - v| = V20.

+ (Quédnguloformanuyv?

45, Sabiendo que u+v =8y Uu-v==6, calculau-v.

46, Las componentes de 1, vy w son U = (1, 2, -4),
v=(3,-1,1)yw= (-1, 3,-2). Calcula:

i-v

i (2w)

U+v)-w

(W-v)-Bv+w)

Q

Qa 0 ©

47.Seanu=(-2,2,1),v=(3,x%x) yw = (y, 3,-3).

a. Calcula x e y sabiendo que 1 es perpendicu-
lar a vy que es perpendicular a w.

b. Halla [ul, V], Wl y el Gngulo que forman 'y w.

- - -

48.Las componentes 4, vy w son u = (1, 2, -4),
v=(3,-1,1)yw= (-1, 3, -2). Calcula:

5 C@+7)-w

(2w)  d.@-9)- GVHW)

(=)

(=1

49.Sean G = (-2,2,1). V= (3, % x) y w = (y, 3, -3).

a. Calcula x e y sabiendo que U es perpendicu-
lar a vy que v es perpendicular a w.

b. Halla |ul, |v|, |w|y el dngulo que forman Gy w.

50. Determina todos los vectores de médulo 4 pa-
ralelos au = (2, -2, -1).

51. Halla todos los vectores de mddulo 4 que for-
men angulo de 30° con U = (1,-1,1) y dngulo
de 135°con v = (-1, 1, 0).

52. Halla dos nUmeros positivos, x e y, tales que los
vectores u = (2,x,-2x) y v = (15, 2y,y) formen
un dngulo de 60°y |u| = 3,

53. Considera los puntos del espacio 0 = (0, 0, 0),
A=(1,1,2)yB=(1,-1, 3). Expresa 0A como
suma de dos vectores: uno, de la misma direc-
cién que ﬁ y otro, perpendicular a OB.

54. Determina el frabajo realizado por una fuer-
za }3 = (-5, 35, 15) que actla sobre un cuerpo
que se desplaza desde el punto A = (1,1, 1)
hasta el punto B = (-2, 0, 3) (en unidades SI).

55. Halla qué dangulos forma el vector u= (1,-3,2)
con cada uno de los vectores f, fy f(.

56. Sabiendo que las aristas
de este prisma hexago- | !
nal regular son fodas Y I

1
unitarias, halla: Wl ]

xKeo<y

X
X

<y o=y

a.
b.

57.8eani=(3,0,-2),¥v=(1,1,-1) yw= (1, 2, 3).
Calcula:
b.u-(3w)

a i-v c@+7)-GBi-w)

58. Dados los vectores U = (1,4, -8),v=(1,-1,0) y
w = (2, 1,-1), halla:
a (Uxv)-(vxw)

b.|u], [v Xw| y| (UXwW)XV|

59. Determina todos los vectores perpendiculares a
u=(4,-1,1)yav=(-80,-1), de médulo 3.

60. Dados los vectores u = (-1, 1,2) y v = (2, 3, -1).
calcula el drea del paralelogramo que determi-
nanuy v.



61. Halla el momento de la fuerza F= (1, 2, 3) apli-
cada en el punto A = (1, -1, 3) respecto al punto
0=(2,1,-4) (en unidades Sl).

62. Halla el dngulo entre la diagonal de un cubo
y una de sus aristas.

63. Halla el dngulo entre la diagonal de un cubo
y la diagonal de una de sus caras.

64.Demuestra que sii + vV y U -V son perpendicu-
lares, enfonces U y v tienen el mismo modulo.

65. Las componentes de U,v yw son i = (1, 2, 3),
v=(2,5-4)yw=(1,13).Halla(@xVv)x wy
u X (Vv X w). (Cumple el producto vectorial la
propiedad asociativa?

66. Halla los valores de k para que el volumen del
paralelepipedo formado por i, Vv .y w sed el
valor V dado.

a. i=(2,0,1),v=(2k 1,0),w=(4,k 1),V=16
b. u=(1,k k), v=(0, 3, k),w=(1,1,1),V=15

67. Demuestra que:

< sy
< §¢

=R =i}
<y <y

(X V) (WXy)=

68. Determina la fuerza que actda sobre una car-
ga de 5 C situada en un campo magnético
de intensidad B = (1, 1, -2), sabiendo que su
velocidad es v = (2, -1, 3) (en unidades SI).

69.Sabiendo que U] =5, |[v| =2, |[w| =1,y que
i-v=-4,u-w=3y v-w=1, determina el valor
de k para que los vectores X = 2u + kv - kw e
y=U+ V- 3w sean paralelos.

70. Sabiendo que las aristas de este prisma hexa-
gonal regular son fodas unitarias, halla.

a.u-(Vxw)

b i (VxR

71.Sean i =(2,0,-5),v=(1,3,-)yw=(41,-3).
Halla.

at-(vxw)
b.2u- (VX 2w)
c.(@+V) ((V-w)-3w)

72.Halla el volumen del
paralelepipedode Ia

figura sabiendo que: A8
A=(2,-1,1)
B=(1,23 N
( ) 0 FooY
C=(10,5) 1
F=(2,4,2) P!
X E

73. Calcula el volumen del tetraedro de vértices
A=(x1,1),B=(1,-1,2),C=(x—-1,3)yD =
(y+1, -3, 2 - 2y), sabiendo que las aristas AB
y BD son perpendiculares y que las aristas AB y
AC forman un dngulo de 45°.

74 Halla el volumen del paralelepipedo de aris-
tas adyacentes PQ, PR, y PS, si:

75.Halla el volumen del paralelepipedo de aris-
tas adyacentes PQ, PR, y PS, si:

a. P =(2’0'-1)' Q =(2'-2'2)’ R =(4!1;0)1 S = (3I-1) 1)

b. P=(3,01),Q=(042),R=(-1,2,5),S=(51,-1)




1Y Para finalizar

0 Encuentra los dngulos del friangulo cuyos O Sea P el centro de la cara superior del pa-
véertices son A = (0; 1; 1); B = (-2; 4; 3); ralelepipedo de la figura 25y O su centro.
C=(1;2;-1). Halla su volumen sabiendo que:

) , A=(1,1,1),B=(4-1,2),P=(21,0),

O Una molécula de metano, CH,, esta esfruc- 0=(31,-2)
turada de manera que los cuatro dtomos n
de hidrogeno forman un tetraedro regular,
con el dtomo de carbono en su centroide.
El dngulo de enlace es el dngulo formado
por la conexiéon H-C-H, es decir, el dngulo
entre las lineas que conectan al dtomo de
carbono con dos de los dtomos de hidro-
geno. Calcula este angulo.

O Encuentra dos vectores perpendiculares a
u=(1,-1,1)yav=1(04,4).

@ Las componentes de en una base ortonor-
maldev,sonti=(3,1,2),v=(-24-7)y

w = (2,1, -4). Calcula:
a. uxv C.VXW
b. UXW d (@x2V)xw

> o5 > -

O Las componentesde u, v,wsonu = (1, 2, 3), 0 SeanF,=(2,5,-1) yF,= (1, - 3, 2) dos fuer-

V=(2,5-4) w=(T1,3). Halla zas aplicadas en el punto A = (1, 2, 3). Ha-
lla el momento de cada una de las dos
fuerzas respecto al punto 0 = (-1, 3, -4) (en
b. U x (VxW) unidades SI).

a. (UXV)XwW
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Vectores

Las matemdticas escondidas tras el baléon

Mientras se gritaba por «la Tri» en la Copa América, los hinchas pasaban discusiones intermi-
nables calculando los puntos necesarios, 1os partidos a ganar o empatar y las

posibilidades de entrar como mejor tfercero dependiendo de los
resultados de los demds partidos. Todo esto son apli-
caciones de la matemdtica que se hacen sin siquiera
darse cuenta. Pero esta infromisién de la ciencia en
el deporte va mds alld. En un gol influyen los vectores,
ddndole la direccién al balén, la fuerza a la patada, el
efecto por sus dngulos y su desviacion por la velocidad

y direccién del viento.

Por qué el digebra busca la x

El uso de las letras x, y, z para representar incodg-
nitas y las primeras del abecedario para valores
conocidos, se remonta al libro La geometrie de
Descartes. Se cuenta que cuando el libro se es-
taba imprimiendo y debido a la gran cantidad
de ecuaciones que tenia, los impresores, que uti-
lizaban letras de madera dispuestas sobre una
plancha para crear el modelo de cada pdgina,
se quedaban sin letras. El editor entonces le pre-
guntd a Descartes si podia emplear letras distin-
tas a las originales para las ecuaciones. Descar-
tes le respondid que le eran indiferentes las letras
que utilizara. El editor eligié entonces la x porque
en francés esta letra se utiliza poco.

Disenador de videojuegos

¢Quién no ha sonado con pasar sus dias de tra-
bajo frente a una pantalla disenando juegos
para una de las grandes consolas? (A quién no
se le ha ocurrido mil y una ideas para juegos
excelentes, llenos de humor, aventura y explosio-
nes magnificas al ver una pelicula o leer un libro
de ciencia ficcién? Pues detrds de todo juego
de video se encuentra un concepto matemdtico
base: los vectores. Desde los movimientos de los
personajes, el realismo en la fisica dentro de los
juegos, las texturas, los cambios de iluminacién,
los sonidos realistas hasta la manera en que el
juego sabe cdmo interpretar la ubicacién en el
mapa del usuario, todo el disefo de videojuegos
se basa en soffware que utiliza vectores.
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Noticia:

elpais.com fiene una seccidon de juegos con la
ciencia, en la que se publicé el siguiente articulo:
La importancia del juego en Matemdtica. Lo
puedes leer en: hiftp://elpais.com/elpais/2015/
08/19/ciencia/1439982619_073329.html.

Web:

El sobre magico de Lewis Carroll. Realiza este
juego con planos en: hitp://elpais.com/el-
pais/2015/07/02/ciencia/1435850002_183433.
html.

El uso de planos y lineas oblicuas sigue
siendo predominante en el diseno arqui-
tecténico contempordneo. En esta unidad,
estudiaremos como definir estos objetos en
el espacio, y también, cémo comparar sus
posiciones relativas.
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|. RECTAS EN EL ESPACIO
@ Como sucedia en el plano, para determinar una recta en

, y el espacio son precisos un punto y una direccién. Cualquier
La direccidn de una recta . . L
. vector que tfenga la misma direccion que la recta es un vec-
puede venir dada por un )
vector director o por dos pun- tor direcfor de esta.

fos. Luego, una recta queda

determinada por un punto y Consideremos la recta r que pasa por el punto Ay tiene el

un vector director o bien, por vector director v . La simbolizaremos por r(A; v).
dos puntos.

Veamos, a contfinuacion, diferentes formas de expresarla.
1.1. Ecuacion vectorial

Al observar la figura, vemos que, dado cualquier punto P de
Ig[ec’ro r, los vectores AP y v tfienen la misma direccién. Asi,
AP =kv, con k € R.

Por otfro lado, tenemos OP = OA + AP .

SiA=(-1,1,3) > o o .
yv=(3-21) Sean py a los vectores de posicion de P y A, respectivamen-
te. Puesto que AP = kv, a la igualdad anterior la escribimos
como:
p=a+kv
Ecuacién vectorial de r (A;V): A esta expresion, la conocemos como ecuacion vectorial
p=a+kv de la recta.

xy2z2)=(113)+k(3,-21)
Segn xy Z.)’ (a,a,a,)y(v,v,v,) las componentes de p, a
y v, respectivamente. Entonces, podemos expresar la ecua-
cién anterior como:

xyz)=(a,a,a,)+k(v,v,v)KkeR

1.2. Ecuaciones paramétricas

EC:GEiO”eS paramétricas de Desarrollamos la ecuacion vectorial de la recta r expresada
r(A;v): en componentes:
x=-1+4+3k
y=1-2k (X' Y, Z) = (a1' az' a3) + (le, kVZ, kV3)
z=3+4+k _
= (a,+kv,a,+kv,a,+kv,)

Al separar por componentes la ecuacion vectorial, obtenemos:

x=a+kv,
y=a,+kv,
z=a,+ kv,

A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones parameée-
fricas de la recta.



1.3. Ecuaciones continuas

Si en las ecuaciones paramétricas los valores V.V, Y vV, son
diferentes de cero, podemos despejar el pardmetro k en las
fres:

I = X-a, = y-a, = zZ-a,
Vl V2 V3
Al igualar las expresiones, tenemaos:
X-a, _y-a _ z-a
Vl V2 V3

A estas ecuaciones, las denominamos ecuaciones conti-
nuas de la recta.

1.4. Ecuaciones implicitas

A partir de las ecuaciones continuas de la recta, obtenemos:

X-a y-a

V11 = 22 = v,(x-a) =v,(y-a,)
X-a, Z-a,

v, = v, =v,(x-a)=v,(z-a,)
vx-vy+(ayv -av,)=0
vx-vy+(ayv,-av,)=0

A estas ecuaciones las solemos expresar de manera gene-
ral como:

Ax+By+Cz+D=0
Ax+By+Cz+D'=0

A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones implicitas
de la recta.

Dada larectar (A; V), con A= (2,-1,4) y v = (1, 0,-2) determinemos:
a. Su ecuacién vectorial.
b. Dos puntos de r distintos de A y un vector director distinto de v.
Resolucién:
a. La ecuacién vectoriales p=a+kv: (x,y,z) = (2,-1,4) + k (1,
0,-2)
b. Damos a k dos valores distintos de cero para obtener ofros dos
punfos, By C, der:
k=1=>B=(2,-1,4)+1(1,0,-2)=(3,-1,2)
k=2=C=(2,-1,4)+2(1,0,-2)=(4,-1,0)
Cualquier vector de la forma kv es un vector director de r. Asi,
cogeremos, por ejemplo, u=2-(1,0,-2) = (2,0, -4).

e~

Ecuaciones continuas de r
(A V).
x+1 y-1 z-3

3 2 1

Y TwBEN: 121

e Sien la ecuaciéon general
de la recta despejamos y,

tenemos:
__ A _C
Y= B * B

Observa que % es la pen-
diente de la recta, y que %

es la ordenada del punto de

interseccién de la recta con

el eje OY (ordenada en el

origen).

Si designamos la pendiente

por m y la ordenada en el

origen por b, a la expresion

anterior la escribimos:

y=mx+b

A esta expresion la conoce-

mos como ecuacion explici-

ta de la recta.

e Si la recta corta a los ejes
en los puntos (a, 0) y (0, b),
podemos escribir la recta

como:
X Y _
a + b 1
N vt
N
("V:J}
\‘
\\.
(6] a,5)\\x|

e A esta expresion la cono-
cemos como ecuacion
candénica o segmentaria
de la recta.

Ecuaciones implicitas de r

(A;?/):
2x+3y-1=0 }

x-3z4+10=0

ion
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7 N
Y TAMB‘EN @ Escribamos las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por \

. A= (3,1,-2) ytiene la direccién del vector vi= (-3, 2, 1).
Si conocemos dos puntos de

larecta, A= (a,a,a)yB= e Determinemos si el punfo B = (2, -1, 4) pertenece ar.
‘ 1 3
(b, b, b,), un vector director Resolucion:

derserd vV = [AB]:
V= (b1 -a, b2 -a, b3 - a3)

Las ecuaciones paramétricas de r (A; V) son:

x=3-3k
y=1+2k
z=-2+Kk

e Para saber si el punto B pertenece ar, debemos ver si sus coorde-
nadas satisfacen las ecuaciones paramétricas para algudn valor

~

W Fig. 2. de k:
5 o 2-3-3k ) k=—2
La ecuacion vectorial serd: 3
xy,2) =(a,a,a,) -1=1+4+2k } k=-1
+k(b,-a,b,-a,b,-a,) 4=-24+k k=6
y de aqui podemos obtener Puesto que obtenemos valores distintos de k, B no pertenece ar.
el resto de las ecuaciones de 7

la recta.
Por ejemplo, la recta que

Dados los puntos A= (3; 1; 0) y B=(5; 0; -1):

pasa por los puntos A = (1, [Gal i
4,2)y B = (5,3,0) tiene la KM a. Escribamos las ecuaciones continuas de la recta que pasa por A |
|

siguiente ecuacién vectorial; g' y B. !
> — b. Determi iel to C=(7;-1;-2 T dich ta, |

r (% y,7) =3 + k [AB] L% e erTlnemos si el punto ( ) pertenece a dicha recta i
Resolucion: — _ | |

xyz)=(1,42)+ a. Hallemos v = [AB] y tomemos este vector y el punto A para escri- i
+k(5-1,3-4,0-2) bir las ecuaciones continuas: !

N 1

xvz)=(1,42)+k4,-1,-2) v=(5-3;0-1;-1-0)=(2;-1;-1) !
Lon. x-3 _ y-1 _ z-0 I

r (A;v): 5 = =3 = "3 i

b. El punto C = (7; -1; -2) pertenecerd a r si verifica sus ecuaciones: !

|

7-3 _ -1-1 _ -2-0 :

5 = . T = C pertenece ar. i

e e e —

Escribamos las ecuaciones implicitas de la recta que pasa por el
punto P = (1, —2, 6) y tiene como vector director a v = (2, 3, 1).
Resolucion:

Escribimos las ecuaciones continuas de la recta:

<
o
Q
=
=
M

x-1 _ y+2 _ z-6

2 3 1
Y, a partir de ellas, hallamos las ecuaciones implicitas:
x-1 y+2

5 = 3 =>3x-3=2y+4 | =3x-2y-7=0

>y+2=32-18 | =y-32+20=0

Prohibida su reproduccion
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Escribamos las ecuaciones paramétricas y determinemos un vector
director de la recta r cuyas ecuaciones implicitas son:

Xx+2y-z-3=0
2x+5y+2z-4=0

Resolucion:

Para transformar las ecuaciones implicitas en paramétricas, resol-
vamos el sistema por el método de Cramer.

* Escogemos un menor de orden dos cuyo determinante sea dife-
rente de cero:

2 5‘ =5-4=1%0

 Sustituimos la incégnita que no interviene en dicho menor por
un pardmetro z = k, y tfrasladamos los términos que contienen k
al segundo miembro de las ecuaciones:

x+2y-z-3=0 x+2y-k-3=0
=
2x+5y+2z-4=0 2x+5y+2k-4=0
x+2y=k+3
2x+ 5y =-2k+4

e Finalmente, aplicamos la regla de Cramer:

|k +3 2
=L145 — 5k + 15 + 4k - 8= 7 + 9k
| 1 k+3 ‘
_%“4 = 2k +4-2k-6=-2-4k
z=Kk
. o x =7+ 9k
Luego, las ecuaciones paramétricas son: y=-2-4k
Un vector director serd v = (9, - 4, 1). z=k

1. Explica qué caracteristica comun tienen los diferentes vectores
directores de una misma recta.

2. ExplicaSi(x,y,z) =(2,-7,1) + k (2, 3,-2) es la ecuacion vecto-
rial de la recta r, determina: a) dos puntos de r; b) ofra ecuacién
vectorial.

3. Representa la recta con vector director \; = (3, -1,4) y que pasa
por el punfo A = (-1, 2, 3).

4, Determina la ecuacién vectorial de la recta que pasa por los
puntos Ay B, siendo A= (3,0,-5)y B=(1, -4, 6).

5. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por
el punto A = (7, 2,-3) y tiene la direccidon del vector v = (1, 0, -2).

6. Dados los puntos A = (2,1,4) y B = (3, -1, 2), escribe las ecua-
ciones paramétricas y continuas de la recta que pasa por Ay B,
y averigua si el punto C = (1, 3, 7) pertenece a dicha recta.

S |

AV

Gaspard Monge

Matemdtico francés (Beaune,
1746-Paris, 1818).

De origen humilde, estudié en
el Colegio de la Orden de los
Oratorianos e ingresd en la Es-
cuela de Ingenieros Militares
de Meziéres en 1764.
Fundador de la geometria
descriptiva, elabord métodos
para la representaciéon de fi-
guras espaciales.

Monge no solo fue un buen
matemdtico, sino también
un buen maestro, tanto por
su capacidad para exponer
con claridad y sencillez los
conocimientos, como por el
entusiasmo que despertaba
en sus alumnos.

En 1794, participd de manera
decisiva en la creacién de
I'Ecole Polytechnique de Paris,
una institucién docente por la
que pasd la mayoria de los
matemdticos del siglo XIX.

A partir de las clases imparti-
das en [Ecole Polytechnique
y en l'Ecole Normale de Paris,
Monge publicé varios libros,
entre los que destacan Feu-
illes d'analyse apliquée a la
géometrie (1795), Géométrie
descriptfive (1798)...

Estos textos y la labor educa-
tiva de Monge constituyeron
un impulso fundamental para
el posterior auge y desarrollo
de la geometria a lo largo del
siglo XIX.

http://goo.gl/qTGex7
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1.5. Posiciones relativas de dos rectas

Las ecuaciones implicitas de las rectas son ecuaciones lineales. De ahi que podamos determi-
nar la posicién relativa de rectas en el espacio, a partir del estudio de la compatibilidad de los
sistemnas de ecuaciones lineales correspondientes.

Veamos qué posiciones relativas pueden presentar dos rectas, T (A; v) yT' (A'; v), dadas por

sus ecuaciones implicitas:

Ax+By+Cz+D =0

Ax+By+Cz+D,=0

Ax+By+Cz+D,=0

Ax+By+Cz+D,=0

Para hallar las posiciones relativas, consideramos el sistema formado por las cuatro ecuacio-
nes y escribimos la matriz M y la matrizampliaoda M', asociadas con dicho sistema:

A, B, C
_[ A B, C
A, B, C
A, B, C

e
[ty

)

w
w

> > >
™ Z =T

w
EN
o~

eHeNeNe)

Si al reducir ambas matri-
ces, obtenemos solo dos
filas no nulas, es decir, un
sistema compatible inde-
terminado, las rectas son
coincidentes.

Si al reducir la matriz M
obtenemos dos filas no
nulas, y al reducir la ma-
triz M’ obtenemos tres filas
no nulas, las rectas son
paralelas.

Si al reducir ambas matri-
ces obtenemos tres filas
no nulas (es decir, tene-
mMos un sistema compati-
ble determinado), las rec-
tas son secantes, en otras
palabras, se cortan en un
punto.

AT

Si al reducir M’ tenemos
cuatro filas no nulas (un
sistema  incompatible),
podemos deducir que no
hay puntos comunes.

Las rectas son alabeadas
(se cruzan).

\

M Tabla 1.

En caso de que las dos rectas vengan dadas por sus ecuaciones vectoriales, paramétricas o
continuas, podemos determinar su posicién relativa a partir de sus vectores directores.

Coincidentes

Paralelas

Si los vectores directores respectivos v y V' fienen la mis-

ma direccién, las rectas son coincidentes o paralelas.
v=kv'

Para distinguir cada caso, bastard tomar un punto

cualquiera de una de las rectas y sustituir sus coorde-

nadas en la ecuaciéon de la otra.

Si cumple dicha ecuacion,
son rectas coincidentes.

Si no la cumple, se trata
de rectas paralelas.

Se cortan

Se cruzan

Si los vectores directores respectivos, v y V', no tienen
la misma direccién, las rectas se cortan o se cruzan.
v #kv'

Para distinguir cada caso, igualamos las ecuaciones

vectoriales de ambas rectas.

Si existe solucién, las rec-
tas se cortan,

Si no existe solucion, las

rectas son alabeadas.

M Tobla 2.



1.6. Posiciéon de rectas respecto de la referencia

Eje OY

Eje OX

Eje OZ

rey ) =0.000+k1L0.0) Ty = (0,0,0) + k0, 1,0)

r: {y=0 r_{sz
z=0 "lz=0

Recta paralela al eje OX Recta paralela al eje OY

(a4, ag, ag) Ve

————— =

r: (x,y,z) =(0,0,0) +k(0,1,0)

r:{X:al
z=a,

r:(x,y,z)=(a,a,a,) +k(1,0,0)

r [y=a2
z=a,

Recta paralela al plano XY

Recta paralela al plano XZ

r: (% y,z) = (0,0, 0) +k(0,0,1)

_ x=0
P {y=0

Recta paralela jal eje OZ

r: (x,y,2) =(0,0,0) +k(0,0, 1)

r:{xzal
y=a,

Recta paralela al plano YZ

r:(x,y,z) =(0,0,0) +k(1,0,0)

Tlz=a y=a,
3

r: (xy,z) = (0,0,0) +k(1, 0, 0)

r:(xy,z) =(0,0,0) +k(1,0,0)

r_{By+Cz+D=0
x=a,

H Tabla 3.



W Fig. 3.

SiA=(-1,1,3),

u=(1,0-1)y
=(3,-2,1)

s . - .
Ecuacién vectorial de mt (A; u, v):

p=a+7\1_1)+ |,u7
xyz)=(113)+
AL O,-D)+ pn(3,-2,1)

2. PLANOS EN EL ESPACIO

Para determinar un plano en el espacio, son precisos un
punto y dos direcciones diferentes, Estas direcciones vienen
dadas por dos vectores no paralelos a los que denomina-
mMos vectores directores del plano.

Consideremos el plano L que pasa por el punto Ay tiene los
vectores directores u y v. Lo simbolizaremos por L(A; U,V ).

Veamos, a continuacidn, diferentes formas de expresarlo.

2.1. Ecuacion vectorial

Observa en la figura el plano L (A; 4, V).

OA OP
M Fig. 4.

@)

Dado un punto genérico P del plano, el vecTor AP resulta
de la suma de multiplos de los vectores u vy v . Por tanto,
AP = AU+ pv conAyp€ER.

Ademds, se cumple:

OP = OA + AP

Sean p y a Ios vectores posmon de Py A, respectivamente,
Puesto que AP =AU+ uv, a la igualdad anterior la podemos
escribir como:

p=a+Au+puv

A esta expresion la conocemos como ecuacion vectorial
del plano.

Sean (x,, z),a(ag, a, a32,(u1, u, u,) y (v, v, v,) las compo-
nentes de p ,a,u y v respectivamente. Entonces, podemos
expresar la ecuacién anterior como:

x vy z)=(a,a,a,) +A(u,u,u,)+u(v,v,v,)



Ejemplo 6

2.2. Ecuaciones paramétricas

Desarrollemos la ecuaciéon vectorial del plano L expresada en componentes:
xyz)=(a,a,a) +A(u,u,u)+p(v,v,v,)=

=(a,+Au, +uv,a,+Au, + v, a, + Au, + pv,)

Al separar las fres componentes de la ecuacién vectorial, obtenemos:
X=a,+Au, + pv,

y=a,+Au, + pv,

z=a,+ Au, + pv,

A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones paramétricas del plano.
2.3. Ecuacién general

Para cada punto del plano, a las tres ecuaciones paramé-
fricas podemos considerarlas como un sistema de ecuacio-
nes con dos incoégnitas, Ay W, que debe tener solucién Unica.
Por ello, el sistema:

X-a,=Au, + pv,
y-a,=Au, + pv,
z-a,=Au, + v,

debe ser compatible determinado. Al desarrollar y resolver
el sistema de ecuaciones con esto en mente, obtenemos:

(u,v,-u, v, )x+ (u v, -u vy +(u v,-u,v)z+[-a (u,v,-u,v,)
-a, (u,v,-u vy )-a(u, v,-u, v, )]

Sillamamos A, By C a los coeficientes respectivos de x,y, zy 2x-4y-2248=0

D al término independiente, obtenemos la ecuacion lineal:
X+2y+z-4=0
Ax+By+Cz+D=0

gue conocemos como ecuacion general, cartesiana o im-
plicita del plano.

Sea el plano Tt (A; u,v) con A= (3,0,-1) u=(1,2,-3), SiA=1ypu=1:C=(3,0,-1) +1(1,2,-3) + 1(-2,3,
v = (-2, 3, 0). Determinemos: 0)=(25-4)

a. Su ecuacion vectorial c. Obtenemos dos vectores directores del plano a
b. Dos puntos de w distinfos de A partirde A, By C:

c. Dos vectores directores distintos de u’y v’ BC=(2-4,5-2,4-(-4))=(-2,3,0) = ¢

d. Otra expresidn de la ecuacion vectorial AC= (2-3,5-0,-4-(-1)) =(-1,5,-3) = V'
Resolucién: .

a (%77 =(3,0,-1) + A (1,2,-3) + 1 (-2,3,0) d. Como los vectores u' y v' son linealmente inde-

b. Damos diferentes valores a Ay p para obtener
otros puntos:
SiA=1yp=0:B=(30,-1)+1(12-3) + ®yz)=&2-HD+A(230+1(L5-3)

otra ecuacién vectorial. Asi, para B = (4, 2, -4):

0(-2,3,0)=(4,2,-4)

pendientes, podemos utilizarlos para escribir

Ecuacién general de Tt (A; u, v):
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2.4. Posicion relativa de dos planos

Veamos las posiciones relativas que pueden presentar dos planos L (P; 4 ,V) y L'(Q; u',v"),
cada uno de ellos dado por su ecuaciéon general:

L:Ax+By+Cz+D=0
L:Ax+B'y+Cz+D'=0

Para hallar las posiciones relativas, consideramos el sistema formado por las dos ecuaciones:

Sistema consistente indeter-
minado: Sus soluciones de-
penden de dos pardmetros.

Equivale a:
A_B_C_D
A B (C D'

Los planos son coincidentes.

Asi, por ejemplo, los planos L
y L

L:0,6x-0,2y-0,4z+ 2,4=0
L:3x-y-2z+12=0

son planos coincidentes,

puesto que:
06 -02_ -04 24
3 -1 2 12

M Tabla 4.

Sistema inconsistente: No

hay puntos comunes.

Equivale a:
A_B_C_D
A B C D

Los planos son paralelos,

IL

&

Asi, por ejemplo, los planos L
yL

L:2x+3y-z+1=0
L:4x+ 6y-22+7=0

son planos paralelos, puesto
que:

Sistema consistente indeter-
minado: Sus soluciones de-
penden de un pardmetro.

Equivale a:

A . B A _ C B _C
AT’
Los planos son secantes, es
decir, se cortan en una recta.

Asi, por ejemplo, los planos L
yL
L:2x-y+3z+1=0
L:x+y+5z+4=0
son planos secantes, puesto
que:

a m3x-y+2z=0
m:6x-2y+4z-1=0

b. m:2x-y+3z+4=0
m:x+3y-2z+1=0

N

7. Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de planos:

APV

c. m:5x-2y+3z=0
m:6x-2y+4z-1=0

d mz+1=0

m:z=1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



2.5. Posicion relativa de tres planos

Para estudiar la posicion relativa de fres planos, L, (A;u,v),L
(AU V) y L,(A"; u",v"), dados por sus ecuaciones generales:

L1: Alx
LZ: AzX
L,: A3x

+By+Cz+D, =0
+By+Cz+D,=0
+By+Cz+D,=0

: m __________

Visita:

1
1
1
1 www.josechu.com/planes_
1
1
1

in_3d/index_es.htm#1

Consideramos el sistemna formado por las fres ecuaciones
y escribimos la matriz M y la matriz ampliaoda M', asociadas

con dicho sistema:

[
-

M=

> > >
o o W
O 00

w
w

Al reducir las matrices:

1 . A1 Bl Cl 'D1
5 M' = A2 32 C -D2
3 A3 B3 C3 'D3

M tiene una fila no nula.
M' tiene una fila no nula.

Sistema consistente inde-
terminado: Sus soluciones
dependen de dos pard-
metros.

M tiene dos filas no nulas.
M’ tiene dos filas no nulas.

Sistema consistente indeterminado: Sus soluciones
dependen de un pardmetro; luego, estos planos tie-
nen una recta en comun. A continuacion, debemos

determinar si existen dos planos coincidentes

Entonces, los planos son
coincidentes.

No existen planos coinci-
dentes. Los tres planos son
secantfes en una recta.

Existen planos coinciden-
tes. Dos de los planos son
coincidentes y secantes
al tercero.

M tiene tres filas no nulas.
M’ tiene tres filas no nulas.
Sistema consistente de-
terminado: Los planos son
secantes en un punto.

M tiene una fila no nula.
M’ fiene tres filas no nulas.

Sistema inconsistente: Al fener M una fila, existen pla-
nos paralelos. A continuacién, debemos determinar
si existen planos coincidentes.

M tiene dos filas no nulas.
M’ fiene tres filas no nulas.

Sistema inconsistente: Al fener M dos filas, existen pla-
nos secantes. A contfinuacion, delbemos determinar si

existen planos paralelos.

No existen planos coinci-
dentes. Planos paralelos y
distinfos entre fodos.

2

3

En este caso, existen pla-
nos coincidentes.

Dos planos coincidentes
y paralelos al tercero.

No existen planos para-
lelos. Los planos son se-
cantes, o se cortan, entre
pares.

Existen planos paralelos.
Dos planos paralelos y se-
cantes al fercero.

M Tabla 5.
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2.6. Posicion de planos respecto de la referencia

4 Plano XY
B 0.0,1) Vectores directores: | = (1,0, O)fj = (0, 1,0). Un punto: (0, 0, 0)
o 1 (x,y,2) = (0,0,0) + A (1,0,0) + (0, 1,0)
Z mz=0
1 ?z 0,1,0) Plano XZ
) » Vectores directores:i= (1,0, 0), k= (0,0, 1). Un punto: (0, 0, 0)
Y T (%,y,2) = (0,0,0) + A (1,0,0) + 1 (0,0,1)
i=(1,0,0) my=
Plano YZ
X Vectores directores: f= (0,1,0), k= (0,0, 1).Un punto: (0,0, 0)
m(x,y2)=(000)+2(0,1,0)+pn(0,0,1)
mx=0
Z T Plano paralelo al plano XY
Vectores directores: | = (1,0,0), f = (0, 1,0).Un punto: (a,, a,, a,)
ol % T (x,y,2z)=(a,a,a,) +A(1,0,0) +n(0,1,0)
X/ mz=a,
Z Plano paralelo al plano XZ
Vectores directores: i = (1,0,0),k=(0,0,1).Un punto: (a,,a,a,)
0 — % T (x,y,2z)=(a,a,a,) +A(1,0,0) +n(0,0,1)
X my=a,

z Plano paralelo al plano YZ
Vectores directores: f: (0,1,0), k= (0,0,1).Un punto: (a,, a,, a,)
> (XY z)= (al, a,, a3) +2A(0,1,0)+pn(0,0,1)
T:X=a,

Plano paralelo al eje 0X
n:By+Cz+D=0

Plano paralelo al eje OY
n:Ax+Cz+D=0

Plano paralelo al eje 0Z
n:Ax+By+D=0

B Tabla 6.

S 4>
8 | 8. Indicala posicion relativa de las siguientes rectas y planos respecto de los ejes y planos de referencia Q
Q |
8
> i a. (x-z-5=0 c. (x=2 e (x=2 g (x=0
: : y=2 y=-3 y=-1+k 7=
< |
a : 7=

|

! b. y=0 d x=3 f. 3z=-5 h. 5y-2x=0 !

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777



2. POSICION RELATIVA DE RECTA Y PLANO

Para determinar las posiciones relativas de una recta r(A';v) y un plano L(P;u, v), expresaremos
la recta mediante sus ecuaciones implicitas, y el plano, mediante su ecuacion generall.

Ax+By+Cz+D=0
Ax+By+Cz+D=0

L:Ax+By+Cz+D=0

A continuacion, consideramos el sistema formado por las fres ecuaciones y escribimos la
matriz M y la matriz ampliada M’, asociadas con dicho sistema::

A1 Bl C1 A1 B1 C1 _Dl
M= | A, B, C, M=[ A, B, C, |-D,
A3 B3 C3 A3 B3 C3 'D3
Si al reducir las matrices:
M tiene dos filas no nulas. M fiene dos filas no nulas. M tiene fres filas no nulas.
M’ tiene dos filas no nulas. M’ tiene tres filas no nulas. M’ tiene tres filas no nulas.

Sistema consistente indetermina-

do: Sus soluciones dependen de | Sistema inconsistente: No hay pun- | Sistema consistente determinado:
un pardmetro. tos comunes. La rectay el plano son secantes.
La recta estd contenida en el plano. | La recta y el plano son paralelos.

M Tabla 7.

En caso de que la recta y el plano vengan dados por sus ecuaciones vectoriales o paramé-
tricas, es conveniente determinar sus posiciones relativas a partir de sus vectores directores.

Recta contenida en el plano Recta y plano paralelos Recta y plano secantes

Si el vector director de la recta es suma de multiplos de los vectores di- | Si al vector director de la recta no
rectores del plano, la recta estd confenida en el plano o es paralela a | o podemos expresar como suma
él. En este caso, el rango de la matriz formada por las componentes de | de multiplos de los vectores direc-

los tres vectores serd 2. tores del plano, la recta y el plano
Para distinguir cada caso, bastard ftomar un punfo cualquiera de la rec- | serdn secantes.
ta y sustituir sus coordenadas en la ecuacién del plano En este caso, la matriz formada por

las componentes de los tres vecto-
res serd de rango 3.

LS
/

M Tabla 8.

Si verifica dicha ecuacion, la recta | Si no la verifica, la recta es parale-
estd contenida en el plano. la al plano.




. ANGULOS ENTRE ELEMENTOS DEL ESPACIO

En la unidad 4, estudiamos la operacién producto escalar
entre dos vectores y vimos cémo nos permitia definir y de-
terminar el dngulo entre ellos. Ahora, veremos coémo definir
y determinar el dngulo que forman dos rectas, dos planos, o
una recta y un plano.

4.1. Angulo entre dos rectas

/ En el espacio, dos rectas pueden ser coincidentes, parale-

las, secantes o pueden cruzarse. A los dngulos que determi-
a=0° nan los definimos de manera diferente en cada caso. Asi:

 Si dos rectas son coincidentes o paralelas, forman un an-

\ gulo de 0°.

s  Si dos rectas son secantfes, deferminan cuatfro dngulos,
o= 0° iguales en pares. Al menor de ellos lo definimos como el
angulo entre las rectas.
r ' .
\  Si dos rectas se cruzan, el dngulo entre ellas es el menor
\& de los dngulos que forma la paralela a una de ellas que
s corta la otra.
. Observa que, sitomamos un vector director de r y uno de s,
:\I\,L el dngulo formado por estos vectores coincide con el dngu-
1 ! . '
! ! : lo entre las dos rectas, si es agudo, 0 con su suplementario,
1
RRREISN j 3y« s en el caso de ser obfuso.
S~ 1
Tk r s S r L s s
r v v u v
u \
M Fig. 5. 4 4
0Lv=Trs U, v = 180°1 S

Por tanto, el coseno del dngulo a entre las dos rectas coin-
cidirg, salvo en el signo, con el del dngulo que forman sus
vectores directores:

U - v U - VI

>, o

[ul vl

cos (53) = cos a = |cos (U, V)| =

e -
[ul vl

siendo u y v vectores directores de r y s respectivamente.
Entonces:

|- V]

. T

o= arccos ———— ;€ [O,—]
lul vl 2

Sid=(u,u,u)yv=(v,v,V,), resulta:

Iulv1 +u,v,+ u3V3|
2 2 2 2 2 2
\/u1 +u2 +u3 \/V1 +V2 +V3

CoOS a =




e e e e -

~ Calculemos el dngulo que forman las rectasry s. x=72- % K
& p Xtz _y-1_, 3 Un vector director es u = (1,3,-2).
Q 5 2 y=1-—-k
£ 2
o X+y+2z=3 z=k
- |x-y-z=1
Apliguemos la formula del producto escalar para

« Un vector direcfor de r es v =(5,2,1). 51423 +1-(-2)l

X cosa =
e Para hallar un vector director de la recta s, es- V52 + 22412 124 32+ (-2)?
cojamos z como pardmetro y resolvamos el sis-
tfema de ecuaciones por el método de Gauss. cos a = 0.439 = « = arccos (0,439) = 63,95°

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Hallemos un vector director de r y ofro de s: conocer el dngulo entre los vectores v y U : |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I

Las rectas r y s forman un dngulo de 63,95°,

4.2 Rectas perpendiculares

En la figura 6 podemos observar que dos rectas son perpen-
diculares cuando sus vectores directores |o son. Pero hemaos A;
visto que dos vectores son perpendiculares cuando su pro-
ducto escalar es cero. Entonces:

Dos rectas ry s son perpendiculares si el producto esca- a0
lar de sus vectores directores respectivos u y v es cero. i >

E
rlseu-v=0

Asi, podemos afirmar que las rectas r: (x,y,z) = (0, 0, 0) +

k(3,2,4)ys: (xy,2) = (1,1,3) +k(0, 2,-1) son perpendicula- J-7=0
res, puesto que sus vectores directores respectivos cumplen  m Fig, 6.
que:

(3,2,4)-(0,2,-1) =0

e e e e —

Determinemos la ecuacion vectorial de la recta s que pasa por el punto A y corta perpendiculares a la

og rectar, siendo A= (1,02)yr: (x,y,2) =(2,1,0) + k(3,2, 1) .
2 t, B=(2+3k 1+2kk)
() —
[Ty El vector (AB) es perpendicular al vector director
390" de r; por fanto, su producto escalar serd 0:
r
B

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

(AB) = (1 + 3k, 1 + 2k, k- 2) i
(1+3k1+2kk-2)-(3,2,1)=0 }
34+9k+2+4k+k-2=0 i
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

3 —
Solo existe una recta que pasa por A 'y corta per- l4k=-3=k=- 14 = AB =

pendicularmente ar.
Llamemos s a esta recta y B al punto comun entre Larectases: (x,y,z) = (1,0, 2) +k(5,8,-31).
rys.

Expresamos el punto B como punto de la recta r:

(E 8 3_1>
14' 14" 14




Y TAVBEN: |21

Angulo diedro es la regién
del espacio limitada por dos
semiplanos que fienen una
recta comun, llamada arista.

Angulo rectilineo de un die-
dro es el dngulo plano que
obtenemos al cortar el diedro
con un plano perpendicular
a la arista.

Angulo diedro

/ ‘ W Fig. 7.

Angulo rectilineo del diedro
El vector normal
es ortogonal al plano
Dadosm:Ax+By+Cz+D=0y
(xl, Y zl) Y (X, ¥, Z,). dos pun-
tos de m, el vector determina-
do por estos puntos es

V= (Xz “Xp Yt YpZy Zl)

Y, por ser puntos del plano,
cumplen:

Ax,+ By, +Cz+D=0

Ax,+ By, +Cz, =-D
Ax,+By,+Cz,+ D=0
Ax,+By,+Cz,=-D

Calculamos el producto es-
calar del vector normal, n =
(A, B, C)por el vector v :

-

-

n-v=
=(AB,0)- (x2 XY, Yy Zy- zl) =
=A(x,-x) +B(y,"y,) +C(z,-z)=
=Ax,+By,+Cz,-(Ax,+By,+Cz )=
=(-D)- (-D) =0
Por tanto, el vector n es orfo-

gonal a cualquier vector del
plano.

Ejemplo 9

Dos planos en el espacio pueden ser coincidentes, parale-
los o secantes. Veamos cOémo definimos en cada caso el
dangulo entre ellos.

* Silos dos planos son coincidentes o paralelos, forman un
dngulo de 0°.

* Silos dos planos son secantes, determinan cuatro dngulos
diedros, iguales por pares. Al menor de ellos lo definimos
como el dngulo entre los planos.

-~ e ol

/L,

M Fig. 9. M Fig. 10.
A un dngulo diedro le asignamos la medida del dngulo rec-
filineo correspondiente. Para obtener la medida de este dn-
gulo utilizaremos el vector normal o caracteristico de cada
uno de los planos.

M Fig. 8.

Observa en la figura 10 que el dngulo a entre dos planos L, y
L,, con vectores normales (ﬁl) y (ﬁz), coincide con el dngulo
entre dichos vectores, si es agudo, 0 con su suplementario,
en el caso de ser obtuso.

Por tanto, el coseno del dngulo a entre los dos planos coinci-
dird, excepto en el signo, con el del dngulo que forman sus
vectores normales.

- - - -
5 > . .
_ In.-n || _ In -n|
— — — 1 2| = 1 2
cos (L,L)=cosa=lcos(n,n)|= =

In | In,| In | In,|

siendo (n,) y (n,) vectores normales de L, y L,, respectiva-
mentfe. Enfonces:

In. - n|

. T

a =arccos | —s+t—=%|,a€ [O,—]
n| n,| 2

Si(n)=(A,B,C)y(n)=(A,B,C,) resulta:

IAA,+ B, B,+C,C,|
2 2 2 2 2 2
VA?+ B+ C*VA?+B,+C,
Dados los planos L;:3x-y+2z+1=0yL;:2x+y-5z-1=0,de-
ferminemos el dngulo que forman.

Cos o =

\

|
i
Escribimos un vector normal a L, ﬁlz(3, -1,2) yotro a L, n2=(2, !
1,-5). |
Calculamos el dngulo que forman (1) y (1,): |
|
|
|
|
I

3-2+(-1)-1+2-(-5)I =arccos (0,244) = 75,88°
Vo+1+4 V4a+1+25 )

O = arccos




o
o
o
£
o
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4.3 Planos perpendiculares

En la figura puedes apreciar que dos planos serdn perpen-
diculares cuando sus vectores normales lo sean. Pero hemos
visto que dos vectores son perpendiculares cuando su pro-
ducto escalar es cero. Entonces:

Dos planos L, y L, son perpendiculares si el producto escalar
de sus vectores normales respectivos, (nJ =(A,B,C)y )
=(A, B, C,) es cero.

LlL M) (n)=0<AA+BB,+CC,=0
Enfonces, podemos afirmar que los planos L,:2x -3y +z-4 =0

yL;:y+ 3z-2 =0 son perpendiculares, puesto que sus vec-
fores normales respectivos cumplen:

(2,-3,1)-(0,1,3) =0

—_———— e =

Hallemos la ecuacién de un plano L,, perpendicular al plano L;:
x+3y-z+1=0yquecontienealarectar:(x,y,z) =(1,3,4) +
k(-1,-2,5).

A

Observamos en la figura que solo existe un plano que contenga a
ry sed perpendicular a L,.

* Como L, ha de contener la recta r, cualquier punto y cualquier
vector director de r lo serdin también del plano. Asi, A=(1, 3, 4) es
un punto de L,y i = (-1,-2,5), un vector de L,.

e Como L, hade ser perpendicular a L, , el vector normal asocio-
doal, serd un vector director de L, v =(1,3,-1).

Puesto que U y v no son paralelos, L, es el plano determinado por
Auyv.

L:<x,y,z>=<1,3,4>+2<-1,-2,5> + u<1, 3,-1>

Y su ecuaciéon general dada por el sistema de ecuaciones:

x=1-A4+p
y=3-2A+3u
z=4+5A-p

S ——

L,:13x-4y+z-5=0.

= L
2
nl
90°
/ ;
1
90°
n -n,= 0
M Figll.

v TwBEN: 1]

S
P

P

Si tenemos un plano 7w
expresado mediante su
ecuacién vectorial o sus
ecuaciones paramétri-
cas, podemos obtener
un vector normal al plano
efectuando el producto
vectorial de sus vectores
directores.
Asl,sim:p=a+ Al + uv, un
vector normalesn=1u-V.
Podemos escribir la ecua-
cién general de un plano
conocidos un punto de
este y un vector normal.
Por ejemplo, la ecuaciéon
general del plano deter-
minado por el vector nor-
maln = (1,0, 3) serd:

mx+3z+D=0

i ademds contiene el punto
= (0,0, 1), cumplird:
0+3:1+D=0;D=-3

or tanto, el plano es:

mx+3z—3=0

ion

Prohibida su reproducc



4.4. Angulo entre recta y plano

Una recta puede estar incluida en un plano o bien ser para-
lela o secante a él. Veamos cémo definir, en cada caso, el
dngulo entre ellos.

* Enla figura 12 la recta estd incluida en el plano o ambos
son paralelos, recta y plano forman un dngulo a de 0°

* Enlafigura 13 la recta y el plano son secantes, definimos
el dngulo a entre recta y plano como el dngulo menor
que forma la recta con una linea sobre el plano.

Observa la figura 14. El dngulo o que forman la rectar vy el
plano L es el complementario del dngulo B que forma la
recta r con una recta s perpendicular al plano. Ademds, el
dangulo entre las rectas r y s coincide con el angulo entre el
vector director de la recta r y el vector normal al plano L, si
es agudo, o con su suplementario, en el caso de ser obtfuso.
Por tanto, el seno del dngulo a coincidird con el coseno del
angulo B .Y este coincidird, salvo en el signo, con el del an-
gulo que forman un vector director de la recta y un vector
normal al plano.

V-1

[vl Inl

siendo v el vector director de r, y 1i el vector normal de L.

sen (r,/\L) = sen o = Cos (F,?) = cos B =lcos (v,n)|=

O = arccos

,O(E[O,l]
2

Siv=(v,v,v,)yn=(AB,C), resulta:

lv.A+v,B+v,(]|
Vvi2+v)?+v.? VA + B 4 C?

sen a =

e

Calcula el dngulo que forman la recta ry el plano .

x =3+Kk
r:{y =-2+k m3x-4y+5z-1=0
z=75

Escribimos un vector director de la recta y un vector normal al plano:

v=(1,1,0) n=(3-45)
Hallamos el dngulo o :
lv,A+v,B+v,Cl| 1
o = arc sen =arcsen — =5,74°
V12+1240° V32 +(-4)7+5 10 J

Si el vector director de la recta es paralelo al vector nor-
mal del plano, la recta y el plano son perpendiculares.

Esto se compruebasir L L & M = Vs = Vs
A B C




5. DISTANCIAS ENTRE ELEMENTOS DEL ESPACIO

A continuacién veremos cémo definir y calcular la distancia
entre diferentes elementos geométricos del espacio.

5.1. Distancia entre dos puntos

Dados A=(a, a, a,)yB=(b, b, b,), dos punfos en el espa-
cio, definimos la distancia entre ellos como sigue.

La distancia entre los puntos A y B es el mdédulo del vector
(AB).

d(AB)=V(b,-a,)?+ (b,-a,)*+(b, - a,)?
Esta distancia cumple las siguientes propiedades:
* d(AB) >0,ysid(AB) =0, enfonces A=B
* Propiedad simétrica: d(A, B) = d(B, A)
* Desigualdad friangular: d(A, B) < d(A, C) + d(C, B)
siendo C = (c, c,, c,)
Determinaremos la distancia entre dos elementos cualquie-
ra del espacio a partir de la distancia entre dos puntos, te-
niendo en cuenta que siempre se tratard de la menor de las

distancias posibles entre los puntos de uno de los elementos
y los puntos del otro.

5.2. Distancia de un punto a una recta

La distancia entre un punto P y una rectar, d (P, r), es la mi-
nima de las distancias entre P y un punto cualquiera de la
recta.

* Si P es un punto de la recta r, la distancia es 0.

* SiP noesunpuntodelarectar, ladistanciade Pares el
maodulo del vector perpendicular a r con origen en P,

Veamos cémo calcular mas facilmente la distancia de un
punto P a una recta r si el punto no pertenece a la recta.

Sean un punto Q y v un vector director de la recta.

Obseﬁg la figura. El area del paralelogramo determinado
por (QP) y por v es el_rpédulo del producto vectorial de am-
bos vectores, S =[(QP) - V |.

Pero el drea de un paralelogramo también viene dada por
el producto de su base por su altura. Enfonces, igualando las
dos expresiones del drea y despejando d(P, r), obtfenemos
la distancia buscada:

IQP - VI

dbn= =g

Y TAVBEN: |1

Proyeccién ortogonal
de un punto sobre una recta
Dados un punto P y una rec-
fa r, llamamos proyeccion or-
togonal del punto P sobre la
recta r al punto P’. Este punto
P’ es la interseccidn de la rec-
ta r con el plano que contie-
ne el punto P y es perpendi-
cular a ella.
Para hallar la proyecciéon or-
togonal del punto P sobre Ila
recta r seguimos estos pPasos:
* Hallamos el plano =, per-
pendicular a r y que con-
tiene a P.

e Calculamos el punto P, in-
ferseccidn demyr.

Asi, dados el punto P = (2,4, 1)

ylarectar:

r:xyz)=(,3-1)+k({,2

1) para hallar la proyeccidn

orfogonal procedemos del

siguiente modo:

* Hallomos el plano 7, per-
pendicular a r y que con-
fiene a P.

Por ser perpendicular a r,
el vector director de r serd
un vector normal de m.
Luego:
mx+2y+z+D=0
Y, como ha de contener el
punto P, se fiene:
Asi, la ecuacién de T es:
Tx+2y+z—11=0
e Escribimos la recta r me-
diante sus ecuaciones im-
plicitas y hallamos el punto
de interseccién de mwy r;

2x-y-1=0
x-z-3=0
Xx+2y+z-11=0




' ap

a L

Q P’

W Fig. 16.
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Proyeccién ortogonal de un
punto sobre un plano
Dados un punto P y un pla-
no m, llamamos proyeccion
orfogonal del punto P sobre
el plano © al punto P'. Este
punto P’ es la interseccion
del plano T con la recta que
contiene el punto P y es per-

pendicular a .

Para hallar la proyeccién or-

togonal del punto P sobre el

plano T seguimos estos pa-

SOS:

* Hallamos la recta r, per-
pendicular al plano © vy
que contiene a P.

e Calculamos el punto P’, in-
terseccidbn dery m.

Asi, por ejemplo, dados el
punto Py el plano T
P=(-2,0,3)

T 4x+2y-4z+3=0
para hallar la proyecciéon
orfogonal procedemos del
siguiente modo:

e Hallamos la recta r, per-
pendicular a Ty que con-
fiene a P:

xv,2)=(-2,0,3)+k(4,2,-4)
e Escribimos la recta r me-
diante sus ecuaciones im-
plicitas y hallamos el punto
de interseccién dery T
x-2y+2=0
x+z-1=0 )=
4x+2y-4z+3=0

, (-1 17 10)
=>P =\—— — = —
918" 9

5.3. Distancia de un punto a un plano

La distancia entre un punto P y un plano L, d(P, L), es la mini-
ma de las distancias entre P y un punto cualquiera del plano.

e Si P es un punto del plano L, la distancia es 0.

* Si P no es un punto del plano L, la distancia de P a L es el
maodulo del vector (PP") con origen en P perpendicular al
plano.

Veamos como calcular mds facilimente la distancia entre un
punto P y un plano L si el punto no pertenece al plano.

Sean un punto Q = (q,, q,, ;) Y un vector normal n = (A, B, €)
del plano L.

Observa la figura. La distancia entre el punto y el plano,
d(P, ), es el mddulo del vector, y a este lo podemos calcular
a partir del vector y del dngulo a, pues:

|(PP") | =(QP) | - cos

Pero el dngulo a también puediob’renerse a partir del pro-
ducto escalar de los vectores (QP) yn':

IQP - n|

cosa=———,
|QP] In]

oE [0,1]
2

Asi pues, la distancia entre Py L es:

QP 1l _ 1QP"x

IPP'| = |QP] - —— .
QP In] In|

Si expresamos estos vectores en sus componentes y las coor-
denadas de P son P = (p,, p,, p, ). obtenemos:

pp < Q0 (,-9,P,79,P,-9) (A BC)
In| VA?+ B4 C?
PP = IA(p,-q,) + B(p,-q,) + C(p, - q,)!

VA? + B%+ (?
Como el punto Q pertenece al plano, se cumple:

Aq, +Bq, + Cq, + D=0= Aq, + Bq, + Cq,=-D

Asi pues, la distancia entfre un punto P = (p,, p,, p,) Y un plano
L, de ecuacion general Ax+ By + Cz+ D =0es:

|Ap, + Bp, + Cp, + DI

AR VA? + B2+ (2




5.4. Distancia entre dos rectas

La distancia entre dos rectas, ry r', d(r;, r') es la minima dis-
tfancia entre un punto cualquiera de r y un punto cualquiera
der'.

¢ Si las rectas son coincidentes o secantes, su distancia es
cero, d(r, r') = 0.

e Silas rectas son paralelas, su distancia se calcula toman-
do un punto cualguiera de una de las dos rectas, P €r o
P' €r', y hallando su distancia a la otra recta, d(r, r') = d(P,
r') =d(P', r).

* Si las rectas se cruzan, hemos de deducir una féormula
general para calcular su distancia. Asi consideramos un
punto Ay un vector director v de la recta r y un punto A'y
un vector director (v") de larectar'.

— A
r

d(r,r'

W Fig. 17, A

r

Unimos los pun‘rc§>A y A'. El volumen del paralelepipedo de-
terminado por [AA] vy V' es eliqlor absoluto del producto
mixto de estos vectores, V. = |[[AA'] - V- ¥']].

Pero este volumen también se calcula mediante el produc-
to del drea de la base por la altura, V= |[v - V'[ - d(x, r'). Por
tanto:

IAA - v-v'|

e

Calculemos la distancia entre la rectar:(x,y,z) = (2,1, 3) + k (2, -1, \

Dylarectar:(x,y,z) =(-1,-1,4) + k (1, 3,-2).

En primer lugar, determinamos su posicion relativa. Para ello, com-
prolbbamos si sus vectores directores son paralelos:

v=(2,-1,1) 2 -1 1 ,

. — #— # — o ryr secorfan o se cruzan.

V' =(1,3-2) 1 3 -2

Escogemos un punto A de ry un punfo A' de r' y vemos la posiciéon
de las rectas:

2 1 -3 2 1 -3

-1 3 2|=|o9g 2.7

1 2 1 2 2
0 0

Dado que la matriz tiene una fila nula, AA =kv + mv', por tanto, las
rectas se cortfan: d(r, r') =0 )

R

Dadas dos rectas r(A; v) y
r'(A; 3)

y {A1X+Bly-Clz+D1=0
Ax+By-Cz+D,=0

. {A3x+B3y-C3z+D3=O
Ax+By-Cz+D,=0

Para determinar su posicion
relativa, consideramos la ma-
triz My la matrizampliada M/,
asociadas al sistema formao-
do por las ecuaciones impli-
citas de ry r’, y hallamos sus
rangos:
¢ Las rectas son coincidentes
sirang (M) = rang (M") = 2.
¢ Las rectas son paralelas si
rang (M) =2 yrang (M) =3.
* Las rectas se corfan en un
punto si

rang (M) = rang (M") = 3.
* Las rectas se cruzan si

rang (M) =3 yrang (M) = 4.
También podemos efectuar
la siguiente clasificacion:

r (A; V) yr'(A; V)

- -
v=kvV

Si | No

rang { v?v_'), [A_Ai}=2

Per Si |No
\ [ 1
' C
Per S 5
IS 5
Si|{No 3 o
] S8
3| B
Sl
5 ¢
ke 5
£
0
O
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El método cientifico es in-
ductivo: el cientifico realiza
experiencias en las que va
modificando de una en una
las variables que pueden in-
fluir en el experimento, hasta
inducir una ley que las relo-
ciona. La ley inducida, para
que sea cierta, debe cumplir-
se siempre y ser reproducible
en otras condiciones.

Pero no siempre los cientificos
utilizan el método inductivo;
por ejemplo, Einstein elabord
la teoria de la relatividad es-
pecial ufilizando un método
deductivo, parfiendo de dos
postulados y desarrollando
la teoria de forma tedrica.
También Newton utilizd este
método para enunciar la ley
de gravitacion universal.

Y TAVBEN: |1

Para determinar la posicion
relativa de los planos L y L'
consideramos la matriz M y la
matriz ampliada M’, asocio-
das al sistema formado por
las ecuaciones generales de
Ly L', y hallamos sus rangos:
L:Ax+By+Cz+D=0
L:Ax+B'y+Cz+D'=0
e Sirang (M) =rang (M) =1,
los planos son coincidentes.
Equivale a:
A B C D

ATBETCTD

* Sirang(M)=1yrang(M")=2,

los planos son paralelos.

Equivale a:
A_B_C_D
A B C D
 Si rang (M) = rang (M) = 2,
los planos se cortfan en una
recta.
Equivale a:
A B A C B C

ATBOATCOBTC

2
o
o
£
Q0
L

5.5. Distancia entre dos planos

Para calcular la distancia entre dos planos cualquiera, he-
mos de fener en cuenta su posicién relativa.

* Silos planos son coincidentes o secantes, su distancia es
cero, d(L, L' )=0.

* Si los planos son paralelos, calculamos su distancia to-
mando un punto de uno de los planos y hallando su dis-
tancia al otro plano:

d(L,L)=d(P L' ) =d(P',L),siendoPeLyP el

A VY &

v d(PL) di(P', L)

d(LL)=0
A/
| d(LL)=0

Hallemos la distancia entre los siguientes planos:
L:2x—4y+4z+3=0yL:x—2y+2z—-1=0

Resolvemos:

Como se cumple la relacién:

2 -4 4 3
— =—=—%— =losplanos Ly L son paralelos.
1 ) > * 1 P y P

Consideramos un punto P’ de L', por ejemplo P’ = (1, 0, 0), y halla-
mos la distancia desde este punto P’ a Lt

2-11-4-0+4-0+3

V22 + (-4)+ 42 6

Otra manera sencilla de calcular la distancia entre dos planos pa-
ralelos, L: Ax + By + Cz+ D=0y L": Ax + By + Cz + D’ = 0, consiste
en utilizar sus distancias al origen de coordenadas. As,i obtenemos
la expresion:

ID-D'|
VAT + B C?

Asi, por ejemplo, la distancia entre los planos L: x + 3y -1/6z-4 =0
yL:x+3y- V6z+1=0es

d(L, L) =

-4 -1
dL L= ——m =2

Vi+9+e 4




=
o
[
£
.9.
L

5.6. Distancia entre recta y plano

Observamos las posiciones relativas de una recta y un plano para deducir cémo calcular

las distancias. -

= Fig. 19, d(rL)=0 d(nL)=0

* Si la recta estd incluida en el plano o si la recta y el plano son secantes, su distancia es

cero,d(r,L)=0

e Silarectay el plano son paralelos, calculamos su distancia fomando un punto P cualquie-

ra de la recta r y hallando su distancia al plano L.
d(r, L) =d(P, L) donde Per

Hallemos la distancia entre;
a. Larectar:x-2=y=z+1lyelplanoL:x+y-2z+3=0.

b. Larectar:(x,y,2) =(2,1,0) +A(1,4,-3) yelplanoL:x +y + 2z-1=0.
Resolvemos:
a. Escribimos las ecuaciones implicitas de la recta r y consideramos la matriz M y la matriz ampliada M
asociadas al sistema formado por las ecuaciones de r y L, para hallar su posiciéon relativa.
X-y-2=0 1 -1 0|2 1 -1 0 2
r: X-7-3=0 M= 1 0 -1]|3 M' = 0 1 -1 1
1 1 -21-3 0o 0 0 1

Como M tiene dos filas no nulas y M' tiene tres, r y L son paralelos.
Para hallar la distancia de r a L, calculamos la distancia de un punto de la recta al plano L; considera-
mos, por ejemplo, P = (2,0, -1).

, 11-241-0+ (-2)- (-1) + 3| 7 7V6
di, L'l =d(P L)= ===
’ *b V12 + 12+ (-2)?2 V6 6

efectuamos su producto escalar:
(1,4,-3)-(1,1,2=2-1+#0

La rectay el plano no son paralelos y, por tanto, d(r, L) = 0.

9. Determina, la distancia entre la recta r y el plano x.

x+y+3=0

re y x:3x+y-z+4=0
2x-z=0

x+1 y z .. _y+t1l
2 T3 T Y¥XTTgTE

a. Halla la ecuacién general del plano x que contiene ary es paraleo as.

10. Seanlasrectas T

b. Determina la distancia del plano x a la recta s.

’

b. Consideramos el vector director de la recta, v =(1, 4, -3). y el vector normal del plano, n =(1,1,2).y

AV

cién
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Problemas resueltos ©

1. Halla la ecuacién de la recta que contiene el punto A =(2,-3,0) y cortalasrectasry r'.

r:(x,yz)=(5,3-1)+k(1,1,1)
=5 X-2 _y+2_ z
1 42

Asi, observamos que la recta que buscamos, a la
que llamamos s, es la interseccidn de los planos L y
L', siendo L el plano deferminado por la recta r(P;v)

y el punto Ay L' el determinado por la recta r'(P';v")
y el punto A.

Ecuacién del plano L

Ademds del punto A=(2, -3, 0) y del vector v =(1, 1, 1),

ofro vector director puede ser (AP), siendo P =(5, 3,-1):
u=(AP)=(5-2,3-(-3),-1-0)=(3,6,-1)

La ecuacioén vectorial de L(A;v u) es:

xyz)=(2,-3,0) +A(1,1,1) + pn(3,6,-1)

Y su ecuacion general es:

L:7x-4y-3z-26=0

Ecuacidn del plano L

Ademds del punto A=(2,-3,0) y del vector v' =(1, 4, 2),

ofro vector director puede ser (AP"), siendo P'=(2,-2,0):

u' =AP'=(2-2,-2-(-3),0-0)=(0,1,0)

2. Determina el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto A.

El vector director v de la recta serd el vector normal
del plano que buscamos. Para calcularlo, tenemos
en cuenta que podemos inferpretar las ecuaciones
implicitas de la recta como las ecuaciones generales
de dos planos cuya inferseccidén es r.

Observamos que el producto vectorial de los vecto-
res normales de estos planos nos da directamente el
vector director de la recta:

M Elplanoserd: x-y+z+D=0.ComoA=(1,1,2)

pertenece alplano,-1-1+2+D=0=D =0. Asi.

L:x-y+z=00bien Lix+y-z=0

Prohibida su reproduccion
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Ejercicios

D Rectas y planos en el espacio

Dados los puntos A =(3,1,0),B=(0,2,1) vy
C=(1,4,2). comprueba si pertenecenaroar’.

3x+2y-11=0 x =3k
“| 2y-3z-2=0 r:{ y=2+k
z=1+k

. Determina m y n de forma que la recta r pase

por el punfo A = (3, 2, -4).
r:(x,y,z)=(3,m,-1)+k(n1,-3)

. Determina la ecuacién de la recta que pasa por

los punfos A =(2,1,0)y B= (0,3, 2) y exprésala
como interseccién de dos planos.

. Escribe las ecuaciones generales de los planos

determinados por:

a. El punto A = (1, -1, 3) y los vectores directores:
u=(2,1,0)yv=(14-2)

b.Los puntosA=(3,1,0),B=(0,1,0)yC=(1,1,1).

c.Elpunto A= (3,1,4) ylarectar.

L Xt 2 z+3
12 4
d. El punto A = (2, 4, 0) y que es paralelo al pla-
no de ecuacién m: 3x -2y + 5z + 1 =0.

y-1

. Determina la ecuacién del plano con vector di-

rector u’ = (1, 2, 3) y que contiene la recta que
pasa por el punto P = (1, 1, 1) y fiene como vec-
tor director v/ = (1, 1, 1).

. Disilas rectas r y r' determinan un plano.

5x+y-7=0

Xx-y+z-1=0
r:
z=0

z=0

|

10.

Determina la posicién relativa de las rectas de
R ryr.
z-1

Determina la posicidn de estos pares de rectas y,
si son secantes, halla el punto de corte:

ar:(xy,z)=(1,7,0+k(23,1)

X y-5 _ z+1
27 3 T 1
b. . x-1_y+1 _z
2 0 2 T3
x-2y-3=0
"l 3y-z+3=0
c. x-3 _y+1 z

1 2 -3
" (x,y,2)=(4,1,3)+k(3,-50)

—

d. x =3k
y=1-5k
z=2+4k

—

o
—

(x%,y,2) =(20,-3)+k (1,5 -4)

|

Considera las rectas ry s:

|

—Halla el valor del pardmetro 8 para el que se
cortan y calcula su punto de corte.

x-y-2=0
x+z+1=0

X+y+z=2 { Bx-y-z=1

ys
x+2y-3z =8 X-y+z=-2

Calcula la ecuaciéon de la recta que pasa por el

origen de coordenadas y es paralela a la recta

interseccidn de los siguientes planos:
L:x+2z+1=0
L:x+3y-z+2=0

-Describe el procedimiento empleado.



11,

12.

13.

14.

15.

16.

Da la posicién relativa de los siguientes planos:
a L:3x-2y+z-3=0

L:x+y-2=0

b. X =A+u
L:{ y=3-u Lix-y-z-3=0

z=A+2p

c Lxyz)=1,-7,00+A(1,-3,4)+un(2,-1,0)
L:4x+8y+5z-3=0
Considera la recta ry explica por qué el plano wt
la contiene para cualquier valor de A.
ax+by+cz=d
E {a’x+b’y+c'z=d’
L:(@a+2Aa)x+ (b+Ab)y+ (c+Ac)z=d + Ad'

—Calcula la ecuacién del plano que pasa por el
punto (0, 1,2) y contiene la recta r’,

|

Determina el valor de 3 para que los fres planos
siguientes se corfen en una misma recta:

L:x+y=1;L,:Bx+z=0
Lix+(B+Dy+Bz=B+1

X-y+z=2
x+y-z =1

Halla las ecuaciones de las dos rectas en que el
plano L, de ecuacion L:x +y + z = 1, corta los
planosL,:x-y-z=0yL,:x-y+z=0,yaverigua
la posicién relativa de dichas rectas.

Estudia la posicion relativa de las rectas y los pla-
NOS CUyds ecudciones respectivas son:

aLlx+3y+z-1=0
2x-y+z-4=0
r:
x+y=0

b.L:5x+y =0
x-5y+3=0
[ '
Halla el valor de m para que sy s’ sean paralelas.
s:(x,v,2)= (3,2,1) +k(-4,1,9)
[ x+my-z+1=0
S:[ 2x-y+z-1=0

17. Considera las rectas r y s, y determina para qué
valor de m estdn contenidas en un mismo plano.

x-1 'y z-m
3 2 1
s X =L=Z+1
2 m 2

-Si m = 1, halla la ecuacién de la recta que pasa
porelpuntoA=(1,1,2)ycorfaaryas.

18. Calcula el dngulo formado por las rectasry s en
cada uno de los siguientes casos:

a rrxyz)=(10-3)+k(3,22)
ss(xyz)= (2,-3,0) +k(2,-2,-1)

x-1 y+3 z-1
2 1 71

b. r:

c. Larectar pasa por los puntos A= (1, 0, 3)
y B= (2,1, 1)y las ecuaciones implicitas
dessonx=0ey=3.

19. Calcula el dngulo que deferminan en cada
caso los siguientes pares de planos:

a. Lix-2y+z+3=0yL:y+z-1=0

b. LLxyz)=(@,15+21,-3,4)+p0,1,0)y
L:x=0

20. Determina el dngulo que forman la recta ry el
plano L en los siguientes casos:

a r&xyz)=(210)+k(1,-24)
Lix-y+3z-1=0

b. x+y-3=0
r:
2x+z-1=0

c. rnxyz)=(3-20)+k(1,4,-3)
L:(xyz)= (410)+2A1,-2,1)+un@3,0,1)

L:3x-z+1=0

21. Determina la ecuacidn de la recta que pasa por
el punto A= (2,1,0) y corta perpendicularmente
alarectar: (x,y,2) =(2,3,-5) +k (1, 2,-3).
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Y Para finalizar

0 Encuentra la ecuacion de la recta s que O Halla la ecuacién del plano que pasa por

pasa por un punto A=(1,1,1), es paralela el punto A = (1, 2, 3) y es perpendicular al
al plano Ly estd situada en el mismo plano eje 0Z.
que la rectarr.
L:x-2y-z=0 Calcula el perimetro P del fridngulo cuyos
x-1 y o - vérfices se sittan en los puntos: A = (2, 1, 5);
= o B=(0,1,3)yC=(2-1,4).

: O Considera las rectas r y s dadas a conti-
: nuacion, y describe sus posiciones relati-
vas segun el valor del pardmetro m. Halla
el punto de corte, si existe.

[ x-2y-1=0
" x+y+z-1=0 P = (3,4, 1), calcula la distancia entre ellos
y halla el plano L que los contiene a ambos.

@) calcula la distancia del punto A = (1, -4, 2)
alarectar: (x,y,z)=(1,0,0) +k (2, 3,1).

X =

O Dados la recta r: {y:4z

y el punto

-z-2=0
S:{ y-z

Xx-2y+22-m=0 () Calcula la distancia del punfo A = (3, 0, -2)

O Halla el plano L perpendicular a la recta el pheme b b At Ul

sy que pasa por el punto B =(0, 1, 2) y el
plano L' que contiene a sy es paralelo as'.

. {2x+y-z+1=0

Halla la ecuacion de larecta s que pasa por
elpunfo A= (1,0,-2) y cortalasrectasry r'.

X-y+z-3=0 r(xyz)=(01-1)+k(-11,3)
g {Zx+3y-z=0 . ox-1 y z+1
: = = = =
x+y+2z-1=0 2 1 -1

O Halla la ecuaciéon de la recta s que pasa
por un punto A = (1, 1, 1), es paralela al
plano L y estd situada en el mismo plano
que la rectarr.

@ Determina las ecuaciones de todos los pla-
: nos paralelos cuya distancia al plano
L:2x-3y +z-1=0 sea igual a 3v2.

AUTOEVALUACION

Reflexiona y autoevalluate en tu cuaderno:

* Trabajo personal  Trabajo en equipo

¢Cémo ha sido mi actitud ' ¢He cumplido  ;Qué aprendi en esta ¢He compartido con mis ¢He respetado las opiniones
frente al frabajo? ~ mistareas? unidad? companeros y companeras? de los demds?

« Escribe la opinion de tu familia. * Pide a tu profesor o profesora suger-

—]-%] encias para mejorar y escribelas.




planos y puntos

ZONA

Los Simpson y las tres dimensiones

Seguramente conoces a los Simpson, la familia
de la serie animada creada por Matt Groening,
pero ¢sabias que varios de los escritores de la
serie son expertos matemdticos? Estos escritores
no se han olvidado de su amor por los nUme-
ros mientras crean los episodios de la serie, y
frecuentemente insertan chistes, bromas, o re-
ferencias matemdticas que pueden facilmente
pasarse por alto.

Quizd el mds conocido y claro ejemplo se en-
cuentra en el episodio La casita del horror VI,
donde Homero cruza un extrano portal que lo
transporta a la hasta entonces desconocida ter-
cera dimensién. En este lugar, parecido a una
simulacién por computadora, se pueden ver
muchos cuerpos geométricos, ecuaciones y for-
mulas que atemorizan a Homero.

http://goo.gl/DbsvMe

. . . YAy
El poema de un ingeniero Ingeniero mecanico -
&
El siguiente poema se encuentra en el libro %
El Club de Ila Hipotenusa de Claudi Alsina, y se g
acredita al ingeniero Frederic Massalle Guarné. 2
Cuenta sus silabas y encuentra su secreto: ol
c

Vas a leer, y jamds desprecia

el rimado ardid, muy facil memorial,

indicando funcién diametral El trabajo de un ingeniero mecdnico consiste en
. ) . el disefo y fabricacién de maquinaria de la mds
que «pi» —del alfabeto— llamd Grecia variada clase, desde engranajes hasta aviones
, comerciales. Para disenar esta maquinaria, el in-
al darnos pura luz, que aparecia geniero mecdnico debe modelar cada pieza y

cada tornillo, para después, mediante tornos e
impresoras 3D, llevarlos a la realidad.

Al elaborar las piezas, un ingeniero mecdnico
debe ser capaz de trazar figuras geométricas
con precisién, y describir la posicién relativa de
las lineas de su diseno, pues un par de lineas
paralelas pueden determinar el funcionamiento
correcto de una gran mdaquina.

con la fecunda Geometria.
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Web:

Aqui puedes reforzar varios temas sobre pro-
babilidad:  hifp://pendientedemigracion.ucm.
es/info/genetica/Estadistica/estadistica_basi-
ca%201.htm.

Libro:

Varios ejemplos de la aplicabilidad de la
probabilidad puedes encontrarlos en esta
lectura muy interesante; enfra en el siguiente
link: http://www2.cab.cnea.gov.ar/divulgacion/
probabilidades/m_probabilidad_f1.html

El estudio de probabilidad permite prede-
cir el resultado de experimentos aleatorios.
El azar es parte muy importante en juegos
de mesa y de casinos, por ejemplo, al lan-
zar los dados. Mediante estudios probabi-

listicos podemos calcular estrategias para
obtener resulfados deseados en un experi-
mento aleatorio.

http://goo.gl/NN4wzy




|. SUCESOS

Al repetir un mismo experimento en igualdad de condiciones, es posible obtener siempre el
mismo resulfado, o bien, que este sea imprevisible. En el primer caso, decimos que el experi-
mento es determinista. En el segundo, decimos que es aleatorio.

El primer paso que hay que efectuar para estudiar un experimento aleatorio consiste en
determinar el conjunto de resultados posibles. A cada uno de ellos lo llamamos suceso ele-
mental.

Al conjunto de todos los resultfados posibles lo denominamos espacio muestral y 1o represen-
tamos por la letra E, o por la letra griega Q.

Asi, por ejemplo, en el experimento aleatorio que consiste en lanzar un dado y observar su
puntuacion, el espacio muestral es:

0={1,2,3,4,5, 6}

Consideremos ahora la situacion A: obtener un ndmero par. Podemos expresarla mediante
el conjunto A ={2, 4, 6}, que es un subconjunto de Q.

Lliamamos suceso a cualquier subconjunto de £}, es decir, a cualquier conjunto de resulta-
dos posibles. A los sucesos los representamos mediante letras mayudsculas.

Decimos que un suceso se cumple u ocurre al realizar un experimento aleatorio si el resulta-
do obtenido forma parte de dicho suceso.

Tenemos una urna con ocho bolas numeradas de la 1 a la 8. El experimento consiste en extraer
una bola y observar su nimero.

a. Determinemos el espacio muestral del experimento y definamos por extension los siguientes
SUCESsOsS:

A: sacar un nidmero menor que 5 B: sacar un ndmero par
b. Al extraer una bola de la urna observamos el nimero 8. Indiquemos si se cumplen los sucesos
Ay B.
e Los resultados posibles son los nUmeros del 1 al 8. Entonces:
0 ={1,2,3,4,5,6,7,8}

Por consiguiente:
A={1, 2, 3,4} B={2, 4,6, 8}

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
}
|

Se cumplen los sucesos tales que ocho sea uno de sus elementos. Asi pues, se cumple B, |
I

c. Al extraer una carta, obtenemos un trébol. Indica si se cumplen los sucesos Ay B.

pero no A. !
7/
4
I >
! i : - i i )
! 1. Realizamos el experimento aleatorio en el que extraemos una carta de una baraja y miramos su palo. =
<
| —
| _ | g
| a. Determina el espacio muestral.
|
| b. Define |os sucesos A: sacar diamanfes y B: sacar corazones o tréboles. !
|
|
I |
|



1.1. Suceso seguro y suceso imposible

De entre los sucesos que podemos considerar al realizar un experimento aleatorio, hay algu-

nos que poseen caracteristicas especiales.

Vamos a estudiar estos sucesos tomnando como ejemplo el experimento que consiste en

lanzar un dado.

Tipo de suceso

Ejemplo

Llamamos suceso seguro al que contiene todos los re-
sultados posibles del experimento. Este suceso se cum-
ple siempre y coincide con el espacio muestral Q.

El suceso A: Sacar un nimero menor o igual que seis
estd formado por todos los resultados posibles del ex-
perimento:

A={1,2,3,4,56}
Este suceso se verifica siempre.

Llamamos suceso imposible al subconjunto de Q que
no contiene ningun resulfado posible del experimen-
to. Este suceso no se cumple nunca y coincide con el
conjunto vacio @.

El suceso B: Sacar un cero no estd formado por nin-
gun resultado posible del experimento:

B=0
Este suceso no se cumple jamads,

1.2. Operaciones con sucesos

Hemos visto que los diferentes sucesos asociados con un experimento aleatorio son subcon-

juntos del espacio muestral Q.

M Tobla 1.

Por tanto, podemos realizar con ellos las operaciones habituales con conjuntos.

Unidn

Interseccioén

Llamamos unién de
los sucesos Ay B al
suceso formado por
todos los resultados
que esténen Ao en
B. Lo representamos
por AUB.

El suceso AUB se
cumple si se cum-

Llamamos infersec-
cién de los sucesos
A y B al suceso for-
mado por todos los
resultados que es-
tdnen AyenBala
vez. Lo representa-
mos por ANB.

El suceso ANB se

suceso B al suceso
formado por todos
los resultados que es-
t&n en A, pero no en
B. Lo representamos
como A-B.

El suceso A-B se cum-
ple si se cumple A
pero no se cumple B.

plen Ao B. cumple si se cum-
plen simultdneo-
mente Ay B.
Diferencia Complemento
Llamamos diferencia Liamamos comple-
entre el suceso Ay el mento o contrario del

suceso A, y se repre-
senfa por A o A¢, al su-
ceso formado por fo-
dos los resuttados del
experimento que no
estéin en A, es decir, a
la diferencia () - A.

El suceso A se cum-
ple sino se cumple A.

Prohibida su reproduccién



Propiedades de las operaciones con sucesos

Podemos demostrar que las operaciones anteriores cumplen las propiedades de |a siguien-

fe tabla.

Conmutativa AUB=BUA ANB=BNA
Asociativa (AUB)UC=AUBUO (ANB)NC=ANBNC)
Idempotente AUA=A ANA=A
Absorsion AU(ANB)=A AN(CAUB)=A
Distributiva AU(BNCO=AUBNMAUOQC AN(BUCO=ANB UM NCQC
Identidad AUG=A ANQ=A
Involucién AUA=0 ANA=¢
Complementacion A=A

Leyes de AUB=BNA ANB=BUA

De Morgan (AUB)¢=B¢N A (AN B)¢=B¢U A®

M Tabla 3.

|
Tomemos una carta de una baragja inglesa y ob- !
servemos su palo. Efectuemos las siguientes ope-
raciones con los sucesos P: sacar corazones, Q:
no sacar espadas y R: no sacar ni diamantes ni
espadas.

a.R b. RUQ c.RNQ d.Q-P

Lanzemos un dado y observemos su puntuacion.

Comprobemos que se cumplen las leyes de De |

Morgan con los sucesos A: sacar 2 o 3 y B: sacar |

mds de 4. B B
Expresamos los sucesos A, A, By B por extension:

| I

| I

| I

| I

| I

| I

| I

| I

| .

i 1 A={2,3};A={1,456  0={1,2,3,456}
| Si designamos por D (diamantes), C (corazones), | | B={5,6};B={1,2,3, 4}

| E (espadas) y T (frebol) los cuatro palos de laba- | | Asipues, para la primera ley de De Morgan:

i raja, fenemos que:Q e i i @: Q-(AUB)=0-({2,3} U {5 6}) ={1,4}
| ) P I 1 ANB ={1,4,5,6}N{1,2,3,4}={1, 4}

| Asi pues: L

| P={C};Q={D,CT};R={CT} L
i De_es’ro manera: i i
' a.R=Q-R={D,CET}-{CT}={DE} |
3 b.RUQ={C,T}U{D,CT}={D,CT} 3 3
| CRNQ={CT}N{D,CT}={CT} N
. d.Q-P={D,C,T}—{C}={D, T} |

~

Enefecto:AUB=ANB

De igual forma, para la segunda ley de De Morgan:
ANB=Q-(ANB)=Q-({2,3}N{56})=0-0=Q
AUB=1{1,4,56}U{1,2,3,4}={1,2,3,4,5,6} =Q

~

Lliamamos conjunto potencia al conjunto formado por todos los sucesos asociados con
un experimento. Lo representaremaos por P(L).

S

|

| 2. De una bolsa donde hay veinte bolas numeradas del 1 al 20, E

} extraemos una. Comprueba que se cumplen las propiedo- E

1 des asociativa y distributiva con los sucesos A: obtener nime- 8’

i ro par, B: obtener nimero primo y C: obtener un nimero tal

| que la suma de sus cifras sea 5. !



Ejemplo 4

1.3. Sucesos compatibles y sucesos incompatibles

Dos o mds sucesos son compdatibles, si pueden cumplirse si-
multédneamente; es decir, si tienen al menos un resultado co-
mun. Caso contrario, son incompatibles o mutuamente ex-
clusivos y su inferseccidon es el conjunto vacio @.

Considera el experimento consistente en lanzar un dado. Los
sucesos A ={2, 3}, B ={1, 2}, y C ={4, 5} cumplen lo siguiente:

Ay B son compatibles, y By C son incompatibles, BN C = @.

Sean ahora los sucesos D ={1, 2}, E ={4, 5} y F ={6}. Observa
en la figura 1 que todas las parejas posibles que se pueden
formar entre estos sucesos (Dy E, Dy F, Ey F) son incompati-
bles, ya que sus respectivas infersecciones son @.

W Fig. 1.

Decimos que tres o mds sucesos son incompatibles dos a dos
si es incompatible cualquier pareja que se pueda formar en-
tfre ellos.

1.4 Sistema completo de sucesos

Considera de nuevo el experimento que consiste en lanzar un dado. Los sucesos G ={1, 2, 3},
H ={4, 5} e I= {6} cumplen lo siguiente:

* Su unién es el espacio muestra: GUH U I =Q ST
e Sonincompatiblesenparess GNH=0,GNI=@0,HNI=0 S2.

Decimos que G, H e I forman un sistema completo de sucesos.

Si Q es el espacio muestral de un experimento aleaforio, los sucesos A, ...,
ma completo de sucesos solo si se cumplen las siguientes condiciones:

*A U..UA =0

* A,...,A sonincompafibles dos a dos.

Ar1 forman un siste-

S S

Extraemos una bola de una urna donde hay una bola blanca (B), una roja (R) y una negra (N). AverigUe- )
mos si son compatibles o incompatibles los sucesos U={ B, R}, V={R,N}y W ={ B, N}.

e JForman U, Vy W un sistema completo de sucesos?

e Para versi U, Vy W forman un sistema completo de sucesos debemos comprobar S1y S2:
S:UUVUW={B,R}U{RN}U{BN}={B,R N}=0Q= Secumple.
S220NV={R}LVNW={N}yUNW={B}= Nosecumple.

Vemos que U, V' y W no son incompatibles dos a dos, por lo que no forman un sislema completo de sucesos.

|
|
|
|
|
;
Para Tenemos que U N VN W = @. Por tanto, U, Vy W son incompatibles. !
|
|
|
|
|
|
|

|

| 3. Dado el experimento que consiste en extraer una carta de una baraja de cartas y los sucesos A:
| obtener un rey, B: obtener corazones o espadas, C: obtener una letra y D: obtener el fres de trebol,
| indica si los siguientes sucesos son compatibles o incompatibles:
i
|
|

a.AyB b.AyC c.ByD d.ACyD e. A, ByC f.A,ByD
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2. PROBABILIDAD

Inicialmente, nos referimos a la probabilidad como una medida del grado de certeza sobre
la ocurrencia de un suceso o no. Recordemos las definiciones experimental y axiomdtica de
la probabilidad.

2.1. Definicion experimental
Efectuamos varias series de N realizaciones de un experimento aleatorio:

* Al nUmero de veces que se cumple un suceso A en cada una de ellas lo llamamos fre-
cuencia absolufa de A'y lo simbolizamos por n,.

* Al cociente entre las frecuencias absolutas y el nimero de realizaciones, N, del experi-
mento lo llamamos frecuencia relativa del suceso Ay lo simbolizamos por f,.

A medida que aumenta el nimero de realizaciones del experimento, las frecuencias relati-
vas de un suceso tienden hacia cierto valor. Esta propiedad permite dar la siguiente defini-
cién experimental de la probabilidad de un suceso:

Dado cualquier suceso A asociado con un experimento aleatorio, llamamos probabilidad
de A, P(A), al numero hacia el que tienden las frecuencias relativas de A al aumentar el nu-
mero de realizaciones del experimento.

2.2. Definiciéon axiomatica

Aunqgue la definicidn experimental que acabamos de estudiar parece satisfacer la intuicion,
fiene ciertos inconvenientes:

* Seria necesario repetir infinitas veces el experimento para conocer el limite de las frecuen-
cias relativas, lo que no es factible.

* Nada nos asegura que la regularidad de las frecuencias relativas sea cierta para cual-
quier nimero de repeticiones del experimento.

Para superar estos problemas, damos una definicion axiomdtica de la probabilidad de un
suceso, matemdticamente mucho mads rigurosa.

Dado el espacio muestral Q asociado con un experimento aleatorio, llamamos probabilidad
a una funcioén:

P:P(Q)-R
A—-P(A)

Que asocia a cada suceso A un numero real llamado probabilidad de A, P(A), y que cum-
ple los siguientes axiomas:

* La probabilidad de cualquier suceso A es positiva o cero: P(A) = 0
* La probabilidad del suceso seguro vale 1: P(Q) =1

e La probabilidad de la unién de un conjunto (finito o infinito) de sucesos incompatibles dos
ados, A,,...,A,.., €s la suma de las probabilidades de los sucesos:
P(ALUALU..UA)=PA)+PA)+..+P(A)

En matemdticas, un axioma es una afirmacién que se acepta sin demostracion.



2.3. Propiedades de la probabilidad

Las principales propiedades de la probabilidad son:

* Las probabilidades de los sucesos Ay A suman 1:
P(A) + P(A9)=1

* La probabilidad de un suceso A contenido en otro suceso
B es menor o igual que la probabilidad de B:

AcB=P(A) <P(B)

* La probabilidad de la unién de dos sucesos compatibles
Ay B es la suma de sus probabilidades menos la de su
interseccioén:

P(AUB) =P(A) + P(B) - P(A N B)

Estas propiedades son faciles de demostrar a partir de la
definicion axiomdtica de probabilidad. Aqui podemos ver, a
modo de ejemplo, la demostraciéon de la propiedad 2:

e

Halla la probabilidad de los sucesos C¢, C N C¢y B, sabiendo que:

p(A):% P(AnB)=% P(AUB)=% P(C)=%

Como consecuencia de la propiedad P, tenemos que:

P(C)+P(C)=1=P(C)=1-P(C)= 1-%:%

Puesto que C N C¢= @ y sabemos que P (@) = 0, entonces:
P(CNC)=P@)=0
De acuerdo con la propiedad P, de la probabilidad:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Por consiguiente:

v TwBEN: 121

Demostracion de P2.
ACB=P(A)<P(B)

Si A C B, de lafigura 2 se
deduce que:
B=AU((B—-A)

M Fig. 2.

Luego:

P(B)=P (AUB-A)D
Puesto que Ay B - A son in-
compadatibles, aplicando el
axioma A3 tenemos:

P(AU (B-A))=P(A) +P(B-A)
@

Asi, de(Dy @) obtenemos que:
P(B)=P(A)+P(B-A) @
Finalmente, como por el axio-
ma Al se cumple que P (B -
A) =0, de (3 se deriva que:

P (B) > P (A)

4. De una bargja se extrae una carta al azary se 5. Se sabe que la probabilidad de que un estu-

obseva cudl es. Utiliza las relaciones de inclu- diante haya aprobado Matemdticas es 0,45;
sién entre los siguientes sucesos para ordenar- la de que haya aprobado Lengua, 0,4;y la
los de menor a mayor probabilidad: de que haya aprobado alguna de las dos
materias, 0,7.
a. sacar diamantes c. sacar el rey de diamantes ) , , .
Si elegimos un estudiante al azar. ¢Cudl esla |
b. no sacar espadas  d.sacar diamantes o probabilidad de que haya aprobado ambas |
corazones materias? :
|
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3. PROBABILIDAD CONDICIONADA

3.1. Concepto

En ocasiones, disponer de informacidn previa sobre un suceso hace que varie su probabili-
dad. Vedmoslo mediante un ejempilo.

En un centro escolar de N esfudiantes, n_tienen computadora y n _son chicas. Al elegir un estu-

3 diante al azar, estamos intferesados en los sucesos A: escoger un estudiante que tenga compu-
g' tadora y B: escoger una chica.
i.%‘ Para calcular la probabilidad de estos dos sucesos, realizamos la division:
n n
P(A)= P(B)= Nm

Sin__ son los estudiantes que tienen computadoray son chicas, la probabilidad del suceso AN B:

escoger una chica que tenga computadora, serd:
n

P(ANB) =

Supongamos ahora que queremos calcular la probabilidad de que un estudiante tenga compu-
tadora eligiendo solo entre la poblacién femenina. Esto equivale a calcular la probabilidad de A
sabiendo de anfemano gque el estudiante elegido es chica, es decir, que ha ocurrido B.
A esta probabilidad la representamos por P(A | B) y decimos que es la probabilidad de A dado
B, o la probabilidad de A condicionada a B. Asi;

n

om

P(AIB) =

m

Y al dividir numerador por denominador por N fenemos que:

n

n P(ANB

om N ( )

PAB = — = —— = b ®)
N

Si enunciamos esta conclusion de forma general, obtenemos:
Dados dos sucesos A y B, tales que P(B) # 0, llamamos probabilidad de A dado B, P(A|B), al
cociente:

P(ANB)

P (A|B) = b )

De la probabilidad condicionada se deriva una expresion gue resulta muy Util en el cdlculo de
probabilidades en experimentos compuestos:

P(ANB)=P (B)-P(A|B)

A esta expresidn la conocemos como principio de la probabilidad compuesta o regla del
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3.2. Propiedades de la probabilidad condicionada
Las principales propiedades de la probabilidad condicionada son:

* Siun suceso B estd contenido en un suceso C, entonces la probabilidad de B dado A es
menor o igual que la probabilidad de C dado A.

B c C = P(BJA) < P(C|A)

* Si un suceso B estd contenido en otro suceso A, entonces la probabilidad del suceso B
dado A es el cociente entre la probabilidad del suceso By la probabilidad del suceso A.
P(A)
P(B)

e Si un suceso A estd contenido en ofro suceso B, entfonces la probabilidad del suceso B
dado A es igual a uno.

Bc A= P(B|A)=

AcB=P(BJA) =1

Estas propiedades son consecuencia inmediata de las propiedades de la probabilidad y de
la definicién de probabilidad condicionada.

3.3. Sucesos dependientes y sucesos independientes

Al lanzar dos veces un dado, el hecho de que se verifique o no el suceso B: nimero par en
el primer lanzamiento, no influye en el suceso A: nimero impar en el segundo lanzamiento,
ni viceversa.

En este caso, la probabilidad de que ocurra un suceso no estd condicionada a que ocurra
el otro. Por tanto:

P(A|B) = P(A) P(B|A)=P(B)
A partir del principio de la probabilidad compuesta, fenemos que:
P(ANnB)=P(A) - P(B)
Diremos enfonces que ambos sucesos son independientes.

Dados dos sucesos A y B, asociados con un mismo experimento aleatorio, diremos que
Ay B son independientes si se cumple:

P(A N B) =P(A) -P(B)

Caso contrario, decimos que A y B son dependientes.

6. Demuestra que si A N B = @, entonces se cumple que P(B|A)= 0.

7. Extfraemos dos bolas de una urna en la que hay cinco bolas blancas y fres negras. Calcula la proba-
bilidad de los sucesos A: las dos bolas son negras y B: la primera bola es blanca y la ofra es negra,
en los casos siguientes:

SPDLPIAY

a. Sin reemplazo de la primera bola extraida
b. Con reemplazo de la primera bola extraida

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



3.4. Teorema de la probabilidad total

A partir del concepto de probabilidad condicionada, es posible enunciar una regla practica
para calcular la probabilidad de ciertos sucesos. Considera para ello el siguiente ejemplo.
Una fabrica de tornillos dispone de dos mdaqui-

nas que elaboran el 75% vy el 25% de la produc- —

]
l
- |
ok [
cién fotal. = =0 0752004 !
T b l
//‘/ 1 e |
- |
El porcentaje de tornillos defectuosos que pro- ”/ . L |
P L . / 90,035
duce cada mdquina es, también respectiva- Q@Qﬂ '*Ji:* !
mente, del 4% y del 2%. (Cudl es la probabili-| S -
b __.-"'_ -
dad de que al escoger un tornillo al azar, este \(’ZJ\\M__ __,--"3409_7:__ \]__0,2530’02_
\0,9\'“-. ?@I L _.____r
sea defectuoso? U, M T
H\_\_\_ :-:_-\...-:_"ﬂ_
p(D/A;}'“--_,_
Consideramos los sucesos D: tornillo defectuoso, “S09g
M, : tornillo elaborado por la maquina 1y M, for- W Fig. 3.

nillo elaborado por la maqgquina 2. Observamos
el diagrama en arbol de la figura 3.

Segun el diagrama, podemos calcular la probabilidad de D a partir de la suma de las probalbi-
lidades de cada rama:
P(D) =0.75-0.04 + 0.25 - 0.02 = 0.035

Observamos que los términos de esta suma son:
P(M,) =0,75P(M,) = 0,25 P(D|M,) = 0,04 P(D | M, ) = 0,02
Asi pues, podemos expresar P(D) como:
P(D) = P(M,) - P(D| M,) + P(M,) - P(D | M,)

Si generalizamos este resultado, llegamos al enunciado del tfeorema de la probabilidad fotal:

Sea A, A, .., A unsistena complefo de sucesos y B un suceso cualquiera, todos asociados con

un mismo experimento aleatorio. Si P(A)), P(A,), .., P(A ) son no nulas, se cumple que:
P(B)=P(A,)-P(B|A )+ P(A) -P(B|A,)+ - +P(A)-P(B|A)

N

>
8. Disponemos de cuafro urnas con bolas, de tal manera que: g.
<

* En la primera urna hay cuatro bolas rojas y cinco blancas.

* En |la tercera urna hay cinco bolas rojas y dos blancas.

* En la cuarta urna hay dos bolas rojas.

>hibida su reproduccion

I
I
I
I
|
I
| * En la segunda urna hay tres bolas rojas y ocho blancas.
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Prc

Si elegimos una urna al azar y extraemos de ella una bola, ¢cudl es la probabilidad de que
\_esta sea roja?

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



3.5. Teorema de Bayes

Vamos a estudiar el ejemplo del apartado anterior desde ofro punto de vista. Si sabemos
gue un tornillo es defectuoso, ¢,cudl es la probabilidad de que haya sido fabricado por cierta

maquina?

Calculemos la probabilidad de que el tfornillo haya sido fabricado por la maguina 1, sabien-
do que ha resulfado defectuoso, es decir, P(M, | D).

Segun la definicién de probabilidad condicionada, tenemos:
P (M. NnD)

P (M,|D) = S

P (D)

Por otro lado, del diagrama de la figura podemos calcular la probabilidad de P(M, N D), que
corresponde a la de la rama senalada:

P(M,nD)=P (M) P(D|M)
Sitenemos en cuenta ademds el teorema de la probabilidad total:
P(D) =P(M,)-P(D|M,) +P(M,) - P(D | M,)
llegamos finalmente a:

P(M,) - P(D|M,)
P(M,)-P(D | M)+P(M,)-P(D| M, )

P (M,|D) =

Con los datos del ejempilo:

0,75 - 0,04
P (M,|D) = = 0,857
0,75 - 0,04 + 0,25 - 0,02

Al enunciar de forma general el resultado anterior, llegamos al llamado feorema de Bayes:

Sea A,,...,A,...A un sisfena completo de sucesos y B un suceso cualquiera, fodos ellos asocio-
dos con un mismo experimento aleatorio. Si P(A)),...,P(A),..,P(A ) son no nulas, se cumple que:

. P(A)-P(B|A)
1 P(A)-P(B|A)++P(A)-P(B|A )
\ 4 >
i 9. En un congreso se rednen 250 médicos del Benelux, de los cuales 115 son holandeses; %
| 65, belgas, y 70, luxemburgueses. De ellos, el 75% de los holandeses, el 60% de los belgas oY
i y el 65% de los luxemburgueses estdn a favor de la utilizacién de determinada vacuna. 8
i Seleccionamos al azar uno de los médicos vy resulta estar a favor del uso de la vacuna. é
| 1
| |
|

¢Cudl es la probabilidad de que sea de Luxemburgo?



. VARIABLES ALEATORIAS

4.1. Concepto

Considera el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos monedas, cada una con und
cara (c) y una cruz (+). El espacio muestral de este experimento es:

Q={(c0),(c, +).(+ 0),(+ +)}

Podemos asignar un valor numérico a cada uno de los
resultados posibles, por ejemplo, el nimero de caras ob-
tenidas. Esta asignacion define una funcidn del espacio
muestral en el conjunto de los nUmeros reales.

A las funciones definidas de esta forma las denominamaos
variables aleatorias, y las representamos mediante una le-
fra mayuscula, por ejemplo X.

Una variable aleatoria, X, es cualquier funcién que asigne
un ndmero real a cada resultado posible de un experi-
mento aleatorio:

m Fig. 3.

X: Q>R
w = X(w)

Observa que pueden asociarse diferentes variables aleatorias a un mismo experimento. Asi,
por ejemplo, al lanzar dos monedas podemos considerar, ademds, la variable que hace
corresponder a cada resultado el nimero de cruces obtenidas, la que asigna a cada resul-
tado el valor 1 si contiene alguna cruz o el valor -1 si no contiene ninguna.

R

4.2. Tipos de variable aleatoria

Prohibida su reproduccion

El conjunto de valores que
puede tomar una variable
aleatforia discreta puede ser
infinito.

Asi, por ejemplo, considera
el experimento aleatorio que
consiste en lanzar una mone-
da hasta conseguir una cara.
El espacio muestral consta de
infinitos resultados:

Q={c+c++c+++c ..}

De esta forma, la variable
aleatoria que asigna a cada
resulfado el ndmero de tira-
das puede tomar cualquier
valor dentro del conjunto de
los nimeros naturales:
N={1,23,4,..}

Una variable aleatforia es una funcién, por lo que tiene un
dominio y un recorrido. El dominio es el espacio muestral Q
asociado con un experimento aleatorio y el recorrido es un
subconjunto de R.

Las variables aleatorias que hemos considerado hasta aho-
ra solo toman valores dentro de un conjunto finito de ele-
mentos: {0, 1, 2}, {-1, 1},...

Diremos que se trata de variables aleatorias discretas.

Considera, ahora, el experimento aleaforio que consiste en
escoger al azar un estudiante de la clase y la variable aleo-
toria que asigna a cada uno de ellos su altura. Esta variable
aleatoria puede tomar, en principio, cualquier valor dentro
de un intervalo del conjunto de los nUmeros reales R.

Diremos que se trata de una variable aleatoria confinua.

Una variable aleatoria es contfinua si su recorrido es uno o vo-
rios infervalos de R. Caso contrario, diremos que es discreta.



. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

Considera de nuevo la variable aleatoria X, que asigna a cada resultado del lanzamiento de dos mo-
nedas el nimero de caras obtenidas. (Cudl es la probabilidad de que esta variable tome el valor 0?

Esta variable toma el valor 0 cuando en el lanzamiento de las dos monedas obtenemos dos cruces.
Por lo tanto, la probabilidad de que X tome el valor 0 es la probabilidad de conseguir dos cruces en
el lanzamiento de dos monedas.

PX = 0) = P({(+, H)= -

De la misma manera, tenemos:
1

P(X = 1) = P({(C' +)' (+' C)}) = 7

P(X=2) = P(((c, 9= -

N

Asi pues, podemos asignar a cada valor x, del recorrido de la va- X 0 1
riable aleatoria X la probabilidad de que X tome dicho valor, tal y

como observamos en la tabla de la derecha. A esta asignacion PX=x)
de probabilidades la llamamos distribucion de probabilidad.

B

1
2
m

Q ||k

Tabla 4.

5.1. Funcion de probabilidad

Considera, ahora, la funcion f que asigna a cada numero real x la probabilidad de que la
variable aleatforia X fome ese valor. Esta funcion cumple lo siguiente:

* Six no es un valor del recorrido de la variable, f(x) = P(X=x) = 0.

* Si x es un valor del recorrido de la variable, f(x) = P(X = x) vendrd dada por la distribu-
cién de probabilidad de X.

Asi, en el ejemplo que analizamos: [

2.
>
Il
o

f@= <

six=2

2
>
Il
[

\. 0 en ofrocaso

A esta funcién la llamamos funcién de probabilidad de X y la po-

demos expresar también en forma de grdfica o tabla de valores, % 0 ! 2

tal y como vemos a la derecha. Observa que, para los valores de fx) 1 1 1

X que no aparecen en la fabla, se cumple que f(x) = 0. 4 2 4
M Taobla 5.

En general:

Liamamos funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X a la funcién que asigna
a cada numero real x la probabilidad de que X tome el valor x:

ffR->R
x=>f(x)=P (X=x)



6. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Considera el experimento que consiste en escoger al azar una persona, y la variable aleato-
ria que asigna a cada una su peso. Esta variable puede tomar, en principio, cualquier valor
dentro de un intervalo de R, por lo que hemos de distribuir la probabilidad entre infinitos
valores.

En consecuencia, la probabilidad de que una variable aleatoria continua tome un valor
determinado es, en general, cero. Debemos entonces buscar una alternativa para describir
las probabilidades asociadas con este tipo de variables.

6.1. Funcién de densidad

Efectuamos fres estudios estadisticos sobre los ingresos mensuales de las familias ecuatoria-
nas y obfenemos los siguientes histogramas de frecuencias relafivas.

Estudio A: Muestra de 100 familias = Estudio B: Muestra de 1000 familias ' Estudio C: Muestra de 10 000 familias

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 LigEEE SH RSO 789 ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Miles de Milesie Miles de

M Tabla 6.
Observa que cada vez se han considerado muestras con un mayor nimero de familias y los ingresos
se han agrupado en intervalos cada vez mds pequenos.
Asi, en el caso de que la muestra fuera infinitamente grande vy los infervalos, infinitamente estrechos,
el perfil del histograma se convertiria en la grdfica de la funciéon f de la figura.

Nos preguntamos ahora cudl es la probabilidad de que una familia tenga unos ingresos de entre
1000 y 2000 ddlares. Segun la definicidn experimental de probabilidad, la probabilidad de un suceso
es el nimero al que tienden sus frecuencias relativas cuando aumenta el nimero de realizaciones
del experimento.

Por tanto, para hallar la probabilidad anterior, olbservamos el nimero hacia el que tiende la frecuen-
cia relativa del infervalo [1, 2] conforme fomamos muestras cada vez mayores.

Este nUmero se corresponde con el drea bajo la grdfica representada en la figura, que, como sabe-
mos, viene dada por la infegral definida de f entre 1y 2.

Vemos, enfonces, que fnos permite asociar probabilidades a la variable aleatoria continua X.
2
PA<X<2)=[ f(x)dx

Esta funcién recibe el nombre de funcidn de densidad. En general, llamamos funcidén de densidad
de una variable aleatoria continua X a una funcidn fque cumple las siguientes condiciones:

+0oo
fx)=0Vvx L)of(x)dx =1

La funcién de densidad asigna a cada intervalo real [a, b] la probabilidad de que la variable alea-
toria X esté comprendida en este intervalo mediante la expresion:

b
P(a<X<b)= [ f(x)dx
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7. PARAMETROS DESCRIPTIVOS

Como ya sabemos, para entender los resultados de una distribucion estadistica, es comun utilizar
medidas descriptivas para resumir las caracteristicas principales de los datos.

Dado que podemos considerar una distribuciéon de probabilidad como el caso limite de una distribu-
cidén estadistica, definimos la media aritmética, la varianza y la desviacion esténdar, para variables
aleatorias, y sustituimos las frecuencias relativas por probabilidades.

7.1. Esperanza

En distribuciones estadisticas, utilizamos el valor esperado como una medida del centro de los datos.

Recuerda que, para una distribucién estadistica con X, X, dafos, cuya frecuencia absolufa res-
pecfivaes n,,..,n, ..., la media aritmética estd dada por la ecuacion:

X% 0,
X = T )
n
pero recuerda que —-es el valor de la probabilidad de la variable aleatoria P(X =x. ) = f(x). Asi pues,

N

podemos considerar una distribucion de probabilidad como el caso limite de una distribucion esta-
distica y definir la media aritmética para variables aleatorias, sustituyendo las frecuencias relativas
por probabilidades, por lo que podemos reescribir la expresidon del valor medio como:

H= Z X f(x)

| v TwBEN: 121

En una distribuciéon de probabilidad, a este valor lo conocemos
como la esperanza, E(X), de la variable aleatoria X. Propiedades de la esperanza:

Paratfodo nimero k € R,y
para dos variables aleatorias
XvyY:

E(k) =k
EX+k)=EX)+k
E(k-X)=k-EX)
EX+Y)=EX)+E(Y)

Juegos de azar

A un juego de azar podemos asociarle siempre una variable
aleatoria X, cuyos valores son las ganancias correspondientes a
los posibles resultados.

La esperanza de X representa el beneficio medio en cada jugo-
da cuando consideramos un nimero muy elevado de ellas.

* Sip> 0, decimos que el juego favorece al jugador.
* Sipu <0, decimos que el juego perjudica al jugador.
* Sip =0, decimos que el juego es equitativo.

—————— e

Un juego consiste en extraer una bola de una urna que contiene ocho bolas blancas y dos bolas negras. !
Cobramos $ 0,5 si la bola extraida es blanca, y pagamos §$ 2,25 si es negra. ¢Cudnto serd la ganancia o |
pérdida media por cada juego? i
Consideramos la variable aleatoria X que asigna a cada resultado la ganancia correspondiente. Puesto |
que: P (blanca) = 0,8 y P (negra) = 0,2, la funcién de probabilidad serd: i
En este caso: i

X -2,25 | +0,5 |
fx 02 | 08 i

u=-2,25-02+05-08=-0,05
Por lo tanto, cabe esperar una pérdida media de $ 0,05 por partida.



7.2. Varianza

Recuerda ahora que, para una distribucién estadistica, la varianza nos permite medir la dis-
persion de los datos. En ofras palabras, por medio de la varianza, podemos medir qué tan
lejos estd cada dato del valor medio. Observa que, para una distribucion de probabilidad,
podemos escribir:

0’=E(X- )’
Este valor nos dard como resultado el promedio de la distancia entre el valor Xy la media
elevada al cuadrado. Por tanto, definimos:

La varianza es un valor de dispersion de los datos, que es mayor mienfras haya mds
variabilidad, y menor si los dafos son mds homogéneos. La expresamos Como:

2 _ N2, Propiedades:
o= Vo) e
i 02(kx) = K2 0%(x)

La desviacion estdndar es la raiz cuadrada de la varianza: o =V 62

—————— e

Calcula la esperanza, la varianza y la desviacion tipica de la variable aleatoria X cuya funcién de den-

Sl sidad es:

9 1 Gixeq,a
g' fx)=43 '
Q 0 sixe[1,4]
(N1

\
|
|
|
|
|
|
|
|
}

Aplicamos la férmula que empleamos para calcular la esperanza: 1
|

+oo 1 4 1 oo 1 (4 1 (x2\" 1/4* 12 |
= '[me(X) dX—J‘_mx-OdX+J-1 X 3 dx+’[1 X'OdX—§ J.lxdx—§ [?l— E(? - 7) =25 |
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

De la misma manera, calculamos la varianza:

+oo 1 4 +oo 4
02=I X2 f(x) dx-u2=J. x2-0d><+J.1 XZ'%dX+J4 xZ-de-(Z,S)Z:%J.1 x2dx - (2,5)*=

1 (x) 1 /4% 13
=3 [5 ] @5)° =5 (5 3 > -(25)?=0,75

Finalmente, hallamos la desviacién tipica: o =02 =+0,75 = 0,866 )

Y
>
10. Calcula la esperanza, la varianza y la desviacioén tipica de la variable aleatoria que indica la suma E_’..
de las puntuaciones obtenidas al lanzar dos dados. g
[e]

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

! . . L o

! 11. Un juego consiste en lanzar dos dados, de forma que se cobran tantos ddlares como indique la
! suma de puntos si esta es un ndmero primo, © bien, se pagan $ 5 en caso contrario.
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

a. Obtén la funcién de probabilidad fde la variable aleatoria X que indica la ganancia correspon-
diente a cada resultado.

b. Determina si el juego es equitativo.

|
|
|
12. Parfiendo de la definicidn de varianza, o = E(X - p)% deduce que la misma puede fambién ser |
\ expresada como o?= E(X?) - [E(X)]* o lo que es lo mismo, 6* =}, (x> f (x,)) - u* |

|




8. DISTRIBUCIONES DISCRETAS

8.1. Distribucién de Bernoulli

Considera el experimento que consiste en lanzar una moneda y observar si cae en cara o
cruz. Este experimento se realiza una sola vez y tiene dos resultados posibles. A esta clase de
experimentos la conocemos como ensayo de Bernoulli.

Imagina ahora que queremos obtener cara al lanzar la moneda. Podemos denominar a
este suceso como éxito, y al resulfado cruz como fracaso. Entonces, la variable aleatoria
asociada con este experimento puede escribirse como:

1 si cae cara
0 si cae cruz

X(x)=[

y siendo el valor de probabilidad de éxito p, y el valor de probabilidad de fracaso q =1 - p,

la distribucién de probabilidad del ensayo de Bernoulli resulta en:

X 1 0
f® p q
M Tabla 7.

Observa que esto es lo mismo que decir
fx)=p*q™,x=0,1

Decimos que la variable aleatoria sigue una distribucion de Bernoulli,

8.2. Distribucién binomial

Consideremos ahora un experimento compuesto, formado por n realizaciones consecutivas
de un ensayo de Bernoulli, de forma que:

* En cada realizacién del experimento simple solo nos interesa estudiar si se cumple o no
determinado suceso A.

* El resultado obtenido en cada realizaciéon del experimento simple es independiente de
los resulfados obtenidos en las realizaciones anteriores.

* La probabilidad del suceso A es la misma en todas las realizaciones del experimento simple.

Si representamos la probabilidad de A por p, decimos que la variable aleatoria X, que cuen-
ta el nUmero de veces que se ha verificado el suceso A en las n realizaciones del experi-
mento simple, sigue una distribucion binomial de paradmetros n y p. Esto lo simbolizaremos
escribiendo X~B(n,p).

Observa que X es una variable aleatoria discreta que puede tomar los valores 0,1,2,....n.



Vamos ahora a obtener su funcién de probabilidad. Para ello, considera el siguiente ejemplo.

Revisamos 500 tornillos fabricados por una mdquina que elabora un 10% de piezas defectuosas y
observamos si presentan o no alguna anomalia. Queremos hallar la probabilidad de que entre 500
tornillos examinados, haya exactamente 2 tornillos defectuosos.

Estamos investigando el suceso A: fornillo defectuoso. Este suceso puede expresarse como:
ANANAN.NA
Por la independencia de las realizaciones:
P(ALNA,NA,Nn..NA )=
=P(A)-P(A))-P(A,) ..-P(A) =0.1%- 0.9%"

Si razonamos de igual manera, obtenemos que la probabilidad de que los tornillos defectuosos sean
el primero y el tercero, el quinto y el octavo, etc., es tfambién 0,12 - 0,9,

Asi pues, la probabilidad de que haya 2 tornillos defectuosos entre los 500 serd 0,12 0,998 multiplica-
do por el nimero de posibles maneras de situar los dos tornillos defectuosos entre los 500, que serdn

500>

las combinaciones de 500 elementos tomados de 2 en 2, C500'2= < 2

n n
En forma general C = <X> =C,

Por tanto, si X~B (500,0.1) es la variable aleatoria de nuestro ejemplo:

500

P(X=2)= ( ]

) £ 0.12- 0.9%%

Siguiendo el mismo razonamiento, podriamos comprobar que la probabilidad de obtener k

tornillos defectuosos es:
| . P(X=kK) = ( 500 ) - 0.1%- 0.9 para k = 0, 1, 2,..., 500

En general, si X~B(n, p) es una variable aleatoria que sigue una distribucion binomial y de-
notamos por q la diferencia 1 - p:

f® ={C) p*rq*x=0,1,2,..,n

Para hallar los pardmetros de X~B(n, p), basta con particularizar en el caso que nos ocupa
las expresiones generales que estudiamos en la pagina 190.
Asi, podemos demostrar que los pardmetros de X~B(n, p) son los de la tabla.
Esperanza Varianza Desviacion tipica
p=n-p o’=n-p-q 0=yT"P"q |mTablas

y

13. Un examen tipo fest consta de diez preguntas. Cada pregunta tiene cuatro posibles respuestas, de
las que solo una es correcta. Un estudiante que no ha estudiado responde al azar a las preguntas
del examen.

PRPIARY

a. Comprueba gque la variable aleatoria que cuenta el nimero de aciertos sigue una distribucion
binomial, X~B(n, p). y halla su funcién de probabilidad.

b. Calcula la probabilidad de que el estudiante apruebe el examen, es decir, que acierte al menos
seis preguntas.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
} Esperanza Varianza Desviacion estandar
|

c. Calcula la esperanza, la varianza y la desviacion
N tipica de X.
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8.3. Distribucion de Poisson

Consideremos ahora un experimento en el que queremos saber la probabilidad de que un
suceso ocurra en un periodo o un espacio especifico dado. Por ejemplo: ¢Cudntos autos
pasardn por un control de velocidad en una hora? ¢ Qué tal en dos?

En este caso, el resultado del experimento no depende de las veces que realicemos el ex-
perimento, pero si del infervalo de tiempo proporcionado. Ademds asumimos que la proba-
bilidad de que un auto pase aumenta si el fiempo aumenta. Liamemos ahora w al valor pro-
medio, 0 esperanza, de autos que pasan por el control en un minuto cualquiera. Enfonces
resulta evidente que el promedio de autos que pasan por el control en un fiempo t mayor
que 0 serd p-t. Representamos este ndmero como A.

Si la variable aleatoria X cuenta la probabilidad de que un suceso ocurra en un intervalo
dado, y la probabilidad del suceso es proporcional a la longitud del intervalo, decimos que
X sigue una distribucion de Poisson, y lo expresamos como X~P(A).

La funcién de distribuciéon de esta variable aleatoria estd dada por

e-At (}\t)x
f=———
X!
Puede demostrarse que los pardmetros de X~P(A) son los de la tabla.
Esperanza Varianza Desviacion estandar
A A VA B Tabla 9.

—_————— e =

Sabemos que a una ciudad portuaria llegan en promedio 10 camiones tangueros por dia. El puerto solo
puede recibir a 15 camiones como mdximo en un dia.

-¢,Cudl es la probabilidad de que en un dia determinado lleguen mds de 15 camiones?

-.,Cudl es la probabilidad de que en dos dias lleguen exactamente 15 camiones?

a. Tenemos que el promedio de tanqueros por dia es p = 10, y necesitamos saber la probabilidad de mds
de 15 ocurrencias en el mismo periodo. Esto quiere decir que la variable aleatoria de camiones que
llegan sigue una distribucién de Poisson, X~P(10). Por tanto:

feo=—0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Ahora, queremos saber la probabilidad de que lleguen mds de 15 camiones en el dia. Evidentemente, |
no podemos sumar P(16) + P(17) + P(18)+:-, pero recuerda que la probabilidad del espacio muestral |
completo es 1, asi que podemos calcular |
P(x>15)=1-P (x<15) = i
=1-[Px=0)+Px=1)+-+PEx=15)] |

Al realizar esta operacién, obtenemos que: i
P(x > 15) = 0.00487 |

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I

b. Ahora, debemos calcular la probabilidad de un suceso en un periodo de dos dias, porlotanfo A= p - t=20

Utilizando la férmula de la distribucion de Poisson:
e-ZO (ZO)X
x!

fo=

Por lo tanto: 20 (20)15 Esperanza Varianza = Desviacién estandar
P(x=15) = — 5 = 0.05165




d. VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

En ocasiones inferesa estudiar conjuntamente dos caracteristicas de una misma poblacién. Como
ejemplo, fijate en los dafos que se recogen en la tabla 1. Corresponden al peso (X) y a la estatura (Y)
de cinco jovenes.

Anotamos los valores medidos en cada individuo en forma de par ordenado:
(76,181) (74,173) (79,177) (82,184) (78,183)

Cada uno de estos pares ordenados es un dato que procede de la observacion conjunta de dos
variables estadisticas unidimensionales.

Se llama variable estadistica bidimensional a la que se obtiene al considerar conjuntamente dos
variables estadisticas unidimensionales X e Y, relativas a una misma poblacién. Se representa por el
par (X,Y). El conjunto de fodos los datos procedentes de la observacion de una variable estadistica
bidimensional se denomina distribucion bidimensional.

9.1. Organizacién de datos
(5,4), (4,2),(6,3), (4, 4), (3,2),
(6,4),(3,1),(4,2),(4,2),(6,4), Una vez recogidos los datfos correspondientes a la variable

(4,2),(5,3),(3,1),(2,2),(43), estadistica bidimensional que se estudia, hay que organizar-

(3,1),(4,2),(5,3),(5,3), (4 2), los. Los dos sistemas mas utilizados para organizar dafos son

(3,3),(1,1), (4, 2), (5, 3), (3,2), las fablas de doble enfrada y los diagramas de dispersion.

(5,3),(6,4),(4,2), (5 3), (2, 1),

(3,2),(6,4), (5,3), (4,2), (4, 2),

(3,3),(3,1),(2,2),(6,4), (5, 3), En estas tfablas se agrupan los dafos de una distribucion bi-
dimensional en filas y columnas.

Tablas de doble entrada

| Tabla 10.

Veamos el procedimiento para construirlas. Considera los

datos que se indican en el cuadro 10. Se han obtenido al

estudiar las variables X = nimero de goles marcados e Y=
ndmero de goles recibidos, en 40 partidos jugados
por el equipo campedn de la liga de fdtbol sala.

6
@ Elaboramos la tabla 11 de doble entrada siguiendo
0 | estos pasos:
1

5
0
0
8 e Construimos una tabla con tfantas columnas
@ 5 como valores tome X'y con tantas filas como vo-
H Tabla 11. lores tome Y. En este caso la tabla constard de 6
columnas vy 4 filas.

BATw N R

©C OOk R
OO IN RN
O N WA W

* Contamos el nimero de veces que se repite

X 01 [12) [23) [34) [45) cada par de valores en la distribucién y lo anota-

y mos en la casilla correspondiente. Asi, por ejem-

e 1 1 0 0|0 plo, observa que el par (5, 4) aparece una sola
[1,2) 2 0 vez; el (4, 2), diez veces; y el (6, 1), ninguna.

[2,3)

[3.4)

[4,5)

En el caso de los datos agrupados, debemos primero
1 1 agrupar los datos de la distribucidn en intervalos de
1 0 clase, dividiendo los datos en intervalos de igual lon-
gitud desde el minimo valor hasta el maximo.

SO =N
SN W
N W O »
w
o

M Tabla 12

A modo de ejemplo, la tabla 12 recoge los datos obtenidos al observar en 40 estudiantes las
variables X = horas diarias de estudio y Y = horas diarias de deporte.



Diagrama de dispersion

La informacién contenida en una tabla de doble entrada es mds facil de interpretar si pode-
mos observarla. El diagrama de dispersidon o nube de puntos nos permite hacerlo en el plano.

Diagrama de dispersion o nube de puntos

Los datos de una distribucion bidimensional pueden representarse en unos ejes cartesianos en el plano.
En el caso de do- v} En el caso de datos Y“
tos no agrupados, agrupados, se repre-

suelen dibujarse s+ senfan en cada co-

L, . . (4 ENENE AN NN RN S
puntos de drea , e silla, de’rermmodo por ? ‘:"’: . |
proporcional a la un par de intervalos L RS SSCEs PISCs K ass Sasad lesass

r
: ir
frecuencia absolu- gSEEa i, Joih de close, unode Xy = .| [
ta de cada par de 2T e o @ otro de Y, tanfos pun- |
valores que puede 1+ o o @ fos como indigue la EF EREEE S
fomar la variable bi- oy 0| frecuencia absoluta L R S S S S
dimensional (X,Y). °| 1 2 3 4 s & 7x | dedichopardeinter S8 EEuas St dae s
1 2 3 4 5

Py

valos. 0

La figura refleja el diagrama de dispersidon o nube de | La figura muestra el diagrama de dispersidon o nube
puntos correspondiente a los datos de la tabla 11. de puntos correspondiente a los datos de la tabla 12.

M Tabla 13.
9.2. Andlisis de datos

La etapa final de un estudio estadistico es el andlisis de los datos con el fin de extraer conclu-
siones que puedan ser de interés.

En especial, puede interesarnos estudiar si las dos variables unidimensionales que forman una
variable bidimensional presentan algun tipo de relacién entre ellas y cudles son las caracteris-
ficas de esta relacion.

Relacién entre variables

En una muestra de familias formadas por padre, madre y dos hijos, hemos estudiado las
variables:

W = ingresos familiares anuales ($)

X = estatura del padre (cm)

Y = gasto anual en energia eléctrica ($)

Z = consumo anual de energia eléctrica (kW /h)

Los valores de Y pueden determinarse exactamente a partir de los valores de Z si conocemos

las tarifas de la compania eléctrica.

Entre dos variables estadisticas, existe dependencia funcional si estdn relacionadas de
forma que sea posible determinar con exactitud los valores que toma una de ellas a partir
de los que toma la ofra.

Consideremos, ahora, las variables Wy Z. Los valores de Z no pueden calcularse exactamente
solo conociendo los de W.



Sin embargo, podemos suponer que consumirdn menos energia eléctrica las familias con in-
gresos mds modestos y, por el contrario, que consumirdn mdas las familias con mayores recursos.

Entre dos variables estadisticas existe dependencia estadistica o correlaciéon cuando los va-
lores que toma una de ellas estdn relacionados con los valores que toma la ofra, pero no de
manera exacta.

Finalmente, parece razonable pensar que no existe ninguna relacién entre los valores de W'y
los de X.

Dos variables estadisticas son independientes si no puede establecerse ninguna relacion entre
los valores que toma una de ellas y los que toma la otra.

9.3. Interpretacion grdfica de la relacién entre variables

Hemos visto que al estudiar la relacion entre dos variables pueden darse tres casos: indepen-
dencia, dependencia funcional y una situacién intermedia a la que llamamos dependen-
cia estadistica o correlacion.

La relacién existente entre dos variables queda reflejada en los diagramas de dispersion o
nubes de puntos.

A A A
Y‘ Y ] Y
° » o o °
. °®® * o etrtierd
. o ® ° . $
o e-® Ld ° ut o oo
. o o .
° oo B . .
° eoo® ° o °
.. (N ) () ¥ ° o o °
o 0.‘ ° » L4
.O ° LN ) ° ° o o
o ® o *% o ° ° °
ye ¥ P o® %00 o se . ki LiEaE"lg
0 X 0 'l 0 X

Los puntos de la nube se si-
tdan sobre una curva cuya
expresid matemdatica podria-
mos determinar.

Este caso corresponde al de
una dependencia funcional
entre las variables X e Y.

Los puntos de la nube se
agrupan en torno a una po-
sible curva, no muy definida,
pero reconocible.

Este caso corresponde al de
una dependencia estadisti-
ca o correlacion entre las va-
riables X e Y.

Los puntos de la nube no se
agrupan en torno a ninguna
curva, estdn completamente
en desorden.

Este caso corresponde al de
independencia entre las va-
riables X e Y.

M Tobla 14.



Entre los casos extremos de dependencia funcional e independencia, hay una amplia

gama de situaciones en que se da dependencia estadistica o correlacion. Observa los si-

guientes diagramas de dispersion:

Y‘

0 X

A
Y ° ° hd
)
0] ° .
Py °
[ NP L
e o
.
- °
.
L .
0 XV

La nube de puntos se aqjus-| La nube de puntos se ajusta a una

tfa bastante bien a una curva
reconocible.

En este caso existe correlacion
fuerte entfre las variables X e Y.

curva, aungue muy ligeramente.,

En este caso existe correlacion dé-
bil entre las variables X e Y.

M Tabla 15.

v) >

X

Al aumentar los valores de X,
también aumentan los valores
de.

Decimos que existe correlacion
positiva entre las variables X e Y.

0 X

Al aumentar los valores de X, dismi-
nuyen los valores de Y.

Decimos que existe correlacion
negativa entre las variables X e Y.
M Tabla 16.

>

»
>

0 X
La nube de puntos se distribuye
en torno a una linea recta.

Decimos que existe correlacion
lineal entre las variables X e Y.

0 X

La nube de puntos se distribuye en
torno a una curva no lineal.

Decimos que existe correlacion

curvilinea entre las variables X e Y. B Tabla 17,

L

Prohibida su reproc



9.4. Coeficiente de Pearson

Veamos coémo podemos obtener una medida cuantitativa de la correlacién existente entre
dos variables estadisticas.

Si tenemos en cuenta Unicamente el caso de la correlaciéon lineal, consideramos el llamado
coeficiente de Pearson.

Para llegar a la expresion de este coeficiente, delbemos definir antes un nuevo pardmetro esta-
distico, llamado covarianza.

Llamamos covarianza, o,,, de una variable bidimensional (X,Y) al pardmetro estadisti-
co definido por una de las siguientes expresiones equivalentes:
2% -X)(y;-y) - XXy,

Oy = N Oy = N X'y

* X ey, son los valores que foman X e Y, en el caso de datos no agrupados, y las marcas de

clase de los intervalos en que se agrupan los dafos, en el caso de datos agrupados en
intervalos.

° n, es la frecuencia absoluta de cada par de valores (x, y].).

* N es el total de datos de la distribucion.
Ahora, ya podemos infroducir el coeficiente de Pearson:;

El coeficiente de Pearson, r, de una variable bidimensional (X, Y) es un pardmetro esto-

distico definido por la expresion:

0-XY

0y 0y

Se puede demostrar que este coeficiente estd siempre comprendido entre -1y 1.

La relacién que existe entre el coeficiente de Pearson y la correlaciéon se puede observar en
los siguientes diagramas de dispersion.

Sir=+4+1or=-1, existe una oo Si0 <r< 1, existe correlacion

dependencia funcional en-
fre X e Y que expresamos
mediante una recta.

s lineal positiva entre X e Y,

tanto mds fuerte cuanto mas
proximo esté r de +1.

0 X
oA oA . . 5
se -1<r<0 r=0 Sir = 0, no existe correlacion
:. = Si -1 < r < 0, existe correla- B ‘e o i linealentre X e Y.
i cién lineal negativa entre X e ESTQ no excluye que entre las
LanEs e Y, fanto mds fuerte cuanto % . variables X e Y pueda haber
. mMds proximo esté r de -1. i s ! algun tipo de correlacion
e . » > curvilinea.
0 X g X

M Tabla 18.



9.5. Regresion lineal

Uno de los objetivos que perseguimos al estudiar conjunta-
mente dos variables X y Y es encontfrar alguna manera de
predecir los valores de una, conociendo los de la ofra.

En este sentido, es l6gico pensar que si hay una curva sobre
la que se agrupan aproximadamente los punfos de un dia-
grama de dispersion, esta ha de dar una aproximaciéon de
los valores reales, tal y como puedes ver en la figura 4 de la
derecha.

El andlisis que pretende determinar la curva que mejor
aproxima este diagrama de dispersidon recibe el nombre de
regresion.

En este libro, estudiaremos el caso de la regresion lineal, es
decir, la determinacioén de la recta que mejor aproxima una
nube de puntos.

Rectas de regresion y predicciones

Es facil hallar una recta que se ajuste aproximadamente a
una distribucién. Basta con dibujar la que a simple vista nos
parezca mds representativa de la nube de puntos. Sin em-
bargo, este es un método subjetivo.

Para evitar este problema, consideramos algun criterio que
permita determinar objetivamente la recta que se ajusta
mejor a la distribuciéon. El mds utilizado es el llamado criterio
de los minimos cuadrados.

y= A + Bx Recfa minimos cuadrados, donde A y B se obtie-
ne del sistema

Zy =nA + BZx
- E - Normales
Zxy = AZx + BZx'

Segun este criterio, podemos demostrar que la recta es:

o o
y=A+BxdondeA=y-—2-Xx y B= X
0'X o'X

También podemos expresar la recta de la forma siguiente:

— o —
— XY
y-y= 7 &-%
X
A esta recta la conocemos como recta de regresion de Y

sobre X.

Esta recta permite predecir, para un valor x, el valor y que
cabe esperar que presente un individuo de la poblacién. Sin
embargo, puesto que el resulfado es sdélo una prediccidn,
el valor obtenido no serd en general el valor real, sino una
estimacién de éste que denotamos por y.

yl-

o] AR

1
1
1
1
1
1
1
0
Xl 2

W Fig. 4

Y TAVBEN: |1

Minimos cuadrados

El método de minimos cua-
drados  proporciona  una
recta que se ajusta a la dis-
fribucién de manera que la
suma de los cuadrados de
las diferencias entre los datos
tedricos vy los reales lo menor
posible.

EEE

Aplicacion de la regresion
lineal

En ingenieria mecdnica:

En esta rama se ufiliza la re-
gresion lineal para ajustar la
recta de Paris, una ecuaciéon
que sirve para estudiar ele-
mentos sometidos a fatiga
en funcidon del nimero de
ciclos a los que se somete un
material.



Andlogamente, si nos inferesa hacer predicciones de un vo-
lor x a partir de un valor y, debemos infercambiar el papel

Y TAMBIEN: @ de ambas variables. Consideraremos, en este caso, la recta

de regresion de X sobre Y:

_ Oy _ c
y=A+BxdondeA=y- GX‘Z( x y B=—"-
X X

La forma alternativa de esta recta es:

y-y= 57 x-X)

0
QO
o
0]
[a4)
o
—
o
Q
@)
()
-
o
%]
o
=
e

En este caso, denotamos la estimacion proporcionada por
la recta de regresiéon para un valor conocido de y por X.

Johann Karl F. Gauus En general, la recta de regresion de Y sobre Xy la de X sobre
Matemdtico aleman  (1777- Y no coindicen. Sin embargo, siempre se cumple que:
1855).

Sus valiosas aportaciones en

, * Ambas rectas estdn tanto mds proximas cuanto mayor es
diversos campos de las ma-

temdticas y la fisica lo con- el grado de correlacion lineal enfre X e Y.

vierten en uno de los mds o ' .

imporfantes  cientificos  del * Si existe dependencia funcional entre X e Y, ambas rec-
sigioXIX. tas coinciden.

Con sus frabajos sobre astro-

nomia, fue uno de los prime- * Si X e Y son independientes, las rectas son perpendicula-
ros en estudiar la distribucion , .

normoL ala que suele llamar- res el’ﬂ'l’e Sl y pOrO|e|OS a IOS eJeS.

se, en su honor, campana de

Gauss.

Valoracién de las predicciones

La recta de regresidn nos permite predecir valores de una
variable a partir de los de ofra. No obstante, hay que tener
siempre presente que existen las siguientes limitaciones:

* Las predicciones realizadas a partir de una recta de re-
gresién no son fiables si entre X e Y no hay un alto grado
de correlacion lineal; es decir, si r no es, en valor absoluto,
cercano a 1.

* La fiabilidad de una recta de regresidon es mayor cuan-
to mayor sea el niumero de datos considerados para
calcularla.

* Las predicciones obtenidas para valores proximos al pun-
to medio de la distribucion son mads fiables que las obte-
nidas para valores muy alejados.



B

Probabilidad

Suceso ’ :
Regresion lineal Variables aleatorias

Coeficiente de Pearson

Unién

Discretas

Diferencia
Complemento

Continuas
Interseccién

Bernoulli

Binomial

Prohibida su reproduccion



Problemas resueltos ©

1. En un hospital se estd experimentando un medicamentfo que regula la tfemperatura cor-
poral. Para ello, se administran diferentes dosis del producto a 10 pacientes con fiebre
alta, y se observa cudnto fiempo tarda en normalizarse completamente su temperatura.

Se obtienen los siguientes resultados.

Responde:

¢ Cudnto tiempo cabe esperar que tarde
en normalizarse la temperatura de un
paciente al que se le han administrado
11,5 mg del medicamento? ¢Y si foma
una dosis de 25 mg?

Comprender

A partir de una distribucion de datos, realizaremos
una prediccidn del efecto que tendrd sobre la tempe-
ratura corporal la prescripcion de una determinada
dosis del medicamento que se estd experimentando.
Los datos corresponden a dos variables: la dosis de
medicamento (X) y el tiempo que tarda en normali-
zarse la temperatura (Y).

Planificar

e Representaremos un diagrama de dispersién vy
observaremos la relacién que existe entre las va-
riables y, en caso de dependencia estadistica, el
grado, el sentido y el tipo de la correlacion.

¢ Calcularemos el coeficiente de Pearson y valoro-
remos un posible ajuste mediante una recta de
regresion.

¢ Hallaremos la recta de regresion de Y sobre X.

e Realizaremos una prediccidén del tiempo que tar-
dard en normalizarse la temperatura para las do-
sis del medicamento del enunciado.

Ejecutar el plan

¢ Representamos la distribucién en un diagrama
de dispersion. A simple vista, podemos concluir
que existe una fuerte correlacién lineal negativa.

e Calculomos el coeficiente de Pearson. Para
ello, encontraremos los pardmetros estadisticos
necesarios:

0,=5.745 0,=36.609 oyy=-207

Dosis Tiempo Dosis  Tiempo

(mg) (min) (mg)  (min)

2 136 12 60

4 126 14 55

6 115 16 42

8 98 18 38

10 75 20 31

Por tanto:
r= X 207 =-0,984
o0,  5.745-36.609 ’

Comprobamos que existe una correlacion lineal
negativa muy fuerte, puesto que r=-1
e Detferminamos la recta de regresion de Y sobre
X. Para ello, hallomos previamente que x = 11y
y=77.6:
_ O 207

_. XY —
A=y-—% Gy = 6272

La recta buscada es: y = 146 - 6.272x

e Estimamos los valores de 37115 mgY §/25 mg COITESPON-
dientesax=11.5mgyx=25mg:

Y ismg = 7447 MiNy,. =-10.2 mMin

Respuesta

Si administramos al enfermo 11,5 mg del medico-
mento, cabe esperar que su femperatura se horma-
lice al cabo de 74,47 minutos. En cambio, si le admi-
nistramos 25 mg, su tfemperatura se normalizard 10,2
minutos... jantes de que se lo tome!

A pesar de que el grado de correlacion es alfo, la
segunda prediccién no es fiable, porque estd muy
alejada del punto medio de la distribucion.



Ejercicios

) Frobabilidad

1.

Se lanza un dado dos veces. Calcula la probabi-
lidad de los sucesos siguientes.

a. La suma de las caras es 5.
b. La suma de las caras es 10.

c. La suma de las caras es menor o igual que 5.

Los datos de votantes en las Ultimas elecciones
correspondientes a una determinada ciudad
muestran que el 73,5% de los hombres censa-
dos ejercid su derecho a voto, mientras que el
porcentaje de mujeres censadas que no lo gjer-
cié fue del 42,9%. El censo de esta ciudad estd
compuesto por un 48% de hombresy un 52% de
mujeres.

De entre todas las personas censadas, escoge-
mos una al azar. Calecula la probabilidad de que
esta persona.

a. Haya votado.
b. Haya votado y sea hombre.

c. Sabiendo que ha votado, sea mujer.

Maria y Rosa hacen un examen. La probabilidad
de que Maria lo apruebe es 0,6 y la probabilidad
de que lo aprueben ambas es 0,1. Calcula la pro-
babilidad de que apruebe Maria, pero no Rosa.

Lanzamos una moneda y un dado. Sean los
sucesos A: obtener cara y B: obtener un punto.
Calcula la probabilidad de los sucesos A, B, AUB,
ANB, A ANB, (AUB), (ANB).

¢ Cudll es la probabilidad de no coger ningln do-
ble al seleccionar al azar tres fichas de un domi-
né? ¢Y la de coger alguno?

Ana y Ramdn reciben, cada uno, $ 2 diarios. Ana
los guarda. Ramaén los apuesta a un juego de azar
en el que puede ganar $ 10 con probabilidad 0,1
o perder la apuesta con probabilidad 0,9. ;Quién
actda mds juiciosamente a largo plazo?

Esteban y Teresa son usuarios habituales del
fren. Esteban siempre paga su pasaje. Teresq,
en cambio, lo usa sin pagar. El vigje cuesta
$ 0,68 y el revisor pone una multa de $ 50 cuan-
do detecta un vigjero sin pasaje, lo que ocurre
en un 15% de los casos. ¢ Cudl de los dos actda
mds inteligentemente?

10.

11.

12.

La probabilidad de que en determinado mo-
mento cada uno de los seis miembros de una fo-
milia quiera ver la televisién es 0,2. Sabiendo que
a ninguno de los seis le gusta el mismo programa,
¢cudntos televisores debe haber en la casa para
que todos puedan ver su programa favorito al
menos en un 90% de los casos?

Un examen consta de 12 preguntas. Para cada
una de ellas se proponen fres posibles respuestas,
de las cuales solo una es correcta. ¢Cudntas res-
puestas acertadas deben exigirse para aprobar,
como minimo, si la probabilidad de que alguien
lo apruebe confestando al azar no debe ser su-
perior al 2%?

Una pasteleria empaqgueta cajitas de bombones.
La probabilidad de que un bombdn esté relleno
de mermelada es 0,1 y la de que esté relleno de
cremaq, 0,9. Si una chica compra tres cajitas con
cuatro bombones cada una, ¢cudl es la probabi-
lidad de que en todas ellas haya algin bombdén
relleno de mermelada?

Una mdqguina fabrica cierto tipo de circuito inte-
grado. Este circuito se comercializa en lotes de
cinco unidades, de los que compramos seis. Si
sabemos que la probabilidad de que un circuito
tenga algun defecto de fabricacién es 0,01, cal-
cula las siguientes probabilidades:

a. Al menos uno de los lotes contiene algun cir-
cuito defectuoso.

b. Entodos los lotes hay algun circuito defectuoso.

c. Tres lotes contfienen algun circuito defectuoso.

Una academia de ensefianza de inglés evalla
a sus estudiantes con una prueba de cuatro fest.
Cada uno de estos consta de 10 preguntas con
cuatro respuestas posibles.

Si contestdsemos al azar todas las preguntas de fo-
dos los fest, caleula las siguientes probabilidades:
a. Superar la evaluacion, si han de aprobarse

por separado al menos tres de los cuatro fest.
b. No superar la evaluacion.

c. Aprobar al menos dos de |os fest.
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13. Describe una variable aleatoria adecuada a
cada una de las siguientes situaciones e indica
en cada caso si es discreta o continua.

a. De una urna en la que hay tres bolas nume-
radas del 1 al 3 sacamos, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos de ellas. Si el primer
ndmero es mayor que el segundo, cobramos
$ 0.1. En caso contrario, pagamos $ 0,02.

b. Un alumno responde al azar a las sucesivas
preguntas que le hace su profesor hasta que
acierta. Si acierta la primera, obtfiene una
nota de 10; si falla la primera y acierta la se-

. 10 .
gunda, obtiene una nota de - ; si falla
la segunda y acierta la tercera, obtiene una

nota de %,‘ etc.

c. Seleccionamos al azar un ndmero k cualquie-
ra del intervalo [0,1] y calculamos el area del
cuadrado de lado k.

14. Considera una variable aleatoria X cuya funcién
de probabilidad es:

feO=

x=-2,-1,0,1,2
x*+1

0 enofro caso.
Halla el valor de k.

15. Halla la funcién de probabilidad de una varia-
ble aleatoria X sabiendo que solo toma los valo-
res 1, 2 y 3, que su esperanza matemdtica es 2,1
y que su desviacion fipica es 0,7.

16. Responde: ;Cudnto vale la varianza de una vario-
ble aleatoria X~B(50, p) si su esperanza es p = 20?

17. ¢Cudl es la funcién de probabilidad de una va-
riable aleatoria X~B(n, p) cuya esperanza es 1,5
y cuya varianza es 1,05?

18. Se sortean, entre 500 boletos, un premio de $ 100
y nueve premios de $ 10. Si cada boleto se ven-
de al precio de $ 0,5.

a. ¢Es rentable para el jugador participar?

b. ¢Qué beneficio le queda al organizador, por
término medio, en cada boleto?

19.Un jugador extrae al azar una carta de una bo-
raja, de tal manera que gana $ 10 si saca un As,
$ 1 sisaca una J, Q o Ky no gana nada si saca
cualquier otra carta.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

a. Elorganizador del juego cobra $ 1,5 por cada
extraccion. ¢Qué beneficio obtendrd, en pro-
medio, en cada una de ellas?

b. ¢Cudnfo debe cobrar por extraccién el orga-
nizador si el juego debe ser equitativo?

Tras apostar cierta cantidad, se lanzan a la vez
una moneda y un dado. Si en la moneda sale
carag, el jugador cobra $ 1 cuando la puntuacién
del dado es par, y $ 0,5 cuando es impar. Si sale
cruz, el jugador recupera la apuesta si la puntua-
cién del dado es un 6, pero pierde lo apostado si
es cualquier ofra. (Cudnto debe cobrar el orga-
nizador del juego por apuesta si quiere obtener
un beneficio medio de $ 0,05 por lanzamiento?

Un juego consiste en lanzar cuatro monedas y
apostar por el nimero de caras que van a salir.
¢Por qué numero deberias apostar?

La probabilidad de obtener 1 al lanzar un dado
tfrucado es 0,4. ; Cudl es el nUmero de veces que
cabe esperar obtener esa puntuacion silo lanza-
mos 2000 veces?

En un centro escolar frabajan siete profesores. Es-
tos preparan sus clases en el mismo centro con
probabilidad 0,3 y en su casa, con probabilidad
0,7. ¢(Cudntas mesas de trabajo debe haber,
como minimo, para que todos los profesores que
decidan preparar sus clases en el centro pue-
dan hacerlo en, al menos, un 90% de los casos?

Una mdqguina produce piezas defectuosas en un
5% de los casos. Si se toman ocho piezas al azar,
calcula la probabilidad de que:

a. No haya ninguna defectuosa.
b. Haya alguna defectuosa.

c. Haya mds de una defectuosa.

Una mdguina fabrica envases pldsticos para
medicamentos mediante inyeccién de aire. Se
ha estudiado que la probabilidad de que un en-
vase presente algun defecto es 0,05. Si los enva-
ses se comercializan en cajas de cinco, calcula
la probabilidad de que al comprar seis cagjas,
exactamente dos de ellas contengan algudn en-
vase defectuoso.



Y Para finalizar

0 Se extraen dos cartas de una baraja de 52 cartas en dos extracciones consecutivas. Sean
los sucesos A, : la primera es J, Q 0 K; A, la segunda es J, Q o K; B;: la primera es de coro-
zones; B, : la segunda es de corazones. Halla la probabilidad de los sucesos AN A,y BN B,
en caso de que:

a. Haya reposicion de la primera carta.

b. No haya reposicion de la primera carta.

eeccsccccsccce

O En un estudio de un inventario se determind que, en promedio, la demanda por un arti-
culo en particular en una bodega era de 5 veces al dia. Cudl es la probabilidad de este
articulo sea requerido:

a. Mds de 5 veces en un dia

b. Ni una sola vez en dos dias

: O De un lote de diez fuegos artificiales, cuatro se seleccionan al azar y se disparan. Si el lote
contiene tres proyectiles defectuosos que no explotardn, cudl es la probabilidad de que:

: a. los cuatro exploten

b. al menos dos no exploten

: @ Esta tabla muestra las notas obtenidas por seis estudiantes en dos controles de matematicas,
uno de derivadas (X) y ofro de integrales (Y).

x = derivadas 3 5 6 7 7 8
y = integrales 5 6 8 7 7 |10

a. Calcula el coeficiente de Pearson e interpreta el resulfado.

b. Halla la recta de regresion de Y sobre Xy la de X sobre Y

c. Dibuja la nube de puntos y representa las dos rectas de regresion.

: d. Si un estudiante obtuvo un 4 en el control de derivadas, ;qué nota cabe esperar que
haya obtfenido en la de integrales?

AUTOEVALUACION

eecccccsccccce

eeccccccsccce

Reflexiona y autoevaluate en tu cuaderno:

* Trabajo personal * Trabajo en equipo
. ¢Como ha sido mi acfitud * ¢He cumplido  ;Qué aprendi en esfa ¢He compartido con mis ¢He respetado las opiniones
. frente al frabajo? ~ mis fareas? unidad? companeros y companeras? de los demas?
: * Escribe |la opinidn de tu familia. * Pide a tu profesor o profesora suger-

encias para mejorar y escribelas.

ecccscccc e

eecccccccccssccccccsscccee
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Probabilidad
| ECE " EN

La probabilidad y la intuicion

La intuicién es la facultad de comprender las
cosas instfantdneamente, sin necesidad de razo-
narlas. Muchas veces permitimos a la intuicidn
y los presentimientos dictar nuestras decisiones,
pero la intuicidén puede fallarnos facilmente, so-
bre todo en problemas referentes a la proba-
bilidad. Por ejemplo, ¢crees que en una fami-
lia con cuatro hijos sea mds probable que dos
sean hombres y dos mujeres, o que haya mds

¥ SENTIDO CRITICO

El problema de Monty Hall

En los anos 60, en los Estados Unidos se llevaba
a cabo el programa concurso de television Tratfo
Hecho (Let’s Make a Deal en inglés). En este pro-
grama, el presentador, llamado Monty Hall, ofre-
cia a alguien de la audiencia la oportunidad de
llevarse un flamante auto deportivo.

El concurso consistia en lo siguiente: Monty Hall
mostraba al participante tres puertas. Detrds de
una de ellas se encontraba el auto, pero detrds
de las otras dos se hallaban dos cabras como
premios falsos.

El participante, sin saber cudl era la puerta co-
rrecta, escogia una de las puertas. Al saber cudl
era la puerta correcta, Monty Hall abria una de
las puertas restantes para mostrar una de las ca-
bras. Entonces daba al participante la opcidn de
cambiar de puerta o quedarse con su eleccidn
inicial, antes de revelar lo que estd detrds de las
puertas. (Qué harias td en este caso?

Este problema ha sido discutido por décadas ya,
tanto entre matemdticos, estadisticos y gente en
general, a pesar de que sabemos la respuesta.
Intfenta crear una tabla de las posibilidades, ba-
sdndote en la posicidn inicial del premio detrds
de las puertas, y mira si hubieses tenido mds pro-
babilidades de ganar o no.

de un sexo que de ofro?

La intuicién nos dice que la probabilidad de
que haya tantfos hombres como mujeres debe
ser mayor, pues hay 50% de probabilidad de
que uno sea hombre o mujer. La verdad es que
es mds probable que haya 3 hijos del mismo
sexo. Puedes comprobarlo por ti mismo median-
te una tabla.

He aqui otro ejemplo. ¢Cudl crees que sea la
probabilidad de que en tu aula de clases haya
dos personas con el mismo cumpleanos? Segu-
ramente el niUmero debe ser bajo; después de
todo, hay 365 dias de los cuales escoger, y po-
cas personas entre las cuales comparar.

De hecho, si fomas 23 personas cualquiera, la
probabilidad de que dos de ellas fengan el mis-
mo cumpleanos es del 50%. Con tan solo 59 per-
sonas, la probabilidad asciende al 99%. jIntenta
comprobarlo!

Administrador de empresas

me dedicaria a planear, disefar, organizar y di-
rigir el uso de recursos, la ejecucién de tareas y
proyectos, la evaluacién de trabajadores, y la re-
orientacién de procesos para que una empresd
optimice su eficacia y sus ganancias.

Para realizar este trabajo, deberia conocer dao-
tos acerca de la empresa, que pueda cambiar
para mejorar la produccién final. Por medio de
estudios estadisticos de mercadeo o de opera-
ciones y finanzas, podria fadcilmente saber cémo
llevar a la empresa adelante.

http://goo.gl/cjSuya



JAlguna vez te has preguntado si el clima afecta el humor de tu perro? (O si la cantidad
de picante de un qji afecta sus ventas? El mundo estd lleno de oportunidades para rea-
lizar estudios estadisticos. La estadistica se puede aplicar en todo tipo de empresa para
mejorar un producto, dar un mejor servicio o encontrar lo que busca un consumidor.

En este proyecto, responderds tu mismo estas inquietudes y buscards relaciones entre dos
variables dependientes e independientes.

Para ello, debes primero escoger las variables que vas a medir. Puedes usar los siguientes
ejemplos o idear uno t mismo.

Ejemplos:
* Peso de una frufilla y el fiempo que toma * Canfidad de goles anotados desde
en danarse fuera del drea en 5 intentos y largo de

E? la pierna del pateador

* Didmetro de aguacate y el didmetro de
su semilla

o

* Precio por gramo de un producto y su
altura en la percha del supermercado




Una vez que hayas hecho las mediciones:

1. Organiza los elementos en una tabla.

16

2. Comprueba la existencia de dependencia lineal.

3. Redliza un diagrama de dispersion. ¢ Existe alguna correlacion que puedas observar?

X7

-]

4. Si existe dependencia, busca una recta de regresion lineal.

5. Realiza un andlisis y preséntalo en un documento escrito.

Prohibida su reproduccion




@ Estudia la posicion relativa de las rectas ry s, en funcién de los valores que pueda tomar el
pardmetro m.

-9 _z-4 ys: X+3_y-5 _z-2
‘m 1 2 m+42 1

x-1 y
r: =
2 6

@ Halla la distancia entre la recta y el plano dados.

x+1 y Z-3
: = — = cLix+2y-3z=1
a T 1 5 3 y

X + 3 z-1
b. s: — = y = ;Lix+y+z=0
2 2 1

El 15% de los clips de determinado modelo son defectuosos y se toma aleatoriamente una
muestra de 10 clips. Halla la probabilidad de que en dicha muestra haya exactamente 5
clips defectuosos.

@ Indica cudl puede ser el coeficiente de Pearson de la distribucion de la figura vy justifica tu
respuesta,

.....
~~~~~~~
Se

o .®
-~ e
------
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@ Selecciona la opcioén correcta.

a. Para calcular el area de figuras planas se puede usar:

Producto punto
Producto cruz
Producto mixto

Producto por un escalar

b. Si dos rectas se cruzan:

Coinciden en todos los puntos
Coinciden en un puntfo
Son paralelas

No coinciden en ningdn punto

c. La distribucién de Bernoulli mide
Probabilidad de éxito de un evento en un tiempo determinado
La probabilidad de éxito de sucesos tras varias repeticiones

La probabilidad de un solo éxito de un suceso fras varias repeticiones

La probabilidad de éxito de un solo experimento

d. Si el coeficiente de Pearson entre dos variables es de -0.2:

Existe correlacion positiva entre las variables
Existe correlacidn funcional entre las variables.
Existe correlacion débil entre las variables.

No existe correlacion.

O Determina si las afirmaciones son verdaderas o falsas.

a. Si las ecuaciones de tres planos forman un sistema incompatible, los planos son
secantes en una recta.

b. El resultado del producto mixto es un escalar.
c. Para determinar un plano bastan 3 puntos.
d. La esperanza de la distribucion de Poisson estd dada por n - p.

e. La desviacién estandar de la distribucion binomial estd dada porn - p - q.
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INTEGRALES INDEFINIDAS INMEDIATAS

Tabla de teoremas de integrales indefinidas inmediatas

. 1
cos? x

*[odx=cC
*[dx=x+C
‘fx"dxz ;(nrl +C,‘v’n7-‘-1 .J‘

. dez In x|+ C
X

. f e*dx =e*+C

aX
In a

'fa"dxz
* [ senxdx=-cosx+C

* [ cosxdx= senx+C

INTEGRALES INDEFINIDAS INMEDIATAS CON REGLA DE LA CADENA

. Ia 80 g'(x)dx =

J 1+ x?

+C VaeRta#1

Propiedades generalizadas
de integrales inmediatas

(8™

[ 800y g dx="Co

(Vn#-1)

j—l g ()dx=1Ing (x) + C

g(x)

. fe 80 g'(x)dx = es™ +C

ag(x)
+ C, Va e R*
Ina

. fsen g(x)dx=-cos g(x) +C
. fcos g(x) g'(x)dx = sen [g(x) + C]
IﬂL dx=tg[g ()] +C

cos?g(x)

-J'ﬂL dx =-cotg [g(x)] +C

sen?g(x)

. J-&dx =-arcsen [g (x)] +C

1-(8CD* . cos [g ()] +C

[ 8™ Gy—arctg[g )] +C

1+ _ . cotg [g (x)] + C

dx=tgx+C

sen’x dx =cotgx +C

dx=arcsenx+ C

=-arccosx + C

dx=arctgx+C

= -arccotgx + C
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APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL EN LA FISICA

Cinemdtica

Dindmica

Variacién del espacio recorrido

El espacio recorrido entre los instantes
t, y t, por un movil qug se dg:splozo Si-
guiendo una trayectoria recftilinea con
velocidad v es:

t

x(t) - x(t) = I "v(©) dt

t

ya gque la funcién posiciéon, x, es una
primitiva de v.

Variacién de velocidad

El incremento de velocidad entre los
instantes t, y t, experimentado por un
movil que se desplaza siguiendo una
trayectoria rectilinea con aceleracién
aes;

tZ
v(e)-v )= "aw dt

ya que la funcién velocidad, v, es una
primitiva de a.

Trabajo

El trabajo realizado por una fuerza F,
gue actua en la direccidon del movi-
miento, al desplazar un cuerpo desde
un punto x = a hasta otro punto x =b es:

w =J.ab F(x) dt

Ejemplo

Un moévil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con
velocidad v(t) = (4t + 3)m - s7. Halla el espacio recorrido
entre los 5 sy los 10 s.

Basta con aplicar la férmula correspondiente:
10 10
x(10) -x(5) =| (4t+3)dt= [(th + 3t)] =230-65=165
5 5

Por tanto, el espacio recorrido por ese movil entre los 5 s y los
10 s es de 165 m.

Ejemplo

Un mévil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con
aceleracién a(t) = Vvt m:s™2 Halla el incremento de veloci-
dad experimentado entre los 4 sy los 9 s.

Aplicamos la férmula correspondiente:

9
v(9) - v(4) = Lx/Edt=[ 2t3\/f ]Z 16 _ 38

Asi, el incremento de velocidad entre los 4 s y los 9 s es
38/3 ms L.

Ejemplo

¢ Cudl es el trabagjo realizado al comprimir un muelle 2 cm
si aplicamos una fuerza F(x) = 5x N en la misma direccién
del desplazamiento?

Expresamos el desplazamiento en metros, 2 cm = 0,02 m,
para trabajar con unidades del SI; y aplicamos la expresion
del frabajo de una fuerza variable:

0,02 %2 0,02
, 5xdx=5 [7] =5(0,0002 - 0) = 0,001
0

Por tanto, el trabajo realizado es 0,001 J.

W=
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Como conseguir un contrato como consultor usando
un poco de matematica

Adrian Paenza

Uno puede hacerse pasar por adivino o por una persona muy
entrenada en predecir el futuro o aventurar lo que va a pasar
en la Bolsa de Valores: basta con aprovechar la rapidez con la
que crecen las potencias de un nimero.

Este es un ejemplo muy interesante. Supongamos que tene-
mos una base de datos de 128 000 personas. (Por las dudas,
no crean que sean tantas, ya que la mayoria de las grandes
empresas las tienen, las compran o las averiguan). De todas
formas, para lo que quiero invitarles a pensar, podriamos em-
pezar con un nimero mas chico, e igualmente el efecto seria
el mismo.

Supongamos que uno elige alguna accién o algin commodi-
tycuyo precio cotice en la Bolsa. Digamos, para fijar las ideas,
que uno elige el precio del oro. Supongamos también que us-
tedes se sientan frente a su computadora un domingo por la
tarde. Buscan la base de datos que tienen y seleccionan las
direcciones electrénicas de todas las personas que alli figu-
ran. Entonces, a la mitad de ellas (64 000) les envian un mail
diciéndoles que el precio del oro va a subir al dia siguiente
(lunes). Y a la otra mitad les envian un mail diciéndoles lo
contrario: que el precio del oro va a bajar. (Por razones que
quedaran mas claras a medida que avance con el ejemplo, ex-
cluiremos los casos en los que el oro permanece con el precio
constante en la apertura y el cierre)

Cuando llega el lunes, al finalizar el dia, el precio del oro o bien
subié o bien bajé. Si subid, hay 64 000 personas que habran
recibido un mail de ustedes diciéndoles que subiria. Claro, qué
importancia tendria. Haber acertado un dia lo que pasaria con
el oro tiene poca relevancia. Pero sigamos con la idea.

El lunes a la noche, de las 64 000 personas que habian recibi-
do su primer mail diciéndoles que el precio del oro subiria, us-
tedes seleccionan la mitad (32 000) y les dicen que el martes
volverd a subir. Y a la otra mitad, los otros 32 000, les envian
un mail diciéndoles que va a bajar.



Llegado el martes por la noche, ustedes estan seguros que hay
32 000 para los cuales ustedes no solo acertaron lo del martes,
sino que ya habian acertado el lunes. Ahora repitan el proceso.
Al dividir por la mitad, a 16 OOO les dicen que va a subir y al
resto, los otros 16 000, que va a bajar. Resultado: el miércoles
ustedes tienen 16 OO0 personas a las que les avisaron el lunes,
el martes y el miércoles lo que pasaria con el precio del oro. Y
acertaron las tres veces (para este grupo).

Repitanlo una vez mas. Al finalizar el jueves, ustedes tienen
8 000 para los que acertaron cuatro veces. Y el viernes por
la noche, tienen 4 0O0O. Piensen bien: el viernes por la noche,
ustedes tienen 4 OO0 personas que los vieron acertar todos los
dias con lo que pasaria con el precio del oro, sin fallar nunca.
Claro que el proceso podria seguir a la semana siguiente, y
podrian tener 2 000 al siguiente lunes, 1 000 al martes vy, si
queremos estirarlo ain mas, el miércoles de la segunda sema-
na, tendran 500 personas a las que les fueron diciendo, dia por
dia, durante diez dias, lo que pasaria con el precio del oro.

Si alguno de ustedes pidiera a estas personas que lo contra-
taran como consultor pagandole, digamos, mil délares por afio
(no lo quiero poner por mes, porque tengo cierto pudor.. atin)
¢No creen que contratarian sus servicios? Recuerden que us-
tedes acertaron siempre por diez dias consecutivos.

Con esta idea y empezando con una base de datos bien mas
grande o mas chica, o parando antes en el envio de correos
electrénicos, ustedes se pueden fabricar su propio grupo de
personas que crean en ustedes o que crean sus predicciones.
Y ganar dinero en el intento.

Tomado de https://goo.gl/xyX7eq (19/02/2018)
Adrian Paenza (1949). Periodista, matematico y profesor argentino especializado

en la divulgacién matematica.



Poesia matematica

Millér Fernandes

En las muchas hojas

del libro de Matematicas
un Cociente se enamord
un dia dolorosamente
de una Incégnita.

La vio con su mirada innumerable

y la vio desde el apice a la base:

una figura impar;

ojos de robot, boca de trapecio,
cuerpo rectangular, senos esferoides.

Hizo de la suya una vida
paralela a la de ella,
hasta que se encontraron
en el infinito.

"¢ Quién eres t0?” -indagd ella
con ansia radical
"Pero puedes llamarme hipotenusa”.

Y de hablar descubrieron que eran
(lo que en aritmética corresponde a las almas hermanas)
primos entre si.

Y asi se amaron

al cuadrado de la velocidad de la luz,

en una sexta potencia

trazando,

al sabor del momento

y de la pasion,

rectas, curvas, circulos y lineas sinusoidales
en los jardines de la cuarta dimensién.

Escandalizaron a los ortodoxos de las formas euclidianas
y a los exégetas del Universo infinito.

Rompieron convenciones newtonianas y pitagoricas.

Y en fin resolvieron casarse,

constituir un hogar,

mas que un hogar, una perpendicular.



Invitaron como padrinos

al Poligono y a la Bisectriz.

E hicieron planos y ecuaciones y diagramas para el futuro
sofiando con una felicidad

integral y diferencial.

Y se casaron y tuvieron una secante y tres conos
muy graciosillos.

Y fueron felices

hasta aquel dia

en que todo se vuelve al fin

monotonia.

Fue entonces cuando surgié

el Maximo Comun Divisor.

Ofrecidle, a ella,

una grandeza absoluta

y la redujo a un denominador comun.

El, Cociente, percibid

que con ella no formaba un todo,
una unidad.

Era un tridngulo, llamado amoroso.
De ese problema él era una fraccion,
la mas ordinaria.

Pero fue entonces cuando Einstein descubri6 la Relatividad.
Y todo lo que era espurio pasé a ser

moralidad

como en cualquier sociedad.

Tomado de https://goo.gl/4wgHnQ (04/02/2018)

Millér Fernandes (1923-2012). Dibujante, humorista, traductor, escritor y drama-
turgo brasilefio, nacido en el barrio del Méier, en Rio de Janeiro. Fue un artista con
multiples funciones y actividades. Escribi6 en las revistas EI Cruzeiro y El Pasquim.



Romance de la derivada y el arcotangente

Autor desconocido

Veraneaba una derivada enésima en un pequefio chalet situa-
do en la recta del infinito del plano de Gauss, cuando conocié
a un arcotangente simpatiquisimo y de espléndida represen-
tacién grafica, que ademas pertenecia a una de las mejores
familias trigonométricas. Enseguida notaron que tenian pro-
piedades comunes.

Un dia, en casa de una parabola que habia ido a pasar alli
una temporada con sus ramas alejadas, se encontraron en un
punto aislado de ambiente muy intimo. Se dieron cuenta de
que convergian hacia limites cuya diferencia era tan pequefia
como se quisiera. Habia nacido un romance. Acaramelados en
un entorno de radio épsilon, se dijeron mil teoremas de amor.

Cuando el verano pasé, y las pardbolas habian vuelto al origen,
la derivada y el arcotangente eran novios. Entonces empeza-
ron los largos paseos por las asintotas, siempre unidos por un
punto comun, los interminables desarrollos en serie bajo los
conoides llorones del lago, las innumerables sesiones de pro-
yeccién ortogonal.

Hasta fueron al circo, donde vieron a una troupe de funciones
logaritmicas dar saltos infinitos en sus discontinuidades. En
fin, lo que eternamente hacian los novios.

Durante un baile organizado por unas cartesianas, primas del
arcotangente, la pareja pudo tener el mismo radio de curvatu-
ra en varios puntos. Las series melédicas eran de ritmos uni-
formemente crecientes y la pareja giraba entrelazada alrede-
dor de un mismo punto doble. Del amor habia nacido la pasién.
Enamorados locamente, sus graficas coincidian en mas y mas
puntos.

Con el beneficio de las ventas de unas fincas que tenia en el
campo complejo, el arcotangente comprd un recinto cerrado
en el plano de Riemann. En la decoracién se gasté hasta el
Gltimo infinitésimo.



Adorné las paredes con unas tablas de potencias de e precio-
sas, puso varios cuartos de divisiones del término indepen-
diente que costaron una burrada. Empapelé las habitaciones
con las graficas de las funciones mas conocidas, y puso varios
paraboloides de revolucién chinos de los que surgian desarro-
llos tangenciales en flor. Y Bernoulli le prestd su lemniscata
para adornar su saléon durante los primeros dias. Cuando todo
estuvo preparado, el arcotangente se trasladé al punto impro-
pio y contempld satisfecho su dominio de existencia.

Varios dias después fue en busca de la derivada de orden n 'y
cuando llevaban un rato charlando de variables arbitrarias, le
espeto, sin mas:

—¢Por qué no vamos a tomar unos neperianos a mi aparta-
mento? De paso lo conoceras, ha quedado monisimo.

Ella, que le quedaba muy poco para anularse, tras una breve
discusion del resultado, acepto.

El novio le ensefi6 su dominio y quedd integrada. Los nepe-
rianos y una musica armoénica simple hicieron que entre sus
puntos existiera una correspondencia univoca. Unidos asi, mi-
raron al espacio euclideo. Los astroides rutilaban en la béveda
de Viviani.. jEran felicesl!

—¢No sientes calor? —dijo ella.

—Yo si. 4 Y ta?

—Yo también.

—Ponte en forma candnica, estaras mas comoda.

Entonces él le fue quitando constantes. Después de artificiosas
operaciones la puso en paramétricas racionales..

—¢Qué haces? Me da verguenza.. —dijo ella.

—ijTe amo, yo estoy inverso por ti.l Déjame besarte la orde-
nada en el origen.! iNo seas cruel.! jVen.! Dividamos por un
momento la nomenclatura ordinaria y tendamos juntos hacia
el infinito..

El la acaricié sus méximos y sus minimos y ella se sintié des-
componer en fracciones simples. (Las siguientes operaciones
quedan a la penetracién del lector)

Al cabo de algln tiempo, la derivada enésima perdid su perio-
dicidad. Posteriores andlisis algebraicos demostraron que su
variable habia quedado incrementada y su matriz era distinta
de cero. Ella le confesé a €, saliéndole los colores:

¥



—Voy a ser primitiva de otra funcién. El respondié:
—Podriamos eliminar el parametro elevando al cuadrado y
restando.

—iEso es que ya no me quieres!

—No seas irracional, claro que te quiero. Nuestras ecuaciones
formaran una superficie cerrada, confia en mi.

La boda se prepard en un tiempo diferencial de t, para no dar
de qué hablar en el circulo de los 9 puntos. Los padrinos fueron
el padre de la novia, un polinomio lineal de exponente entero,
y la madre del novio, una asiroide de noble asintota. La novia
lucia coordenadas cilindricas de Satung y velo de puntos ima-
ginarios. Oficié la ceremonia Cayley, auxiliado por Pascal y el
nuncio S.S. monsefior Ricatti.

Hoy dia el arcotangente tiene un buen puesto en una fabrica
de series de Fourier, y ella cuida en casa de 5 lindos términos
de menor grado, producto cartesiano de su amor.

Tomado de https://goo.gl/4fz6od (07/07/2017)

La bisabuela Juana (fragmento)
Daniel del Olmo y Abedul

Dante debid equivocarse al describir el infierno. No conocia la
casa de mi bisabuela Juana; una antigua casa rural, rodeada
de vacas, gallinas, alamos, girasoles y la mas absoluta nada. La
poblacién mas cercana se halla a unos cien kilémetros, asi que,
hay poco con lo que una persona de ciudad pueda entretener-
se, aparte del sofocante calor y los pozos secos. En el fondo, mi
bisabuela es un ser extrafio. Con sus ciento cuatro afios, vive
separada del mundo moderno; sin radio, sin periédicos y sin
vecinos. Y lo que mas fascina, no es su hogar sin ningdn tipo
de modernidad; es su vitalidad, que tiene anonadada a toda
la comarca. Hace afios que el médico estd idiotizado por su
juventud interior, y la flexibilidad de sus movimientos, y no es
para menos, ya que ordefia sus vacas y recoge la mies, duro
trabajo para una espalda encorvada como la de la bisabuela
Juana.



“Ya es hora de que pongas a reflexionar esa cabezota que
algtn dios te ha dado”, me dijo una soleada marfiana mien-
tras desayunaba placidamente, a la sombra de un alamo. La
acompaiié a la biblioteca, y alli sacé una caja de unos noventa
centimetros por setenta, y sesenta de alto. Era extraordina-
ria. La madera con la que estaba hecha era de sandalo por el
leve aroma que despedia, de ébano, caoba y de roble. La tapa
contenia dibujos geométricos en madreperla y estaba rodeada
de inscripciones y frases en griego, latin, arabe, jeroglificos
precolombinos y egipcios, escritura cuneiforme, e ideogramas
chinos o japoneses, no hubiese sabido diferenciarlos. “Esta caja
te dird lo que es mas importante en la vida. Témate tu tiempo,
y resuelve el enigma. Las prisas acortan la vida, recuérdalo”, y
me dejé ante la caja, que abri en el mismo instante en que mi
bisabuela abandonaba la sala.

Estaba dividida interiormente en otra caja, con un pequeiio
compartimento con letras en varias lenguas antiguas, y una
balanza de pequefias dimensiones. Tomé la tapa de la caja
interior y la abri. Era de cristal negro, robusto, pero de tacto
fragil. Contenia un trozo de madera, virutas de mineral de hie-
rro, un sello con forma flamigera, un saquito de tierra y una
botella de agua.

¢ Qué debia descubrir con esto? Son cinco cosas, cinco mate-
rias. La tierra contiene a la madera, el metal, el agua y el fuego.
El agua apaga el fuego, al igual que la tierra puede extinguir
un fuego. El metal nace de la tierra. El fuego nace en la made-
ra, y la madera nace de la tierra. El fuego funde el metal Los
cinco estadn conectados. No tiene sentido alguno. ;Qué querra
significar? "Naturaleza’, "medio ambiente”, "elemento”. Probé
todas ellas en la balanza, y ninguna dio resultado. De lo que
si me percaté fue que cada letra tenia un peso especifico, asi
que determinado peso debia abrir algin mecanismo interno.
Pero atin sabiendo esto, estaba como al principio. Agua, metal,
tierra, madera, fuego. Tengo la cabezota oxidada, hacia tiempo
que no resolvia ningin enigma asi. Yo, estudiante de retdri-
ca, estaba atascado en la primera fase. Un tanto deshonroso
para mi ego. El tiempo pasa, y sigo en el mismo punto inicial
Tierra, madera, metal, fuego y agua. Y si. los cinco pueden
vivir en armonia, puesto que unos de los otros son hacedores
y destructores a un tiempo. Si son capaces de vivir en “paz’,
los cinco podran coexistir. Como las personas han de convivir.

>



Puede ser que “paz” sea la palabra y el concepto que andaba
buscando. Busqué las letras y las puse sobre la balanza y.
chas-chas-rum. El mecanismo se activé, dejando al descubier-
to una segunda caja interior que estaba debajo, escondida, de
la primera de cristal negro. Fabuloso, la primera fase estaba
resuelta. Y soélo habian pasado, jvayal, cinco horas, que fueron
todo un desgaste para mi mohoso cerebro.

La segunda caja era de plata, brillaba con el sol del amanecer,
tras una vivificante noche de descanso cerebral Su interior
contenia sélo una tablilla con un simbolo, VI. Podia ser un ni-
mero tal cual; un siglo, un mes, un afio; una V y una I, y ser un
verbo.. Como en la primera caja, podia ser cualquier cosa. Lo
que si estaba claro, es que se acotaba a algo latino, de la an-
tigua Roma. jSucedié algo que implicase ese simbolo? Si era
un mes, se trata de junio, pero el calendario que empleamos
ahora no coincide con el de los romanos, asi que podia des-
cartarse momentaneamente. Si era un numero, podia ser en
referencia al cuerpo humano; brazos, piernas, cabeza y tronco.
Seria “cuerpo” lo que buscaba, o quiza “calendario”’, “primave-
ra’, “estaciones”. Como hice el dia anterior, busqué las letras
pertinentes y las puse en la balanza y ninguna funcioné. Des-
esperanzado probé con otras materias, puesto que ‘medicina’,
“conocimiento general”, y “ciencias naturales”, no habian fun-
cionado. A lo mejor era algo relacionado con la matematica,
lo que me hizo recordar el famoso teorema del hexagono de
Pappus de Alejandria.

El teorema de Pappus no hace referencia a alguna medida;
es por tanto, de pura incidencia, pero se demuestra usando
los axiomas de congruencia de segmentos. Asi que VI pue-
de referirse a una incidencia, en un siglo. Bueno, si tomamos
como verdad, que lo que buscamos es una incidencia dentro
del mundo romano en el siglo VI, coincidiria con el gobierno
del emperador Justiniano, durante el cual se produjo el brote
epidémico de peste negra mas largo, puesto que durd sesenta
afios, y mas antiguo referenciado por los textos histdéricos.

La palabra tiene que ser “enfermedad’. Puse las letras en la
balanza y. Nada. Ni un ruido, ni movimiento, nada. Y esta-
ba convencido de que esa era la palabra. Probaremos con la
opuesta, “salud’, ya que quizad sea lo contrario lo que la caja
desea. La balanza contenia las letras, y jbingol El mecanismo
se acciond, dejando ver una nueva caja, mas pequeiia que las
anteriores, pero con el mismo sistema que la preliminar.



La tercera caja era de ceramica azul cobalto con dibujos ser-
penteantes en marfil De manufactura fina y delicada, parecia
a punto de romperse si la tocabas. Y un nuevo enigma para
resolver. Era por la tarde, y me habia olvidado de comer. Mi
bisabuela vino a ver mis progresos, y quedé sorprendida cuan-
do descubrié que ya habia abierto dos cajas, e iba a iniciar la
tercera (.).

Ahora, estamos ante la tercera llave. Esta caja de porcelana
contenia un pergamino enrollado con el simbolo «. Este sera
sencillo, pensé para mis adentros con regocijo, es el simbolo
de infinito. Busqué las letras y puse “infinito” en la balanza, y..
nada. Era de esperar, no podia ser tan facil Infinito es infini-
to, el mas alla, lo mas lejano. Lo que no es finito. ;Qué puede
ser infinito? La luz, la pesadez de mi hermana, la estupidez
del hombre.. Infinito. En algunos aspectos buscamos el infinito,
como en el amor o el carifio, o en que las cosas buenas duren
por siempre, pero al infinito no se llega nunca. A lo mejor, que
la "paz” y la “salud” duren por siempre, sean infinitas, pero
para ello tendriamos que vivir sin fin, ser inmortales. Imposi-
ble, nadie puede vivir por siempre, ser inmortal, solo son in-
mortales aquellos que son recordados, como escritores, musi-
cos, cientificos, matematicos o politicos. Seguro que la palabra
es "inmortal”, no hay lugar a dudas. Al poner las letras en la
balanza, nuevo fracaso, a los que ya me estaba habituando,
para qué voy a negarlo. Pensandolo mas detenidamente, “in-
mortal” no puedes ser fisicamente, pero “longevo” si. Quiza, por
una extrafia pirueta retérica, infinito sea inmortal, y este se re-
fiera a longevidad, como mi bisabuela, que ha enterrado a tres
hijos y a dos nietos, y ha vivido en dos siglos. Puse las letras de
“longevidad” en la bascula y.. chas-chas-rum. Increible, es “lon-
gevidad”. Infinito es longevidad. En el exterior hace tiempo que
el sol se marcho, serian las dos o tres de la mafiana, y estaba
exultante por haber hallado la tercera palabra.

Y como no, una nueva caja me esperaria mafiana. Ahora mis
sesos necesitaban un nuevo descanso; el moho que los recu-
bria estaba desapareciendo, y eso me hacia estar contento.



Aquella mafiana fue himeda. Habia llovido persistentemente
durante la madrugada y el calor matinal creaba condensa-
ciones que te hacian sudar mas de lo que era habitual a esas
horas. Desayuné tranquilamente un gran tazén de leche de
cabra con unos picatostes frios del dia anterior. Mi bisabuela
me miraba de soslayo, con cierta impaciencia quizd, era dificil
saber qué pensaba. Me marché a la biblioteca para enfrentar-
me al nuevo reto, la cuarta caja. Esta caja era de cuarzo rosa,
pesada y algo basta. De gruesas paredes que no permitian el
paso de la luz. En su interior sélo habia un papiro con el simbo-
lo w. Como en el caso anterior, enseguida me vino a la cabeza
314, que es su correspondiente numeérica, pero no podia ser,
puesto que no habia nimeros en las piezas de la balanza. Asi
que debia ser otra cosa. Este simbolo tiene siglos de antigte-
dad: ya lo usaban los chinos, los mesopotamicos, e incluso los
egipcios. El papiro de Ahmes, de 1900 a.C, hallado en Egipto,
es la primera referencia a este concepto. w se emplea en mate-
matica, en ingenieria, en fisica, y en otras tantas materias. Es
una constante, irracional.

Teniendo en cuenta mi experiencia con las anteriores cajas,
sé que tengo que encontrar un concepto intangible, como paz,
salud o longevidad. El propio soporte de la pista puede ser una
pista. w puede ser una casa, un barco, un melocotén, puede
encontrarse en todo lo que nos rodea, incluso en las personas.
Es irracional, como para los egipcios la muerte, el dolor o la
felicidad. Eso era, “felicidad”, esta es la palabra, el concepto que
busco. Introduje las letras en la balanza y la caja reacciond.
Pero ya no habia mas cajas. La de cuarzo era la dltima, y solo
tenia cuatro palabras.

Tomado de https://goo.gl/ivGJiW (05/03/2018)

Daniel del Olmo y Abedul. Alumno del Departamento de Matematica e Informati-
ca Aplicadas a la Ingenieria Civil, de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de
Caminos, Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de Madrid.



Armonia, belleza y precision

Juan Manuel Sanchez Panta

La esplendida serie de nimeros son joyas de mi jardin,
el horizonte de la matematica es brillante,

es como saborear sabiduria dentro de un cuadrante

mi inspiracién crece lozana como un jazmin.

La creacién y la soluciéon de problemas es mi universo,
la rigidez en el calculo activa mi memoria,

las ecuaciones polinomiales son parte de mi historia,
la armonia de las sucesiones embellecen mis versos.

Describo las rectas, con inusitada pasién,

las coordenadas de los puntos las llevo a los cuadrantes,
el movimiento de las figuras vibra en un sol radiante,

la matematica es belleza y precisién

desde el mistico Pitadgoras el inmortal,
hasta los brillantes Leignit y Newton.

con su funcién y ecuaciéon diferencial,
la matematica se cubre de gloria.

Puntos, rectas y planos, estan en sintonia,

con el mistico y complejo mundo de la geometria,
todo vibra con una real simetria

la convexidad y la concavidad es virtud de la materia.

Los nGmeros reales son densos e inmensos,

las expresiones notables son factorizables,

algunas expresiones son derivables e integrables,

el dlgebra de los anillos cuerpos y campos son hermosos.

El mundo de los nimeros devoran mi imaginacion,
estudio teoremas, propiedades, y leyes con plenitud
el talento que Dios me ha dado es una virtud

pasar el espacio tridimensional a la cuarta dimensién
es mi obsesion.

Tomado de https://goo.gl/Tugq3GO (26/03/2018)

Juan Manuel Sanchez Panta. Divulgador de conocimientos matematicos en obras
literarias.



Una confusion cotidiana

Franz Kafka

Un problema cotidiano, del que resulta una confusiéon cotidia-
na. A tiene que concretar un negocio importante con B en H,
se traslada a H para una entrevista preliminar, pone diez mi-
nutos en ir y diez en volver, y en su hogar se enorgullece de
esa velocidad. Al dia siguiente vuelve a H, esa vez para cerrar
el negocio. Ya que probablemente eso le insumird muchas ho-
ras. A sale temprano. Aunque las circunstancias (al menos en
opinién de A) son precisamente las de la vispera, tarda diez
horas esta vez en llegar a H. Lo hace al atardecer, rendido. Le
comunicaron que B, inquieto por su demora, ha partido hace
poco para el pueblo de A y que deben haberse cruzado por el
camino. Le aconsejan que aguarde. A, sin embargo, impaciente
por la concrecién del negocio, se va inmediatamente y retorna
a su casa.

Esta vez, sin prestar mayor atencidn, hace el viaje en un rato.
En su casa le dicen que B llegé muy temprano, inmediatamen-
te después de la salida de A, y que hasta se cruzé con A en el
umbral y quiso recordarle el negocio, pero que A le respondié
que no tenia tiempo y que debia salir en seguida.

Pese a esa incomprensible conducta, B entré en la casa a es-
perar su vuelta. Ya habia preguntado muchas veces si no ha-
bia regresado todavia, pero continuaba aguardando aun en el
cuarto de A. Contento de poder encontrarse con B y explicarle
lo sucedido, A corre escaleras arriba. Casi al llegar, tropieza, se
tuerce un tobillo y a punto de perder el conocimiento, incapaz
de gritar, gimiendo en la oscuridad, oye a B -tal vez ya muy
lejos, tal vez a su lado- que baja la escalera furioso y desapa-
rece para siempre.

Tomado de https://goo.gl/5921yo (23/03/2018)

Franz Kafka (1883-1924). Escritor nacido en Praga, en el seno de una familia aco-
modada perteneciente a la minoria judia de lengua alemana.



Examen de Estadistica

José del Rio Sanchez

¢ Qué es la Estadistica?

Es una ciencia fotografica y adivinatoria
que procede en primera instancia

como una pelicula,

donde graban sus nimeros

la realidad y la apariencia.

Cruza después al otro lado

para vaticinar el éxito

o embalsamar la ruina,

pues el oraculo de sus campanas

siempre se puede modular

eligiendo los prismaticos adecuados

¢Para qué sirven las estadisticas?

Para generar hambres y vender tapaderas,
para dictar la norma

e imponer su razén

Con ellas se averigua cémo y cuando
llamar a la oracién y al voto,

a la guerra y a la trashumancia,

a la risa y al tributo.

Ni las ovejas negras

pueden huir de sus dominios

Tomado de https://goo.gl/h3SbRg (26/03/2018)

José del Rio Sanchez (1960). Escritor y matematico, quien ha argumentado que
en las grandes obras de la literatura universal, en El Quijote de la Mancha, se ha
empleado las matematicas. Publicé el libro: También los novelistas saben matema-
ticas.
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Carmen Conde

Esfera cefiida de esferas que no pueden
escaparse de la esfera Gnica.

Manos esféricas cifiéndose a unas piernas
que se abrazan redondas, perfectisimas.

Si esta esfera que soy yo, que fui yo siempre,
desgajara de si un anillo y lo arrojara,

se caeria

cogido por su extremo, prolongandose

hasta pisar el polvo.

Ondularia siglos, y su misica

subiria por temblores a la esfera

que la retiene siempre jamas, tan suyo.

Seria vertical, hasta que un siglo

la curva reclamaria ser redonda
desde un albor sin ritmo. Subiria

otra vez a ser anillo, anegandose

por amor de querencia inmarchitable,
en la esfera total

Yo he sido anillo,
tembloroso al caer, y erguida
me dejaba correr desde los tiempos..

Mas la esfera sintié que al fin mi esencia
debia descansar en lo redondo.

Tomado de https://goo.gl/H4SB3f (19/03/2018)

Carmen Conde (1907-1996). Narradora, poetisa, dramaturga, ensayista y maestra
espafiola, considerada una de las voces mas significativas de la generacién poética
del 27. Ha publicado Entre aceitunas y coplas, Brocal, Jubilos, Oid a la vida.
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